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”!( 本 书 ) 充分 展现 了 作者 在 教育 方面 的 天 赋 才 能 
以 清晰 而 通俗 的 语言 给 出 复杂 的 论证 。 


“ 它 是 函数 论 方面 ， 唯 一 用 俄 文 写 的 、 在 其 中 可 以 找到 
如 同 ( 关于 分 割 球面 的 ) 豪 斯 多 夫 定 理 那样 “困难 ”定理 的 
完备 而 又 最 简明 证 明 的 一 本 好 书 。” 

-俄罗斯 的 有 关 书 评 


本 书 是 俄罗斯 ( 苏联 时 期 ) 杰出 数学 家 M. 中 . 那 汤 松 的 
一 本 重要 著作 ， 影 响 很 广 。 本 书 在 20 世 纪 50 一 60 年 代 曾 是 我 
国 高 校 数学 专业 实 变 函 数论 课程 的 重要 教学 参考 书 。 本 版 系 
根据 原 书 1956 年 第 2 版 中 译本 ， 对 照 原 书 2008 年 第 5 版 原文 
校订 后 重新 出 版 的 。 

全 书 共 有 18 章 ， 主 要 内 容 为 : 可 测 集 与 可 测 函 数 、 勒 贝 
格 积 分 、 可 和 函数 与 平方 可 和 函数 ( 包括 空间 L, 与 /,，L, 与 
1, 等 ) 、 有 界 变 差 函数 与 斯 蒂 尔 切 斯 积分 、 绝 对 连续 函数 与 
勒 贝 格 不 定 积分 ， 以 及 与 上 述 内 容 对 应 的 ， 在 多 元 函数 情形 
和 无 界 函 数 情形 的 扩展 ; 以 小 字 排 印 的 有 : 奇异 积分 与 三 角 
级 数 、 集 函数 及 其 在 积分 论 中 的 应 用 、 超 限 数 、 函 数 的 贝尔 
分 类 、 勒 贝 格 积分 的 推广 ( 包括 佩 龙 积分 、 当 茹 瓦 积 分 和 积 
分 的 抽象 定义 等 ) 。 这 些 内 容 虽 然 超 出 了 教学 大 纲 ， 但 其 丰 
富 的 材料 为 其 他 函数 论 方面 论著 中 所 不 多 见 ， 有 较 大 参考 价 
值 。 为 内 容 叙 述 的 需要 ， 还 专 辟 一 章 ( 第 18 章 ) 介绍 了 泛 函 
分 析 的 某 些 知识 。 在 大 部 分 章 末 都 附 有 相当 数量 的 习题 ， 其 
中 多 数 难度 较 大 。 

本 书 论述 详尽 、 明 晰 而 又 言 简 意 赎 ， 内 容 逐 步 深入 ， 一 
些 典 型 的 处 理 方法 有 助 于 启发 读者 思考 。 除 了 俄 文 原著 ， 本 


书 曾 被 译 成 7 种 文字 出 版 。 
本 书 可 作为 数学 专业 大 学 生 、 研 究 生 、 教 师 和 有 关 工 作 
者 的 参考 书 。 
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《 俄罗斯 数学 教材 选 译 》 序 


从 上 世纪 50 年 代 初 起 , 在 当时 全 面 学 习 苏 联 的 大 背景 下 , 国内 的 高 等 学 校 大 量 
采用 了 翻译 过 来 的 苏联 数学 教材 . 这 些 教材 体系 严密 , 论证 严谨 , 有 效 地 帮助 了 青年 
学 子 打 好 扎实 的 数学 基础 , 培养 了 一 大 批 优秀 的 数学 人 才 . 到 了 60 年 代 , 国内 开始 
编纂 出 版 的 大 学 数学 教材 逐步 代替 了 原先 采用 的 苏联 教材 , 但 还 在 很 大 程度 上 保留 
着 苏联 教材 的 影响 , 同时 , 一 些 苏联 教材 仍 被 广大 教师 和 学 生 作为 主要 参考 书 或 课外 
读物 继续 发 挥 着 作用 . 客观 地 说 , 从 解放 初 一 直到 文化 大 革命 前 夕 , 苏联 数学 教材 在 
培养 我 国 高 级 专门 人 才 中 发 挥 了 重要 的 作用 , 起 了 不 可 忽略 的 影响 , 是 功 不 可 没 的 . 

改革 开放 以 来 , 通过 接触 并 引进 在 体系 及 风格 上 各 有 特色 的 欧美 数学 教材 大 
家 眼界 为 之 一 新 , 并 得 到 了 很 大 的 启发 和 教 益 . 但 在 很 长 一 段 时 间 中 , 尽管 苏联 的 数 
学 教学 也 在 进行 积极 的 探索 与 改革 , 引进 却 基本 中 断 , 更 没有 及 时 地 进行 跟 踊 , 能 看 
懂 俄 文 数学 教材 原著 的 人 也 越 来 越 少 , 事实 上 已 造成 了 很 大 的 隔膜 , 不 能 不 说 是 一 
个 很 大 的 缺憾 . 

事情 终于 出 现 了 一 个 转折 的 契机 . 今年 初 , 在 由 中 国 数学 会 、 中 国 工业 与 应 用 数 
学 学 会 及 国家 自然 科学 基金 委员 会 数学 天 元 基金 联合 组 织 的 迎春 茶话会 上 , 有 数学 
家 提出 , 莫斯科 大 学 为 庆祝 成 立 250 周年 计划 推出 一 批 优秀 教材 , 建议 将 其 中 的 一 
些 数学 教材 组 织 翻译 出 版 . 这 一 建议 在 会 上 得 到 广泛 支持 , 并 得 到 高 等 教育 出 版 社 
的 高 度 重视 . 会 后 高 等 教育 出 版 社 和 数学 天 元 基金 一 起 邀请 熟悉 俄罗斯 数学 教材 情 
况 的 专家 座谈 讨论 , 大 家 一 致 认为 : 在 当前 着 力 引 进 俄 罗斯 的 数学 教材 , 有 助 于 扩大 
视野 , 开拓 思路 , 对 提高 数学 教学 质量 、 促 进 数学 教材 改革 均 十 分 必要 .《 俄 罗斯 数 
学 教材 选 译 》 系 列 正 是 在 这 样 的 情况 下 , 经 数学 天 元 基金 资助 , 由 高 等 教育 出 版 社 组 
织 出 版 的 . 

经 过 认真 选 题 并 精心 翻译 校订 , 本 系列 中 所 列 入 的 教材 , 以 莫斯科 大 学 的 教材 为 


“i 《俄罗斯 数学 教材 选 译 》 序 


主 , 也 包括 俄罗斯 其 他 一 些 著名 大 学 的 教材 . 有 大 学 基础 课程 的 教材 , 也 有 适合 大 学 
高 年 级 学 生 及 研究 生 使 用 的 教学 用 书 . 有 些 教材 虽 曾 翻译 出 版 , 但 经 多 次 修订 重 版 ， 
面目 已 有 较 大 变化 , 至 今 仍 广泛 采用 、 深 受 欢迎 , 反射 出 俄罗斯 在 出 版 经 典 教材 方面 
所 作 的 不 懈 努 力 , 对 我 们 也 是 一 个 有 益 的 借鉴 . 这 一 教材 系列 的 出 版 , 将 中 俄 数学 教 
学 之 间 中 断 多 年 的 链条 重新 连接 起 来 , 对 推动 我 国 数学 课程 设置 和 教学 内 容 的 改革 ， 
对 提高 数学 素养 、 培 养 更 多 优秀 的 数学 人 才 , 可 望 发 挥 积极 的 作用 , 并 起 着 深远 的 影 
啊 , 无 疑 值 得 庆贺 , 特 为 之 序 . 


李 大 潜 
2005 年 10 月 


初版 序言 摘要 


本 书 是 适用 于 我 国 大 学 现行 教学 大 纲 的 一 本 教科 书 . 鉴于 函数 论 在 培养 数学 家 
的 教学 体系 中 日 趋 重 要 , 我 在 本 书 中 (用 小 型 铅字 排 印 ) 放 人 了 一 系列 超出 大 纲 范围 
的 问题 . 

在 大 学 中 , 实 变 函数 论 是 在 三 年 级 开始 讲授 的 . 所 以 我 假定 读者 已 能 灵活 掌握 
分 析 的 基本 概念 : 无 理 数 , 极限 理论 , 连续 函数 的 最 重要 的 性 质 , 导数 , 积分 , 级 数 等 
都 假定 已 为 读者 所 熟知 , 这 些 概 念 都 包括 在 任何 一 本 详尽 的 微 积分 书 中 . 

书 中 大 部 分 的 章 后 都 附 有 习题 . 这 些 习题 一 般 说 来 是 相当 难 的 ,有 时 需要 经 过 
很 大 的 努力 才能 解决 . 但 是 对 于 要 想 切实 地 通晓 这 门 知识 的 读者 , 我 仍然 建议 他 们 
务必 尽 最 大 努力 至 少 解决 其 中 一 部 分 的 问题 . 

本 书 的 现在 形式 是 从 我 以 前 所 写 的 “ 实 变 函数 论 基础 ” 改编 而 成 的 , 该 书 在 1941 
年 在 列宁 格 勒 大 学 出 版 , 印 数 不 多 , 不 久 即 行销 完 . 我 早 有 意 于 再 版 , 并 且 这 个 愿望 
已 经 部 分 地 实现 了 , 这 就 是 “ 拉 强 西 卡 学 派 ”出 版 部 曾 用 乌克兰 译文 刊印 了 该 书 , 译 
者 是 基辅 大 学 的 副教授 C. H. 苏 贺 维 茨 基 . 

E. 1. 列 梅 效 教授 曾经 对 于 上 述 的 乌克兰 译本 加 以 评论 并 且 提 出 了 一 系列 宝贵 
的 意见 , 我 在 从 事 于 新 版 的 修正 时 也 采纳 了 这 些 意见 . 此 外 , 我 很 感谢 H. K. 巴里 教 
授 , 苞 . K. 法 捷 耶 夫 教 授 , 尤其 是 T. M. 菲 赫 金 哥 尔 茨 教授 的 许多 建议 和 批评 . 对 于 
以 上 提 到 的 各 位 我 都 致 以 衷心 的 谢意 . 


Hf. 那 汤 松 
1949 年 12 月 3 日 


第 2 版 序言 


本 版 与 初版 的 重要 区 别 如 下 : 

1. 叙述 了 勒 贝 格 积分 的 变量 变换 问题 (就 旧 变 量 是 新 变量 的 单调 函数 的 情形 )， 

2. 介绍 了 凸 函数 的 某 些 知识 , 包括 延 森 和 杨 不 等 式 ( 杨 不 等 式 在 “附录 ”中 ). 

3. 证 明了 康 托 尔 定理 及 杜 布 瓦 雷 蒙 - 瓦 莱 - 普 业 定理 和 某 些 其 他 结果 , 以 及 关于 
盟 数 的 三 角 级 数 展开 的 唯一 性 问题 

4. 叙述 了 当 茹 瓦 - 佩 龙 积分 理论 并 给 出 了 当 茹 瓦 - 辛 钦 积 分 的 概念 . 

5. 讨论 了 将 书 中 主要 结果 搬 到 在 无 界 域 上 定义 的 函数 上 去 的 问题 @. 

6. 叙述 了 (在 “附录 ”中 ) 显 式 表 示 的 曲线 的 求 长 问题 . 

为 了 避免 本 书 篇 幅 过 大 起 见 , 我 去 掉 了 窜 斯 多 夫 定 理 (关于 “ 较 易 ”测度 问题 的 
不 可 解 性 ) 以 及 初版 的 第 十 七 章 (关于 祖国 学 者 在 函数 论 的 贡献 的 概述 ). 

在 新 版 的 准备 中 我 得 到 了 Tr. M. 菲 赫 金 哥 尔 芯 教授 许多 宝贵 的 指示 , 校 阅 者 工 . 
II. 阿 基 洛 夫 和 我 的 儿子 工 . H. 那 汤 松 给 我 提供 了 很 多 有 益 的 意见 . 我 感谢 以 上 提 到 
的 各 位 . 


I. 那 汤 松 
1956 年 12 月 8 日 


@ 这 一 章 的 材料 我 是 利用 了 本 书 在 美国 出 版 的 译本 上 的 附录 , 系 由 翻译 者 E. 海 维 特 教授 所 
引进 . 
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81. 集 的 运算 


“ 集 论 ” 是 实 变 数 函 数论 的 基础 . 它 的 历史 并 不 久 : 有 关 集 论 的 最 初 的 重要 文献 
是 G. 康 托 尔 在 19 世纪 末 叶 才 发 表 的 , 可 是 , 现在 集 论 已 是 数学 中 一 门 范围 很 广 的 
学 科 了 . 在 这 本 书 里 , 集 论 只 有 辅助 的 意义 , 所 以 我 们 只 讨论 这 门 学 科 的 一 些 基础 知 
识 . 读者 对 于 这 方面 的 理论 若 需 要 深入 研究 , 可 参阅 I. C. 亚 历 山 德 罗 夫 及 F. 豪 斯 
多 夫 所 著 的 书包 . 

集 这 个 概念 , 是 不 可 以 精确 定义 的 数学 基本 概念 之 一 , 所 以 我 们 只 给 予 一 种 摘 
写 . 凡是 具有 某 种 特殊 性 质 的 对 象 的 汇集 , 总 合 或 集合 称 之 为 集 . 例如 自然 数 的 全 体 
为 一 集 ; 直线 上 点 的 全 体 为 一 集 ; 以 实数 为 系数 的 多 项 式 的 全 体 为 一 集 ; 诸如 此 类 . 

任何 对 象 , 对 于 某 一 集 而 言 , 或 是 属于 该 集 , 或 是 不 属于 该 集 . 二 者 必 居 其 一 , 但 
不 可 得 兼 . 

大 4 为 某 集 , x 是 一 个 属于 4 的 对 象 , 则 称 z 为 4 的 元 素 , 记 作 : 


ZE 4. 


若 z 不 属于 4, 则 写 为 
ZE4. 


OH.C. 亚 历 山 德 罗 夫 , Baenegue B o6mmyIO TreopHIO MHOKECTB W 中 yHKIH 放 TocTexm3aT， 
1948 (有 中 译本 : 集 与 函数 的 沪 论 初 阶 . 杨 永 芳 译 . 北京 : 商务 印 书 馆 , 1954, 上 下 册 ). 

F. 豪 斯 多 夫 , Teopxa waoxkecra，OHTHM, 1937 (有 中 译本 : 集 论 . 张 义 良 , 颜 家 驹 译 . 北京 : 科学 
出 版 社 , 1966). 
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例如 , Q 为 有 理 数 全 体 所 成 之 集 , 则 
> Ee Q, VvV2eQ. 
一 个 集 的 自身 决 不 能 作 它 的 元 素 : 
4E4. 


以 后 为 行文 方便 起 见 , 我 们 引入 空 集 这 一 概念 ， 就 是 不 含 任何 元 素 的 集 ， 例 如 
方程 
zz2 二 1=0 
的 实 根 的 全 体 就 是 “ 空 集 ”. 我 们 用 记号 0 表示 空 集 , 从 行文 的 前 后 呼应 来 看 , 运用 
这 个 记号 不 致 与 数 “ 零 ” 发 生 混淆 , 空 集 有 时 也 用 4 来 记 @. 
除 空 集 外 , 我 们 在 研究 中 必然 会 遇 到 的 还 有 “单元 素 集 ". 凡 仅 含 一 个 元 素 之 集 
称 为 单元 素 集 . 例如 方程 
27 一 6 一 
的 根 的 全 体 是 一 个 单元 素 集 , 它 是 由 单独 的 一 个 元 素 , 就 是 数 3, 所 组 成 的 . 但 应 注 
意 不 要 把 单元 素 的 集 和 它 所 含 的 唯一 元 素 混 为 一 谈 . 
奋 集 4 的 一 般 元 素 是 x, 则 有 时 写 为 : 
上 过 1 上 


有 时 集 的 元 素 可 以 全 部 写 出 的 ， 那 么 可 将 集 的 元 素 全 部 写 出 后 外 加 一 个 花 括 弧 . 
例如 
A = {a,b,c,dad}. 


定义 1 两 集 4 与 B, 若 4 所 有 的 元 素 都 是 B 的 元 素 , 则 称 4 为 B 的 子 集 ， 
写 为 : 
ACB 或 BAh. 


B 称 为 4 的 包括 集 . 
例如 N 为 自然 数 全 体 的 集 , Q 为 有 理 数 全 体 的 集 , 则 
N CQ. 
显然 , 任何 集 本 身 是 它 的 子 集 : 
4C4. 


空 集 是 任何 集 4 的 子 集 . 要 使 这 断言 完全 明白 , 只 要 把 定义 1 改 述 如 下 : 所 谓 
A CB 乃 表 示 几 元素 不 属于 B 的 也 不 属于 4. 
中 现在 通行 的 教科 书 , 均 用 g& 表示 空 集 , 本 次 修订 为 方便 读者 , 均 改 为 g. 一 一 第 5 版 校订 
者 注 . 
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定义 2 两 集 4 与 B, 若 AcB,Bc 4, 则 称 4 与 B 相等 , 写 为 : 
A=B. 
例如 4 = {2,3},B 为 方程 
rT —5r7+6=0 
的 根 所 成 之 集 , 则 4 = B. 


定义 3 设 4 与 BB 为 二 集 , 又 集 5S 包含 4 与 B 中 所 有 元 素 但 不 含 其 他 元 素 ， 
称 5 为 4 与 B 的 和 和 集 或 并 集 , 写 为 : 


S=4+ 或 S=AUB. 


同样 可 以 定义 mn 个 集 41, 42,… , 4。 的 和 集 , 可 以 定义 一 系列 集 41, A2, 43 
的 和 集 ; 更 一 般 的 , 如 果 有 一 组 集合 4e, 它们 用 不 同 的 记号 上 以 示 区 别 , 那么 也 可 以 
定义 所 有 Ae 的 和 集 . 写作 


yy $= Ap, S=AiUAhsU...-UA,， 或 Ss=|)A:, 
一】 大 一 1 


BE oo 
S=Ail+A2+As++::…,， S= 》 4k， S= AlUA2UA3U.…,， 或 S = {) 4k， 
一] 大 三 1 


S=》46 或 S=| 4 
E & 
例如 @, 5S 为 所 有 正 数 的 集 , 则 


5S= 》 (一 1 
k=]1 
若 A CB, 则 显然 的 
A+B=8, 
特别 是 
4+4=4. 


定义 4 设 4 与 B 为 二 集 , 又 集 已 包含 4 与 B 的 所 有 共同 元 素 但 不 含 任何 
其 他 元 素 , 称 P 为 4 与 B 的 交集 , 写 为 : 


P=AB 或 P=ANB. 


外 如 同 平常 一 样 , 当 a < 5b, 我 们 以 (a,b), [a,9], [a, 5), (a,9] 分 别 表示 满足 a<z<ba<zr<b,a< 
rz <b,a<z<b 的 z 的 集 . 其 中 每 一 个 称 为 间隔 , 而 a 及 。b 为 其 端点 . 间隔 (a,5b) 又 称 区 间 , 而 
[a,9] 称 为 线段 或 闭 区 间 . 间隔 [a,b) 及 (oa 称 为 半 开 半 闭 区 间 . 
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例如 A = {1,2,3,4}, B= {3,4,5,6}, 则 
AB = {3,4}. 


同样 可 以 定义 n 个 集 41, 42,… , An 的 交集 , 也 可 定义 一 系列 集 hi, 42, A3,-… 
的 交集 ; 更 一 般 的 , 对 于 一 组 集合 4e, 它们 用 不 同 的 记号 上 以 示 区 别 , 那么 也 可 以 定 
义 所 有 Ac 的 交集 . 相应 的 记号 是 : 


nn Nn 
P=4i42…4，P=]14，P=4n4zn…n4n， 或 P= [ah， 


k=1 k=1 
De CO 
P=4i443…，P=T4，P=4n4zn4sn…， 或 P= 门 4k， 


例如 
sa 过 到 
一 一 , 二 | = {0} (单元 素 集 )， 
WE 


若 4c B, 则 显然 的 
特别 是 
AA=A. 
若 二 集 4 与 B 没有 共同 元 素 , 则 写 为 
4 = %&; 
此 时 也 称 4 与 B 是 “不 相交 ”的 . 
定理 1 设 4 为 一 集 , {Ee} 是 以 集 Ee 做 元 素 的 集 , 则 
A E= > AE. 
é 6 


证 明 ”假设 
$=AY E, T= )_AE. 
& é 
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设 ze 5, 则 ze A 并 且 z € 》,Ee. 后 者 表示 有 &0o 适合 于 ze Eeo, 那么 
6 
ze4Ee, 所 以 zeT 从 而 证 明了 


点 总 下 


反之 , 若 设 rz ET 则 必 有 &0 适合 于 ze AEe,. 换言之 : zeE A 又 工 € Be. 由 
ZE Ee 知 ZTE 》 Ee. 又 因 ze Ah, 所 以 ze 5. 于 是 
é 


TT 在 加 
由 TcCcS 和 Sc7T, 得 $=T. 
推论 4(B+C)= AB+ AC. 


定义 5 设 4 与 B 为 二 集 , 又 集 RR 包含 属于 4 而 不 属于 B 的 一 切 元 素 且 除 
此 而 外 无 其 他 元 素 , 则 称 RR 为 4 与 B 的 差 集 , 写作 : 


R=A-B 或 R= A\B. 
例如 4 = {1,2,3,4}, B = {3,4,5,6}, 则 
A—- B= {1,2}. 
定理 2 设 4, B,C 为 三 集 , 则 
A(B-C)= AB- AC. 


其 证 明 可 由 读者 目 行 补足 . 
集 的 运算 与 普通 算术 的 运算 颇 有 相似 之 处 , 但 是 并 不 完全 相同 , 如 上 面 所 说 的 


关系 式 A 十 4 = A 及 44 = 4, 在 算术 上 是 不 成 立 的 . 下 面 我 们 还 要 举 一 个 不 相似 
的 例子 . 


定理 3 关系 式 
(A4-B)+B=A4 (1) 
当 且 仅 当 BC 4 时 成 立 . 
证 明 ” 设 (1) 为 真 , 则 每 一 被 加 集 均 为 其 和 集 的 子 集 , 所 以 BC Ah. 又 设 BC 4， 


则 (4 一 B) 十 Bc 4. 但 是 另 一 方面 , 关系 式 (4 一 B)+ BD 4 的 成 立 是 无 条 件 的 , 所 
以 Bc A 推出 (1). 
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82. 一 一 对 应 


设 4 与 B 为 两 个 有 限 集 , 自然 会 发 生 下 面 的 问题 : 它们 所 含 元 素 的 个 数 是 否 相 
同 . 我 们 可 以 数 一 下 每 一 集 所 含 元 素 的 个 数 是 多 少 , 从 所 得 的 数字 是 否 相同 就 可 以 
解决 这 个 问题 . 但 是 不 数 也 可 以 解决 问题 . 例如 


4 = {a,b,c,d,e}, 
B = {a,p,7,6,e}. 


如 果 我 们 细 察 下 面 的 表 : 


我 们 虽然 不 数 , 也 晓得 4 与 B 的 元 素 个 数 是 相同 的 . 

上 面 所 说 的 比较 法 有 这 样 一 个 特性 : 对 于 一 集 的 每 一 个 元 素 , 另 一 个 集中 有 一 
个 并 且 只 有 一 个 元 素 和 它 对 应 , 反之 亦 然 . 这 个 比较 法 的 优点 是 它 也 可 以 用 之 于 无 
穷 集 . 例如 , N 为 自然 数 全 体 的 集 9, 而 M 为 所 有 二 的 全 体 , 用 比较 法 , 将 N 中 的 n 


对 应 于 M 中 的 二: 


2|3| 4 

mm el 

21314 

立即 可 以 看 到 N 与 M 所 含 元 素 是 一 对 一 对 地 配 得 起 来 的 . 
现在 我 们 给 配对 无 余 的 概念 以 精确 的 定义 : 


定义 1 设 4 与 B 为 二 集 . 具有 下 面 性 质 的 法 则 wp :使 4 的 任 一 元 素 a, 有 
B 的 唯一 元 素 b 与 之 对 应 , 并 且 使 B 的 任 一 元 素 b, 也 有 4 的 唯一 元 素 a 与 之 对 应 ， 
此 时 称 p 建立 了 4 与 B 的 一 对 一 的 对 应 (简称 一 一 对 应 ). 
定义 2 若 4 与 B 间 能 建立 一 一 对 应 , 则 称 4 与 B 是 “对 等 ”的 , 或 者 称 它 
们 的 “ 势 "”@ 是 相同 的 . 此 事 记 作 
Aw~ B. 


不 难 明 白 , 两 个 有 限 集 只 有 当 它 们 的 元 素 的 个 数 是 相同 时 才 是 对 等 的 由 上 可 
见 , “其 势 相 同 ” 一 语 乃 是 有 限 集 的 元 素 “ 个 数 相 同 ” 的 直接 扩充 . 
@ 在 未 书 中 所 说 的 自然 数 集 N 中 不 包含 元 素 0, 这 一 点 请 读者 注意 . ”第 5 版 校订 者 注 


思 现 今 的 有 关 书 中 多 称 为 “基数 ” (cardinal), 但 原 书 作 者 采用 势 这 个 词 (power, xomaocrb), 译 
文中 未 加 改动 . 一 一 第 5 版 校订 者 注 . 


82. 一 一 对 应 7. 


下 面 举 几 个 对 等 集 的 例子 . 
设 4 与 B 是 一 个 长 方形 的 一 对 平行 边 上 点 的 集 (图 1), 则 4~ 了 . 
其 次 , 设 4 与 B 是 两 个 同心 圆周 上 点 的 集 (图 2), 显然 4 ~ BB. 


B 所 可 注意 的 , 此 时 车 将 此 二 圆周 展开 为 直线 , 则 此 二 线 

段 的 长 并 不 相同 . 似乎 较 长 的 线段 含有 “更 多 的 ” 点. 我 们 

看 到 并 不 如 此 . 这 种 那 论 , 由 下 例 更 为 显然 . 假设 4 表示 直 

角 三 角形 斜 边 上 点 的 集 , B 表示 底 边 上 点 的 集 , 那么 由 图 3， 

可 以 看 到 4 ~ 已 , 虽然 底 边 的 长 小 于 斜 边 . 假使 我 们 将 底 边 

覆盖 在 斜 边 的 上 面 , 那么 B 就 成 为 4 的 子 集 , 并 且 是 4 的 

真子 集 (B 是 4 的 真子 集 乃 是 : B c 4, 但 B # 4). 由 此 例 

2 可 以 明白 : 的 确 有 集 可 与 其 真子 集 对 等 的 . 不 言 而 喻 , 任何 

有 限 集 却 不 能 和 它 的 真子 集 对 等 . 由 此 可 见 , 只 有 无 穷 集 才 有 此 种 奇妙 的 性 质 . 以 后 
我 们 还 要 证 明 , 凡 无 穷 集 必 含 有 与 它 自身 对 等 的 真子 集 . 此 地 我 们 再 举 一 个 例子 . 


pl 


图 3 
设 N 表示 自然 数 全 体 的 集 , 而 M 为 偶数 的 全 体 : 
N = {n}, M = {2n}. 


将 此 二 集 用 下 法 使 成 一 一 对 应 : 


则 M 与 N 是 对 等 的 , 虽然 M 是 N 的 真子 集 . 因此 得 到 :“ 自 然 数 有 多 少 , 偶数 也 有 
多 少 " | 

下 面 关 于 对 等 集 的 若干 简单 性 质 , 读者 无 疑 可 以 自己 证 明之 . 

b) 若 A4~B, 则 B~A. 

c) 若 A~B,B~OC, 则 A~C. 


定理 2 设 4i,4>,43,…. 及 B1, Bo, Bs,::- 为 二 集 的 系列 . 若 诸 集 A 各 不 相 
交 , 诸 集 BB,, 亦 各 不 相交 , 即 


AnAn = 2, BrnBn' =2 (nz#¥n), 


且 
An~Bn (n= 1,2,3,...), 
则 
>》 Ax ~ 》 Br. 
天 一 1 有 一 1 
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定义 1 设 时 为 自然 数 全 体 所 成 之 集 
N = {1,2,3,.….}. 
凡 与 集 N 对 等 的 集 4 称 为 可 数 集 , 或 者 称 4 是 可 数 的 . 
此 时 也 称 4“ 具 有 势 a”@. 很 明显 的 , 所 有 可 数 集 是 两 两 对 等 的 . 
下 面 是 几 个 可 数 集 的 例子 : 
A= {1,4,9,16,... ,n?,..-}, 
3 
C = {2,4,6,8,... ,2n,...}, 
111 1 
是 人 ee 
中 现今 有 关 书 中 , “ 势 ao" 或 者 说 “基数 a”, 通常 用 Ro ( 阿 列 夫 零 ) 表示 , N 是 希 伯 来 文 的 字母 . 可 
参看 本 书 第 14 章 . 一 一 第 5 版 校订 者 注 . 


83. 可 数 集 .9 ， 


定理 1 集 4 为 可 数 的 必要 且 充 分 条 件 是 可 以 把 它们 编号 , 即 表 成 如 下 序列 的 
形式 : 


4={alazas;… ,an }. (1) 


证 明 若 4 具有 (1) 的 形式 , 那么 将 4 的 元 素 a,, 对 应 于 它 的 下 标 n, 因而 得 
4 与 N 间 的 一 一 对 应 . 所 以 4 是 可 数 的 . 

反之 , 若 设 4 是 可 数 的 , 那么 在 4 与 N 之 间 存 在 一 种 一 一 对 应 法 yp. 由 wp 得 mw” 
的 对 应 元 素 au, 于 是 4 就 可 写成 (1) 的 形式 了 . 


定理 2 ”任何 无 穷 集 4 必 含 有 可 数 子 集 . 


证 明 设 4 为 一 无 穷 集 从 4 取 一 元 素 ai. 因为 4 是 无 穷 集 , 它 不 会 因 取 出 
al 而 耗 尽 , 所 以 从 4A 一 {ai} 又 可 取 一 元 素 cz. 4 一 {a1,a2} 决 非 空 集 , 所 以 又 可 以 由 
此 取 一 元 素 as. 因为 4 是 无 穷 集 , 所 以 此 种 手续 可 以 继续 做 去 不 会 终止 . 因此 得 到 
4 的 可 数 子 集 : 


Q1,Q2,Q3** ,Qn 
定理 3 ”可 数 集 的 任何 无 穷 子 集 是 可 数 的 . 
证 明 ” 设 4 为 可 数 集 , B 是 它 的 无 穷 子 集 . 如 果 将 4 列 成 


Cl 0C203， ,dn *…… 


那么 依照 次 序 逐 一 地 看 下 去 , 不 时 会 遇 到 B 中 的 元 素 . 而 且 对 于 B 中 每 一 个 元 素 ， 
早晚 会 被 我 们 遇 到 , 因此 也 就 有 一 个 自然 数 与 之 “相遇 ”. 若 将 B 中 元 素 重新 编号 ， 
顺 次 地 用 自然 数 来 对 应 , 就 知道 B 是 可 数 的 . 


推论 ”从 可 数 集 4, 除去 一 个 有 限 子 集 M, 所 得 的 A 一 M 仍 为 可 数 集 . 


定理 4 ”一 个 有 限 集 和 一 个 可 数 集 如 无 公共 元 素 , 那么 它们 的 和 和 集 是 一 个 可 
数 集 . 


证 明 设 
A = {a1,42,43,.. ,an}, 
B = {bi,b2, bs,..}, 
在 假设 4B = 儿 下 , 证 明 4 + B= 5 是 一 个 可 数 集 就 好 了 . 此 时 5 可 表示 为 
3 = {a1,42,.** ,Qn,b1, b2, ba,-.-}; 
然后 , 将 5 重新 编号 即 可 见 8 为 一 可 数 集 . 


假定 无 公共 元 素 这 个 条 件 , 无 论 在 本 定理 中 还 是 下 面 几 个 定理 中 , 都 是 可 以 略 
去 的 . 
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定理 5 两 两 不 相交 的 有 限 个 可 数 集 的 和 集 是 一 个 可 数 集 . 
证 明 我们 只 对 三 个 被 加 集 的 情形 加 以 证 明 , 由 此 可 以 看 出 论断 的 一 般 性 . 
设 4, B,C 是 三 个 可 数 集 : 


A = {a1, a2,43,..…}, 
B = {b1,b2,b3,...}, 
C= {0,02,03,.…* }. 


那么 它们 的 和 集 3 = 4 + B+C 可 以 写成 
S = {a1, bi1, ci1, a2, b2, C2 CQ3) }, 
显然 5 是 可 数 的 . 


定理 6 两 两 不 相交 的 可 数 个 有 限 集 的 和 和 集 是 一 个 可 数 集 . 
证 明 设 Ak(k = 1,2,3,…) 是 两 两 不 相交 的 可 数 个 有 限 集 . 


pe {a (1) a a 
2= {a 人 2 ,a 加 }， 
nk a a 
设 5= 小 A. 要 证 5 是 一 可 数 集 , 可 将 5 中 的 元 素 给 以 如 下 之 排列 : 先 写 出 4 中 


所 有 元 素 然后 写 4。 中 所 有 元 素 , 如 此 进行 , 得 到 8 的 表示 , 由 此 表示 知 9 为 可 
数 集 


定理 7 两 两 不 相交 的 可 数 个 可 数 集 的 和 集 是 一 可 数 集 . 
证 明 设 Ak(k = 1,2,3,…) 是 两 两 不 相交 的 可 数 个 可 数 集 : 


Ai 一 (oo } 》 


A2 = i aa)， Me } 》 

Las {a9 ae) ,age)， ee } 》 
设 5 = > Ak. 我 们 将 5 中 的 元 素 给 以 如 下 之 排列 : 先 写 ai. 然后 写 a4 及 af(2)， 
此 时 a 之 上 下 标 之 和 都 是 3. 然后 写 ab)， ob), a 此 时 a 之 上 下 标 之 和 都 是 4. 如 
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此 进行 下 去 , 乃 得 
5 = fo 让， 
由 此 可 知 5 为 一 可 数 集 . 
以 记号 a 表示 可 数 集 的 势 , 我 们 可 将 上 述 诸 定理 氢 述 成 便于 记忆 的 模式 : 设 mw 
Q 一 多 一 QQ 十 有 三 QQ 十 CG 十 …: 十 4 二 10 一 0， 
久 1 十 22 十 903 十 … 王 QQ 0 二 + 十 一 Ca 一 04. 
定理 8 有理 数 的 全 体 所 成 之 集 @@ 是 一 可 数 集 . 
证 明 ”具有 给 定 分 母 g 的 形 如 的 分 数 的 集合 , 即 集合 
工 2 3 ... 
0 
显然 这 个 集合 是 可 数 的 . 而 分 母 同样 是 可 以 取 自然 数值 1,2,3,.…. 的 可 数 集合 . 由 定 
理 7, 这 表明 分 数 的 集合 是 可 数 的 ; 在 此 集合 中 去 掉 那 些 可 约 分 的 分 数 并 应 用 定 
理 3, 便 可 证 明 所 有 的 正 有 理 数 集合 Q+ 的 可 数 性 . 因为 负 有 理 数 集合 Q_ 显然 与 集 


合 Q+ 是 对 等 的 , 所 以 它 也 可 数 , 从 而 集合 Q 是 可 数 的 , 因为 
Q = Q- + {0}+Q+.- 

推论 ”任何 闭 区 间 [a,b| 中 的 有 理 数 的 全 体 是 一 可 数 集 . 

定理 9 添加 一 个 有 限 集 或 可 数 集 4 的 所 有 元 素 于 一 个 无 穷 集 M, 得 到 一 个 
新 集 M 十 4, 则 MM 与 M 十 A 之 势 相 同 , 即 

M+A~M. 
证 明 ”由 定理 2, M 含有 可 数 子 集 D. 设 M-D=P 则 
M=P+D, M+A=P+(D+#). 

由 P~ PD+Ah~D (定理 4 及 定理 5), 所 以 M+A~M. 


定理 10 若 5 是 一 个 不 可 数 的 无 穷 集 ， 4 是 8 的 一 个 有 限 子 集 或 可 数 子 
集 , 则 
S-A~S. 
证 明 ” 差 集 M = 5 一 4 不 是 有 限 的 ; 否则 5 变 成 有 限 集 或 可 数 集 了 . 今 M 媳 
为 无 穷 集 , 所 以 应 用 定理 9, 乃 得 M+A~M, 即 S~S-A. 
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推论 。 凡 无 穷 集 必定 含有 一 个 和 它 自身 对 等 的 真子 集 . 

根据 定理 3 及 10, 从 无 穷 集中 除去 一 个 任意 的 有 限 子 集 , 并 不 改变 它 的 势 , 故 必 
含有 和 它 自 身 对 等 的 真子 集 . 

于 此 我 们 看 到 : 无 穷 集 具有 一 种 性 质 , 是 有 限 集 所 没有 的 . 所 以 我 们 可 以 给 无 穷 
集 一 个 正面 的 定义 (这 一 定义 归功 于 R . 戴 德 金 ): 

定义 2 ”有 凡 集 包含 一 个 与 它 自身 对 等 的 真子 集 的 称 为 无 穷 集 . 

下 面 我 们 要 证 明 一 个 非常 一 般 的 定理 . 

定理 11 车 4 中 每 元 素 由 nn 个 互相 独立 的 记号 所 决定 , 而 每 一 记号 各 自 独立 
地 跑 遍 一 个 可 数 集 : 

A={Qy ca. mw (Th = zt zt2)， ;k=1,2,... ,n), 

那么 A 是 可 数 的 . 

证 明 ”本 定理 可 用 数学 归纳 法 证 之 . 

若 n = 1, 则 本 定理 显然 是 真 的 . 今 假设 , 本 定理 当 n = mm 时 是 真 的 , 由 此 证 明 
当 n =m 十 1 时 亦 真 . 

设 

A = {azz zwnwzn+ }- 


4 中 的 元 素 其 zy1 = zg 的 , 记 其 全 体 为 A,, 则 由 假定 ， 


Ai; 人 i ae | 
为 一 可 数 集 . 因 oo 
一 2》 hi， 
i=1 
所 以 4 是 可 数 集 . 
由 此 定理 可 得 下 列 诸 命 题 : 


1) 平面 上 的 点 (z,y), 其 坐标 为 有 理 数 的 , 其 全 体 成 一 可 数 集 . 

2) 元 素 (ni,n2z,… ,nx), 由 大 个 自然 数 所 组 成 的 , 其 全 体 成 一 可 数 集 . 
更 有 趣 的 是 下 列 事实 : 

3) 整数 系数 的 多 项 式 


aozm 十 Ql2Zmn 一 1 


十 … 十 Qnr-17 十 Qn 


的 全 体 是 一 可 数 集 . 

事实 上 , 先 固定 n, 由 定理 11, 整数 系数 的 n 次 多 项 式 的 全 体 是 一 可 数 集 . 再 用 
定理 7 即 得 命题 3). 

每 个 多 项 式 只 有 有 限 个 的 根 , 所 以 得 到 下 面 的 定理 : 
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定理 12 代数 数 的 全 体 成 一 可 数 集 . 
(所 谓 代数 数 , 乃 是 整数 系数 的 多 项 式 的 根 .) 


84. 连续 统 的 势 
无 穷 集 不 一 定 是 可 数 的 , 现在 举 一 个 重要 例子 说 明 如 下 : 
定理 1 线段 U = [0,1] 是 不 可 数 的 . 
证 明 ”如果 U 是 可 数 的 , 那么 UV 中 一 切 点 可 写 为 : 
T1, T2, 73, + . (*) 


于 是 中 任 一 点 必 在 (*) 之 中 . 将 U0 由 点 3 与 3 分 成 相等 的 三 部 分 : 


1 1 2 2 
让 生起 车 才 
显然 zi 不 可 能 属于 所 有 三 个 闭 区 间 且 其 中 至 少 有 一 个 不 含有 点 zl (图 4). 今 以 上 


表示 (1) 式 中 不 含 点 zl 的 一 个 闭 区 间 (三 个 闭 区 间 中 可 能 有 两 个 都 不 含有 zi, 此 时 
取 Ui 为 其 中 任何 一 个 好 了 , 例如 取 较 左 的 一 个 ). 


图 4 


现在 再 将 Ui 等 分 成 三 部 分 , 取 其 中 不 含 zz 的 一 个 闭 区 间 Us. 然后 再 将 Us 分 
成 三 个 相等 的 部 分 , 取 其 中 不 含 zs 的 一 个 闭 区 间 Us, 依 此 类 推 . 
如 此 进行 不 已 , 我 们 得 到 一 系列 的 闭 区 间 {U;}. 由 其 取 法 , 知道 


UIOU DU UsIO., 
且 
TnEUn. 


闭 区 间 U, 的 长 是 去 . 因 ,lim 去。 = 0, 根据 极限 论 中 一 个 著名 的 定理 , 必 有 点 
适合 ?有 一 DO 
eeUn (n=1,2,3,-...). 


由 于 & 是 U 的 一 个 点 , 必然 要 在 (*) 中 出 现 . 但 是 不 论 n 取 什么 值 , 总 有 


TnEUn,, E E Uh 
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从 而 得 到 
€ 天 Zn， 


换言之 . 即 上 不 能 与 (*) 中 任 一 点 相同 . 是 乃 矛 盾 , 因此 定理 得 证 . 
由 于 这 个 定理 的 事实 , 我 们 建立 下 面 的 定义 : 
定义 ” 若 集 4 与 闭 区 间 UV = [0, 1] 对 等 , 即 


A~U, 


称 4 具有 “连续 统 的 势 ", 简称 4 的 势 是 c@. 
定理 2 闭 区 间 [a,], 开 区 间 (a,b) 以 及 半 闭 区 间 (a,0b| 及 [a,b) 的 势 都 是 c. 
证 明 设 
A = [a,b], U = [0,1]. 
由 
y=a+(b—a)z 


就 建立 了 A = {y} 与 UV = {zx} 间 的 一 一 对 应 , 所 以 4 具有 连续 统 的 势 . 又 从 一 个 无 
穷 集 除去 一 点 或 者 两 点 , 所 得 的 集 与 原来 的 集 是 对 等 的 , 所 以 (a,5), (a,, [a,5) 的 势 
与 [ay 的 势 相同 , 都 是 c. 


定理 3 两 两 不 相交 的 有 限 个 势 为 c 的 集 的 和 集 , 其 势 是 c. 
证 明 设 


S=)_E. (EE = 2, kz#k’), 
k==1 


Ek 的 势 都 是 c. 将 半 闭 区 间 [0,1) 用 分 点 
co=0<cl<cz< .<cn ll<cn 一 1 


分 成 m 个 半 闭 区 间 
[ck—1, Ck) (k 一 1,2,: te ) n). 


每 一 个 半 闭 区 间 的 势 是 c, 所 以 我 们 可 以 使 Ei 与 [ck_1,ck) 做 成 一 一 对 应 . 因 
[0, 1) = > [ck~1, ex) 
天 一 1 


所 以 5 和 [0,1) 成 一 一 对 应 . 于 是 定理 得 证 . 
定理 4 两 两 不 相交 的 可 数 个 势 为 c 的 集 的 和 集 , 其 势 是 c. 
@ 现 今 有 关 书 中 , 将 连续 统 的 基数 , 或 称 连续 统 的 势 , 记 为 N ( 阿 列 夫 ). 一 第 5 版 校订 者 注 . 
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证 明 设 
S=)_E. (BE,=%,k#k'), 


可 
中 
和 


其 中 每 一 个 Ei 的 势 都 是 c. 
于 半 闭 区 间 [0,1) 中 取 一 列 单调 增加 的 数列 {cn} : 


co=0<c<c <, 


且 
im CR: 二 让， 
将 政 与 [ck_1,ck) 做 成 一 一 对 应 , 即 得 5 与 [0,1) 也 是 一 一 对 应 的 . 
推论 1 实数 全 体 所 成 之 集 月, 其 势 是 c. 
因为 


R= y 9 
k=1 


推论 2 无理 数 的 全 体 是 一 个 势 为 c 的 集 . 

推论 3 ”超越 数 ( 非 代 数 数 ) 是 存在 的 . 

定理 5 正 整 数列 的 全 体 成 一 集 Q,Q 的 势 是 c. 

证 明 设 Q={(ni,nz,ns,…)}. 令 Q@ 中 的 元 素 
en 


和 (0,1) 中 的 无 理 数 


72 十 
m3 十 “， 
对 应 . 于 是 , Q 与 (0,1) 中 无 理 数 的 全 体 成 一 一 对 应 . 但 后 者 显然 具有 连续 统 的 势 , 故 
定理 得 证 . 


上 面 的 证 法 是 假定 读者 已 熟悉 了 连 分 数 的 理论 而 作 的 @. 本 定理 还 可 用 他 法 证 
之 .下 面 的 证 明 是 用 到 二 进 制 小 数 的 理论 . 这 种 理论 我 们 将 来 还 要 用 到 , 所 以 此 地 先 
把 它 说 明 一 下 : 

(1) 级 数 


3 


中 参考 例如 A. fH1. 辛 钦 , IIemapre mpo6 Tocrexw3naT, 1949. 


fi 
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的 和 称 为 二 进 制 小 数 , 简写 此 和 为 
0.aia2a3s .… ， (1) 
(2) 对 于 z e [0,1, 必 可 用 二 进 制 小 数 
z= 0.410203.…- 


表示 之 . 
若 z 不 是 分 数 5 (7 = 1,3,… ,27 一 1) 时 , 则 (1) 的 表示 是 唯一 的 . 数 0 与 1 
(唯一 地 ) 可 由 下 式 表示 它 : 


0 一 0.000... ，1=0.111... 


车 z = 二 (mm = 1,3,… ,2" -1, 则 z 可 有 二 种 表示 法 ， 如 z 可 表示 为 
0.a1a2 浊 “Qnr_11000 . = 则 也 可 表示 为 0.alao 二 :Qn_10111 a 例如 


3 [0.011000.… 
8 |0.010111.:.. 


(3) 每 一 个 二 进 制 小 数 一 定 等 于 [0,1] 中 的 某 一 个 数 z. 

如 一 个 二 进 制 小 数 z 从 某 一 位 起 全 是 0 或 全 是 1, 则 一 定 属于 形式 示人 一 
Ls 一 1) (0.000…: 及 0.111:… 除外 ), 即 存 在 二 种 表示 法 ; 否则 z 尖 元 ， 其 表 

现在 我 们 再 来 证 明定 理 5， 我 们 规定 : 对 于 [0, 1) 中 的 数 用 二 进 制 小 数 表示 时 ， 
不 允许 取 从 某 一 位 起 全 是 1 的 形式 . 如 是 , 对 于 [0, 1) 中 每 一 数 用 二 进 制 小 数 表示 
时 , 其 法 是 唯一 的 . 并 且 对 于 [0,1) 中 每 一 个 数 的 表示 


0.ala2a3s …. (1) 
中 , 不 论 N 是 什么 数 , 必定 可 以 找到 ak, 使 
ak =0, k>N. 


反 过 来 , 对 于 小 数 (1) 具有 上 述 的 性 质 时 , 必 有 [0,1) 中 的 一 个 数 与 之 对 应 . 假 

如 我 们 已 经 先知 道 使 ok = 0 的 那些 有 那么 小 数 (1) 即 可 完全 决定 . 这 种 天 组 成 一 
个 单调 增加 的 自然 数列 

ki < ko < ks < (2) 

因此 对 于 每 一 个 自然 数列 (2) 可 以 作 一 个 小 数 (1) 与 之 对 应 . 显然 , 所 有 (2) 的 自然 

数 数列 的 全 体 组 成 一 集 , 记 作 HH, 其 势 是 c. 对 于 HH 与 Q 我 们 可 以 作 如 下 的 对 应 : 对 
于 适合 (2) 的 {kn}, 作 


(ni1, ni2, ni3,* :), 
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与 之 对 应 , 其 中 


Nn1 一 ji，72 一 kz — ki, ns= ks— ko, .... 
如 是 , H 与 @ 成 为 一 一 对 应 了 . 上 面 已 经 证 明了 HH 的 势 是 c, 所 以 9 的 势 是 c 


定理 6 车 集 4 中 每 一 个 元 素 由 n 个 互相 独立 的 记号 所 决定 ,而 每 一 个 记号 
各 自 取 Cc 个 值 人 


A= TO i hs 
则 4 的 势 是 c. 
证 明 ”证 明 时 , 不 妨 设 n = 3, 因为 论证 具有 一 般 性 . 设 
A={azyzs}, TEX,yEY, zeZ, 
此 地 X,Y,2 的 势 都 是 c. 又 设 Q 是 自然 数 数列 的 全 体 . 由 定理 5, @ 的 势 是 c. 将 
X,Y,2 各 个 与 @ 做 成 一 一 对 应 . 设 zo e X,yo E Y,zo € 2, 其 在 Q 中 的 对 应 元 素 ， 
分 别 写 明 如 下 : 
ZT0 与 (n1,n2,n3a,… ) 对 应 ， 
yo 与 (p1, p2, Da3， Wie ) 对 应 ， 
A 与 (gi, q2, qd3,*"…: ) 对 应 . 
今 使 A 的 元 素 E 二 Crzo,zyo,zo 与 Q 的 元 素 
(n1, p1, 91,72,D2,92,m3……) 


对 应 , 即 得 4 与 8 之 间 的 一 一 对 应 . 
由 此 定理 即 得 下 列 诸 重要 的 推论 : 
推论 1 平面 上 点 的 全 体 成 一 势 是 c 的 集 . 
推论 2 ”三 维 空间 中 点 的 全 体 , 是 一 个 势 是 c 的 集 . 
或 者 说 , 空间 中 点 的 集 , 它 的 势 与 空间 的 维 数 无 关 . 
推论 3 两 两 不 相交 的 c 个 势 为 c 的 集 的 和 集成 一 势 为 c 的 集 . 


事实 上 , 对 于 每 一 个 被 加 集 使 与 平面 zy 上 平行 于 Ox 轴 的 直线 做 成 一 一 对 应 
的 时 候 , 也 就 使 得 所 述 的 和 集 与 平面 zy 做 成 了 一 一 对 应 . 
定理 3、4 以 及 最 后 的 推论 , 可 用 记号 简写 如 下 : 


c+e++-…++c=cn=c, c+i+c+ce+':…=ca=ce, cc=. 


@ 今 后 用 “ce 个 值 ", “集中 有 c 个 元 素 " 来 代替 “具有 势 为 c 的 集 "” 等 等 , 希望 不 使 读者 感到 困难 . 
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定理 7 车 集 4 中 每 元 素 , 由 互相 独立 的 可 数 个 记号 所 决定 ， 即 
A= {Qs1,52,23,…}, 
而 每 一 个 zi 取 c 个 值 , 则 4 的 势 也 是 c. 


证 明 设 zxx 取 自 Xi. Q 是 自然 数 数列 全 体 所 成 的 集 . 每 一 个 xx 与 Q 成 一 一 
对 应 (k = 1,2, 3,…), 今 记 其 对 应 为 yx. 

设 se 4, 则 

《一 QL0) 00) ,zto 
其 中 
ze (k=1,2,3,...). 
由 wx 得 zi 的 对 应 元 素 是 Q 中 的 数列 : 
Ce 


于 是 对 于 5 e 4, 有 一 个 以 正 整数 为 元 素 的 无 穷 矩 阵 


《3) 
2 }， 


3 
1 ， nn (3) i (*) 


RE 


与 之 对 应 . 设 这 种 行列 的 全 体 为 L, 则 L 与 4 之 间 组 成 一 一 对 应 . 所 以 只 要 确定 了 
的 势 是 c 就 行 了 . 令 (*) 与 
(n0, ng ,nts), nd, nd), ns), nb), …) 
对 应 (此 数列 的 取 法 与 83 定理 7 证 明 中 取 法 相同 ), 立即 得 到 工 与 8 间 的 一 一 对 应 . 
定理 8 设 an(n=1,2,3,…) 是 0 或 1, 其 取 法 是 互相 独立 的 , 则 以 所 有 数列 
(a1, 02, a3,-……) 
为 元 素 之 集 T, 其 势 是 c. 


证 明了 中 有 一 部 分 元 素 (aaz,as,…) 从 某 一 位 起 全 是 1, 设 这 种 元 素 的 全 体 
做 成 了 的 子 集 5. 5 中 每 一 元 素 (a1,a2z,a3,… ) 对 应 于 一 个 二 进 制 小 数 0.alaza3 :…， 
这 个 小 数 所 表示 的 数 或 是 1 或 是 了 (m = 1,3,… ,27 一 1). 所 以 5 是 一 可 数 集 . 


又 令 了 -3 中 的 元 素 (a1,a2,a3,… ) 对 应 于 二 进 制 小 数 0.a1azas …. , 万 得 了 ~- 5 
与 [0,1) 间 的 一 一 对 应 . 所 以 ,人 -5 的 势 是 c. 因 之 T 的 势 是 c. 
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推论 ” 设 集 4 中 每 元 素 由 互相 独立 的 可 数 个 符号 所 决定 , 且 每 一 符号 仅 有 二 种 
取 法 , 那么 4 的 势 是 c. 


事实 上 ， 假使 4 = {Qz1,z2,73,.…} 而 


从， 
Tk 三 
TNk, 


将 4 与 定理 8 中 之 全 组 成 如 下 的 对 应 : 当 z= 时 axr =0, 当 z=mx 时 a =1. 
在 此 条 件 下 ， 邻 4 的 Crzl,rz2,z3,… 对 应 于 T 的 (al， Q2) CQ3 )， 那么 A 与 成 一 一 对 
应 了 . 


85. 势 的 比较 


我 们 在 前 面 虽然 讲 到 关于 势 的 事情 , 例如 :“ 二 集 有 相同 的 势 ",“ 某 集 的 势 是 a”， 
“ 某 集 的 势 是 c". 但 是 究竟 什么 是 势 ? 这 是 还 没有 定义 的 . 

G- 康 托 尔 曾经 对 于 势 的 概念 , 有 过 一 个 相当 模糊 的 定义 , 他 说 :“ 所 谓 一 个 集 4 
的 势 , 乃 表 示 4 的 一 种 一 般 概念 ， 当 我 们 考虑 这 个 集 时 , 无 论 是 4 的 元 素 的 所 有 性 
质 , 还 是 4 的 元 素 的 次 序 都 抽 去 之 后 , 这 个 概念 仍旧 是 保持 的 ”. 他 用 


A 


表示 4 的 势 (4 上 面 的 两 条 横 线 表示 “两 次 ”抽象 化 ). 
今天 我 们 对 于 康 托 尔 定义 势 的 概念 的 方法 不 能 认为 满意 , 但 是 仍 沿用 他 的 记号 
4. 我 们 给 势 下 这 样 的 定义 : 


定义 1 将 所 有 的 集 分 类 , 凡 二 集 对 等 时 且 只 有 对 等 时 称 为 属于 同一 类 . 对 于 
每 一 类 与 以 一 个 记号 . 称 此 记号 为 该 类 中 任 一 集 的 势 . 若 4 的 势 是 a, 则 记 以 


A=a. 


用 这 样 的 定义 方法 , 显然 凡 对 等 的 集 , 其 势 相 同 . 包含 自然 数 全 体 所 成 之 集 R 的 
一 类 以 记号 a 记 其 任 一 集 的 势 . 所 以 可 数 集 的 势 都 是 a. 

其 次 , 包含 集 U = [0,1] 的 一 类 予以 记号 c. 那么 , 凡是 与 UV 对 等 的 集 , 其 势 都 
是 c. 

还 可 举 出 应 用 定义 1 的 一 个 例子 . 对 包含 一 个 集 4 = {a,b,c} 的 类 , 令 记 号 “3” 
与 之 对 应 . 那么 , 凡 集 仅 含 三 个 元 素 的 , 其 势 都 是 3. 所 以 无 穷 集 的 势 是 有 限 集 元 素 
的 个 数 的 扩充 , 空 集 的 势 是 0. 单元 素 集 的 势 是 1. 


定义 2 设 一 集 4 和 B 的 势 分 别 是 a 和 B: 


2| 
es 


= 让 


一 CQ 
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如 果 : 1) 4 不 与 B 对 等 , 而 2) B 中 含有 一 个 子 集 B* 与 4 对 等 , 那么 说 : 4 的 势 小 
于 B 的 势 , 或 是 说 : B 的 势 大 于 4 的 势 , 记 作 


a<B 或 8>a. 
例如 
A = {a1,a2,... ,a32}, A= 32, 
B= {b,b2,... ,bs}, B= 49. 


4 不 与 B 对 等 . 但 是 B 有 子 集 B* = {61,b2,… ,bs2} 使 A~ B*. 所 以 
32 < 49. 


用 与 此 同样 的 方法 , 可 知 任何 一 个 自然 数 小 于 N 的 势 a, 也 小 于 [0, 1] 的 势 <. 
最 后 , 设 


N= {1,2,3,...}， 请 =a 
U=|[0,1], U=.6, 


则 N 不 ~U ( 见 4 定理 ,但 UU 有 于 集 U* = 1 适合 太一 所 以 


1 1 
-Eh 
Q <<(C. 
至 于 在 a 与 c 之 间 是 否 有 势 y 满足 
Qa<H< oo, 


虽然 对 此 有 许多 研究 但 是 尚未 解决 @. 
可 是 我 们 容易 找到 集 , 其 势 大 于 c. 


定理 1 设 玉 是 在 [0,1] 上 定义 的 一 切实 函数 所 成 的 集 , 则 下 的 势 大 于 c. 


证 明 设 U= [0,1. 首先 来 证 明 FF 不 与 U 对 等 . 假如 不 然 , F ~ U, 那么 存在 
某 个 对 应 法 w 使 与 UV 成 一 一 对 应 . 假设 以 f(z) 表示 下 中 的 函数 , 它 在 对 应 y 
之 下 对 应 于 数 te [0, 1], 令 

F(t, 7) > f(z), 

中 康 托 尔 预料 没有 这 种 u, 这 是 康 托 尔 的 假设 . 人 们 往往 称 此 假设 为 “连续 统 假设 ”. 

第 5 版 校订 者 按 : 关于 这 个 问题 , 可 参看 周 民 强 编著 的 《 实 变 函数 论 (北京 大 学 出 版 社 , 2001 年 ) 
第 75 页 . 今 摘 录 如 下 : “在 现今 的 Z 一 F ( 指 Zemelo-Frankl 一 一 本 书 第 5 版 校订 者 注 ) 集合 论 公理 
系统 里 , G6del 在 1940 年 发 表 的 文章 中 指出 了 连续 统 假设 的 相 容 性 ( 即 不 能 证 明 连 续 统 假设 的 不 
真 ), 而 在 1963 年 Cohen 又 证 明了 它 的 独立 性 ( 即 不 能 用 其 他 公理 给 予 证 明 ). 因此 , 在 目前 最 广泛 
采用 的 集合 论 公理 系统 中 , 这 一 问题 就 算 有 了 一 个 解答 .” 
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那么 , F(t,zx) 是 在 0 和 <t< 和 1l, 0 和 zx< 和 li 中 完全 确定 的 二 元 因数 . 
现在 令 
V(r) = F(z,7)+1 
这 个 函数 对 0 入 z < 1 是 给 定 的 , 即 w(x) € F 但 此 时 在 对 应 yo 之 下 , 函数 由 (x) 对 
应 于 某 个 数 ae U, 即 %(z) = f(x) 或 者 


vw(r) = F(a, 7) 
换言之 , 对 [0,1] 中 一 切 zx 有 
F(z,7)+1= F(a,Z7). 


但 是 比如 取 z = a, 上 式 却 不 可 能 成 立 ， 所 以 F 不 与 UV 对 等 . 但 如 果 考 虑 函数 的 
集合 
F*={sinz+k} (0O<k<1) 

它 是 FF 的 子 集 , 那么 立即 可 见 F* 是 与 UV 对 等 的 , 因 使 U 中 的 数 上 与 F* 中 的 函数 
sinz 十 大 做 成 对 应 , 这 个 对 应 是 一 一 的 . 

于 是 定理 完全 证 毕 . 

定义 3 闭 区 间 [0,1] 上 所 定义 的 一 切实 函数 所 成 之 集 , 记 其 势 为 f. 

由 定理 1, 知 


Ce 


然则 是 否 有 大 于 f 的 势 ? 答 曰 然 . 不 但 如 此 , 从 任何 一 个 势 出 发 , 我 们 可 以 造 一 
个 集 使 其 势 大 于 所 设 的 势 . 


定理 2 设 JM 是 任 一 集 ,T 是 M 的 一 切 子 集 所 成 之 集 , 那么 
元 > MM. 


证 明 ”因为 了 含有 M 的 一 切 子 集 , 所 以 T 中 有 M 本 身 , 有 空 集 , 又 有 M 中 
每 一 元 素 所 成 的 单元 素 集 . 后 者 成 一 集 T*, T* ~ M, T* CT 

下 面 只 要 证 明 T 不 对 等 于 M 就 好 了 . 

如 果 不 然 , 则 荆 ~~M : 设 yp 使 T 与 M 组 成 一 一 对 应 , 于 是 对 于 M 中 的 每 个 
m, T 中 有 唯一 的 yp(m) 与 之 对 应 , 而 T 中 每 一 个 元 素 一 定 有 且 仅 有 一 个 m e M, 使 
其 是 p(m). 

M 中 元 素 m, 满足 mm € yp(m) 的 姑且 称 为 “好 ”的 元 素 . 否则 称 为 “ 坏 ” 的 元 
素 . 那么 , 与 M 本 身 对 应 的 元 素 便 是 “好 ”的 , 与 空 集 对 应 的 元 素 便 是 “ 坏 ” 的 . 于 
是 M 中 的 元 素 不 是 “好 ”的 就 是 “ 坏 ” 的 . 设 M 中 所 谓 “ 坏 ”的 元 素 的 全 体 为 5, 则 
S eT. 而 M 中 必 有 元 素 mo 适合 


9 = (mo). 
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然则 这 个 元 素 mo 是 “好 ”的 呢 还 是 “ 坏 ” 的 呢 ? 如 果 说 mo 是 “好 ”的 , 那么 
mo € %(mo) = 5, 
可 是 5S 中 仅 含 “ 坏 ” 的 元 素 , 乃 得 矛盾 . 如 果 说 Mo 是 “ 坏 ” 的 , 那么 
moEyp(mo) = 5, 


可 是 最 后 的 式 子 即 表示 mo 是 “好 ”的 , 亦 为 不 可 能 . 因此 从 而 得 到 mo 既 非 “好 ”的 
又 非 “ 坏 ”的 , 于 是 陷于 矛盾 . 所 以 了 与 M 不 能 对 等 . 
定理 证 毕 . 
附注 ”者 M 是 一 个 由 nn 个 元 素 所 组 成 的 有 限 集 , 则 工 的 元 素 的 个 数 是 2". 因 
为 了 含有 一 个 空 集 ,Cl 个 单元 素 集 , C2 个 二 个 元 素 的 集 , … . 所 以 全 的 元 素 的 个 
数 是 
1+CI+C2 二 …: 二 Cn 一 2". 
这 个 事实 当 n =0 及 n = 1 时 亦 真 . 前 者 表示 M 是 空 集 , 而 了 仅 含 一 个 元 素 即 M 
自身 . 后 者 表示 M 为 单元 素 集 , 则 T 含有 二 个 元 素 , 一 为 空 集 , 一 为 M. 
下 面 的 定义 与 上 述 结果 联系 起 来 就 是 很 自然 的 了 . 
定义 4 车 M 的 势 是 jy, 而 以 它 的 一 切 子 集 所 组 成 的 集 为 T, TT 的 势 是 r, 则 
定义 
T= 
定理 2 表示 
i 
定理 3 公式 Cc 二 2° 为 真 . 
证 明 设 NN 是 自然 数 的 全 体 , T 是 N 的 一 切 子 集 的 集 , 工 是 一 切 数列 


0， 
(al,a2,a3,……) Qk 一 和 


的 集 . 由 84 的 定理 8， _ 
T=2, L=c. 


对 于 了 中 任 一 元 素 NW*，N* 为 某 些 自然 数 所 成 之 集 , 作 工 的 元 素 (a1, a2, a3,…) 
与 之 对 应 , 对 应 之 规则 如 下 : k € N* 时 定 ak = 1, kEN* 时 定 ak = 0. 从 而 得 到 了 与 
世间 的 一 一 对 应 . 于 是 定理 证 毕 . 


由 定理 2 及 定理 3 我 们 又 得 到 
c>a. 


下 面 两 个 定理 具有 重大 的 意义 . 
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定理 4 设 4D42D4. 若 4~4 则 4 ~4. 


证 明 ” 设 由 对 应 法 yp 使 4 与 4z 成 一 一 对 应 . 于 是 对 于 4 中 每 一 元 素 , 在 4。 
中 有 唯一 的 元 素 与 之 对 应 . 所 以 在 该 对 应 法 p 下 , 4。 中 有 子 集 4s 对 等 于 A1. 又 因 
42 C 41 ~ hs, 所 以 43 有 子 集 44 对 等 于 A，. 

此 种 手续 继续 进行 , 乃 得 4 的 一 串 子 集 


ADA1D A2D A3D As AsID-.…, 


具有 性 质 : 


na 


由 此 以 及 4， 的 定义 吕 @ 推 得 


D= AA1A.A3:…,， 
则 
A=(A—Ai)+(Ai — A2)+ (A2— As)+ (As3— A4)+ (A4— As)+:…++D, 
Al={(Ai1— A2)+(A2— A3)+ (hs— A4s)+ (ha — As)++:::+D, 
在 上 面 的 两 个 式 子 , 每 一 式 中 的 被 加 集 之 间 两 两 无 共同 元 素 . 由 性 质 (*), 可 是 底下 
划一 线 的 两 集 为 对 等 , 底下 划 二 线 的 两 集 为 对 等 .……. 以 此 推 得 4 与 41 对 等 . 


定理 5 (E. 施 罗 德 (E. Schr6der)-F. 伯 恩 斯 坦 (F. Bernstein)) 设 A,B 为 
二 集 , 如 果 A, BB 中 任何 一 个 都 与 另 一 集 的 某 子 集 对 等 , 则 4 与 B 对 等 . 


证 明 设 


A~B*. Bch. 
B~A’*, A*cAh. 
@ 读 者 应 注意 到 : 由 4A* C A, B* C B,，A* ~ B*，A ~ B 并 不 能 推 得 A 一 A*~B-B*. 
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B* CB~ A*, 所 以 A* 有 子 集 4** 对 等 于 B*. 由 是 , 4D 4*2D4rr 且 4~4r* 
( 因 4 ~ B*,B* ~4**). 由 定理 4, 所 以 A~A4*. 然 4+~~B, 故 A~B. 

由 定理 4 及 定理 5 得 到 下 列 若干 重要 的 推论 . 

推论 1 设 a,6B 是 两 个 势 , 则 下 面 三 个 关系 式 

a=B, a<pB,aoa>pB 

的 任何 两 个 不 能 同时 成 立 . 

事实 上 , 当 关 系 式 a = 6 成 立时 , 其 他 二 个 当然 都 不 会 成 立 . 

现 设 a < 6 与 a > 6 同时 成 立 . 设 4 之 势 为 a,B 之 势 为 f. 

由 a < 68, 则 

1) 4 与 B 不 对 等 ; 

2) B 有 子 集 B* 使 A~ Br*. 

但 由 CQ 二 a 则 

3) 4 有 子 集 4* 使 B~ 4*. 

由 2) 及 3) 乃 得 4 ~ B, 此 事 与 1) 矛盾 . 

推论 2 设 a,B,Y 是 三 个 势 . 若 


人 
则 
Qa < 小. 

换言之 , 关系 “<” 对 于 势 是 传递 的 . 

事实 上 , 假设 4, B,C 三 集 的 势 分 别 是 ,6,7. 则 由 A~B*cCcB,B~C*cDoO, 
得 4 ~ C** CC*. 现在 只 要 证 明 4,C 不 对 等 就 好 了 . 如 果 A ~ OO, 则 由 A ~ C0**， 
得 到 C ~ C*. 又 由 定理 4, 得 C* ~ OC, 从 而 B ~ CC, 于 是 8 = ,此 语 与 假定 了 矛盾. 

附注 ”由 定义 2 得 到 下 列 的 事实 : 若 A ~ B* C B, 则 或 是 有 = 万 或 是 A<B. 
者 简 记 作 


则 定理 5 的 别 种 形式 是 : 
如 果 a > 8 和 a < B 都 成 立 , 那么 a= pf. 
设 m 及 nn 为 二 个 自然 数 , 则 下 面 三 个 关系 式 


I 


中 必 成 立 一 个 且 只 成 立 一 个 . 在 第 十 四 章 中 我 们 将 要 证 明 对 于 两 个 势 a, 6, 下 面 三 个 
互相 排斥 的 关系 


Qa=p,a<pb,a>pb 
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只 成 立 一 个 . 这 叫做 势 的 三 歧 性 . 
下 面 是 定理 5 的 一 个 应 用 . 
定理 6 闭 区 间 [0,1] 上 所 定义 的 连续 函数 的 全 体 组 成 一 集 ,5 的 势 是 c. 
证 明 设 8* = {sinz 十 k} (k 是 实数 ), 则 6* c 6 且 B* =c, 因此 


更 > ec () 
所 以 只 要 证 明 
瑟 <c (2) 
就 好 了 . 
设 互 是 实数 数列 
(U1, U2, U3, … ) 
的 全 体 . 由 $4 的 定理 7, 瑟 =c. 
将 [0, 1] 中 所 有 的 有 理 数 写成 
[有 


对 于 每 一 个 f(z) e 5, 令 互 中 的 数列 
af = (f(r1), f(r2), ra) ) 
与 之 对 应 . 当 f(z) 与 g(z) 不 相同 时 , ay # as. 
事实 上 , ar = av 乃 表 示 f(z) 与 g(z) 在 [0,1] 中 的 一 切 有 理 点 zx 取 值 相同 . 由 
于 函数 的 连续 性 , f(z) 与 g(x) 在 [0, 1] 中 任何 点 取 值 亦 相 同 , 于 是 f(x) = g(z). 
上 面 的 话 表 示 : 记 H* = {ay}, 则 86 ~ H*. 但 因 H* cH 和 匡 =c, 故 得 关系 式 
(2). 定理 于 是 证 毕 . 
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。 单 调 函 数 的 不 连续 点 的 全 体 至 多 为 一 可 数 集 , 试 证 之 . 

. 试 作 (0, 1) 与 [0, 1] 间 的 一 一 对 应 . 

证 明 f = 2°. 

设 A=B+C, 有 =0O, 则 B 与 C 中 ,至 少 有 一 集 的 势 是 c. 

. 假如 f(z) 具有 如 下 特性 : 对 于 每 一 个 zo 有 正 数 6 与 之 对 应 , 当 |z 一 zol < 6 时 ，F(z) > 
f(xo); 那么 f(z) 的 函数 值 的 全 体 至 多 成 一 可 数 集 . 

6. 在 83 的 定理 4, 5, 6, 7 及 在 84 的 定理 3 及 定理 4 中 , 诸 被 加 集 无 公共 元 素 的 条 件 是 可 以 

除去 的 , 试 说 明之 . 


rp 
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7. 证 明 4B+C=(4+C)(B+C). 且 加 以 推广 . 


8. 设 Al, 4>, 43,:… 为 一 集 的 系列 , 若 记 4 为 有 无 穷 多 个 4。 都 含有 的 元 素 的 全 体 . 又 记 4 
为 只 有 有 限 个 4 不 含有 的 元 素 的 全 体 . 证 明 


9. 如 果 4 = 》 4, 人 = c 则 至 少 有 一 个 A 的 势 是 c. 


人 一 卫 
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在 本 章 中 专 论 直线 上 点 的 集 . 实数 的 全 体 所 成 之 集 记 之 以 R. 在 下 面 所 说 到 的 
“点 ”, “线段 " “区间” 等 语 都 是 有 算术 意义 的 . 例如 : “点 y 位 在 z 的 右面 ” 就 是 y > z， 
等 等 . 


81. 极限 点 


定义 1 设 马 是 一 点 集 , zo 是 一 点 . 如 任何 含有 zo 的 区 间 除 zo 而 外 至 少 还 
含有 五 的 一 点 的 话 , 称 zo 为 EB 的 一 个 极限 点 @. 


附注 ”1) B 的 极限 点 zo 本 身 不 一 定 属于 E. 

2) 的 点 zo, 假如 不 是 EB 的 极限 点 , 则 称 为 瓦 的 孤立 点 . 

3) 如 zo 是 B 的 极限 点 , 则 任 一 含有 zo 的 区 间 (a, 68) 必 含 有 瑟 的 无 穷 个 的 点 . 

附注 中 3) 的 证 明 : 如 果 在 (a, 8) 中 只 含有 五 的 有 限 个 的 点 , 假设 这 种 点 之 异 于 
zo 者 为 61,€2,… ,én. 又 设 6 为 下 列 诸 数 |zo 一 &1|, |zo 一 621,… ,|zo 一 如 |,zo 一 ay D 一 zo 
中 之 最 小 数 . 那么 , 区 间 (zo 一 6,zo 十 6) 不 含 经 (k = 1,2,… ,n) 中 的 任何 一 个 , 也 就 
是 除了 zo 而 外 不 含 EB 中 其 他 的 点 , 但 因 


(Zo 一 0, Xo 十 6) C (a, 8), 


故 区 间 (zo 一 6, zo + 6) 不 包含 BB 中 的 点 而 异 于 zo 的 , 这 就 与 假定 xo 为 五 的 极限 
点 矛盾 . 


从 另 一 观点 出 发 也 可 达到 极限 点 的 观念 . 为 此 我 们 来 证 明 下 面 的 命题 . 
@ 或 聚 点 . 
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定理 1 zo 为 妃 的 极限 点 的 必要 且 充分 条 件 是 : 思 有 点 列 {ZT} (zn 六 zo 当 
nm 时 In 了 关 Zm) 适合 
Z0 一 im i 
证 明 条 件 的 充分 性 一 望 而 知 . 今 证 其 必要 性 . 
设 zo 为 之 极限 点 ， 先 在 (zo 一 1,zo + 1) 中 选取 一 点 zl 属于 媚 而 异 


于 To. 然后 在 (zo 一) 中 选取 一 点 Z2 EE 异 于 Xo 亦 异 于 T1. 一 般 


地 说 : 在 (a 二 ;ao 十 本 中 选取 一 点 z。 属 于 5 而 异 于 zo, 亦 异 于 先 取 好 的 
Zlz2 ,Zn_1. 如 此 用 得 数列 {zx,,}, 而 是 


Z0 一 im Wi 
利用 这 个 定理 可 将 定义 1 变 为 男 一 种 形式 . 


定义 2 设 忆 是 一 点 集 , zo 是 一 点 . 假如 妃 有 点 列 {zn}(zn 尖 zo; 当 n 关 mm 
时 Tn 天 天 元 | 收敛 于 To) 称 TO 是 E 的 一 个 极限 点 . 


定理 2 (B. 波 尔 查 诺 -K. 魏 尔 斯 特 拉 斯 ) ” 凡 有 界 无 穷 集 已 至 少 有 一 个 极限 
点 (但 此 极限 点 不 一 定 属于 本 )， 


证 明 因为 E 是 有 界 , 所 以 有 闭 区 间 [a,4] 包含 五 
设 


CQ 十 D 
一 
两 个 闭 区 间 [a,c] 和 [c, 世 中 , 至少 有 一 个 含有 五 的 无 穷 个 点 .否则 EE 变 成 有 限 集 
了 . 设 具 有 上 述 性 质 的 那个 闭 区 间 是 [ai,b]. 如 果 [a,al 及 [c,b| 均 各 含有 五 的 无 穷 
个 点 , 则 取 [ai1,b1] 为 其 中 任何 一 个 好 了 . 
然后 设 


al 二 bi 

0 
同 理 , [ai,ci] 及 [ci,b1] 二 者 之 中 至 少 有 一 个 含有 瑟 的 无 穷 个 点 , 今 以 [az, bz2] 记 之 . 
如 此 手续 进行 不 已 , 得 到 一 系列 侍 套 的 闵 区间 


1 二 


[a,b] D fai,bi] D [a2,b2] DO …， 


因 lim (bn 一 an) = 0, 按照 一 个 熟知 的 极限 定理 , 必 有 一 个 点 zo 含 在 所 有 的 [oa bn] 
之 中 , 且 


lim an = lim b,, = Zo. 
亿 一 DO 亿 一 DO 
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今 证 zo 是 EB 的 极限 点 . 设 (a 5) 为 含有 zo 的 任 一 区 间 , 则 当 nw 适当 大 时 ， 
[an, bn C (a, B). 


所 以 (a, 8) 含有 五 的 无 穷 个 点 . 由 是 zo 是 的 极限 点 . 

所 当 注 意 的 , 定理 中 “有 界 ” 一 语 不 能 除去 . 例如 EE = N,N 是 自然 数 的 全 体 . 
那么 E 是 无 穷 集 , 可 是 没有 极限 点 . 

在 应 用 上 有 时 将 定理 2 写成 另外 的 形式 , 是 就 数列 而 言 的 . 

如 对 每 一 个 n, 对 应 一 个 定数 zn, 则 得 数列 

Z1; 22;73)…… ， (*) 
其 中 任何 两 数 可 以 是 相同 的 . 例如 数列 
0, 1, 0, 1, 0, 1, -…- 


如 果 将 它 看 成 点 集 , 那么 只 有 两 个 点 , 倒是 一 个 有 限 集 ; 如 果 把 它 看 作 数 列 , 它 是 无 
穷 的 . 
如 果 有 常数 K, 对 任 一 n 有 
lzn| < 天 (n=1,2,3,...), 
则 称 数 列 (*) 为 有 界 . 
波 尔 查 诺 - 魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 还 可 以 述 之 如 下 : 
定理 2* 从 任 一 有 界 数 列 


Tl1, TX2, XT3, (*) 
必定 可 以 选取 一 个 收敛 的 子 数列 
Wn Bnay Thos {ni < ma ha). 


证 明 ”将 (*) 中 每 一 项 zn 看 作 点 . 如 果 (*) 所 表示 的 点 集 是 有 限 集 , 那么 必 有 
点 在 (*) 中 出 现 无 穷 次 . 假使 这 个 点 是 &, 而 


Zn = Wno 二 Ta 一: 一 


那么 {zn} 就 是 我 们 所 需要 的 子 数列 . 
如 果 (*) 所 表示 的 集 EE 是 一 无 穷 集 , 那么 由 定理 2, EE 有 极限 点 zo. 五 中 可 选 
取 一 点 列 


Lm) Tm2) Tma) ee (**) 
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以 zo 为 极限 点 , 此 数列 的 每 一 项 各 不 相同 , 其 指标 m1, m2,”ms,.… 也 是 各 不 相同 . 
今 取 ?1 三 M1) 取 Nn.2 为 在 TT, M2, NL3,* *- 中 第 一 个 大 于 了 1 的 数 ， 取 也 3 为 
mi, m2,m3,"…， 中 第 一 个 大 于 no 的 数 , 以 下 仿 此 . 于 是 得 到 


了 ni Tn2o, Tna 
其 指标 nx 是 单调 增加 的 . 此 数列 乃 为 (**) 的 子 数列 , 所 以 


lim zn, = 20. 
大 一 Oo 


定理 因此 证 毕 . 


82. 闭 集 
与 极限 点 的 概念 紧密 联系 着 的 我 们 还 有 下 面 一 连 串 的 定义 . 


定义 ” 设 马 为 一 点 集 ， 

1. 五 的 所 有 极限 点 所 成 之 集 称 为 BE 的 导 集 , 记 为 E'. 
2. 如 果 E' CE, 则 称 吾 为 闭 集 . 

3. 如 果 五 C E', 则 称 E 为 自 稠密 集 . 

4. 如 果 五 = E', 则 称 五 为 完满 集 .@ 

5. 点 集 + EB' 称 为 瑟 的 闭 包 而 以 五 记 之 . 


由 上 所 述 , 闭 集 就 是 它 含 有 它 的 所 有 极限 点 的 集 . 自 稠密 集 力 是 不 含 孤 立 点 的 
集 . 完满 集 既 为 闭 的 又 是 自 稠密 的 . 

今 举 数 例 以 明之 . 

例 1.E= 人 5， 3 7 …?，E' = {0}. EB 不 是 闭 集 , 也 不 是 自 稠密 集 . 
.已 = (a,b),，E' = [a. 五 为 自 笛 密集 , 但 不 是 闭 集 . 
.已 = [a,b|，E' = [a. 五 为 完满 集 . 
= 民 ，E' = 民 . 所 以 实数 的 全 体 成 一 完满 集 . 
ee { 3 3 ol , E' = {0}. EE 是 闭 集 , 但 不 是 自 稠密 集 . 
. 忆 = Q (有 理 数 的 全 体 ), E' = R. 5 是 自 稠密 集 但 不 是 闭 集 . 
.五 = @,E' = . 故 空 集 是 完满 集 . 
.五 为 有 限 集 , E' = &. 故 一 切 有 限 集 是 闭 集 , 但 不 是 自 稠密 集 . 


下 面 我 们 来 认识 一 些 较 复杂 的 但 是 有 趣味 的 闭 集 及 完满 集 的 例子 . 


D4 完满 集 ” 的 原文 为 “copepmesHoe MHoxKkecTB0”,， 相当 于 英文 的 “Perfect set”, 过 去 称 此 种 集 
合 为 “完全 集 ”. 今 根 据 全 国 科学 技术 名 词 审 定 委员 会 公布 的 《数学 名 词 中 的 定名 改 译 此 名 . 一 一 
第 5 版 校订 者 注 . 
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定理 1 任何 集 忆 的 导出 集 E' 必 为 闭 集 . 


证 明 若 Bp' 是 空 集 , 定理 自然 成 立 . 若 B' 是 有 限 集 , B' 没有 极限 点 , 所 以 是 
闭 集 . 知 E' 是 一 无 穷 集 , 设 zo 为 B' 的 一 个 极限 点 . 任意 取 一 个 包含 zo 的 区 间 
(a,B). 由 极限 点 的 定义 , (a, 8) 中 必 含 有 EY 的 点 z. 因此 (a, 58) 中 必 含 有 无 穷 个 巨 
之 点 (图 5), 即 zo 同时 也 是 E 的 极限 点 . 因此 , zo e E'. 由 此 观 之 , B' 含有 它 的 所 
有 极限 点 , 所 以 BE’ 是 闭 集 . 


定理 2 如 果 ACcB, 则 A'’cB'. 

这 是 显而易见 的 事 . 

定理 3 (A+B)=A'+B'. 

证 明 由 定理 2, 因 4,B 均 为 4+B 的 子 集 ,所 以 4'c (A+B)', B' C (A+B)’, 


于 是 
A'+B Cc (A+B). 
另 一 方面 可 证 
(A+B)CA’+B'.. (*) 
因为 假使 
To 所 (A 十 33) 


则 在 4 二 B 中 存在 点 列 xz1, x2,7X3,… ,而 
,lim Zn 一 ZO0. 


如 果 在 点 列 {z,} 中 有 无 穷 个 的 点 属于 4, 则 zo 力 为 4 的 极限 点 , 从 而 zo < A' < 
A + B'. 如 果 点 列 {zn} 中 仅 有 有 限 个 的 点 属于 4, 则 zo e B' c A4' + B'. 不论 哪 种 
情形 , 总 之 zo e 4' + B'. 故 得 (*). 于 是 定理 证 毕 . 


推论 1 任何 集 已 的 闭 包 五 为 闭 集 . 
事实 上 ， 

(E)’=(E+BE)=E+(EB)CE+E=ECE. 
推论 2 点 集 已 为 闭 集 的 必要 且 充 分 的 条 件 是 


E=E. 
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由 推论 1, 当 瑟 = 五 , 则 号 为 闭 集 , 所 以 条 件 是 充分 的 . 又 车 EE 为 闭 集 , 则 由 
E=E+EcCECE, 


得 EE=E. 
下 面 的 定理 也 可 以 从 定理 3 导出 . 
定理 4 有限 个 闭 集 的 和 集 是 闭 集 . 
证 明 “” 先 就 二 个 集 的 场合 证 之 . 设 所 ,为 二 个 闭 集 ， 


B= ++F. 
由 定理 3, 得 
有 一 歼 十 矶 . 
但 FC 有， FC 忆 , 所 以 
G C 5. 


所 以 定理 当 二 个 闭 集 时 成 立 . 由 数学 归纳 法 , 知 定理 4 在 一 般 场合 下 也 成 立 . 
附注 ”无穷 个 闭 集 的 和 集 可 能 不 是 闭 集 . 


例如 取 | 
= 2 1 (n= 1, 2, 3,...), 


则 每 一 个 F 是 闭 集 , 但 其 和 集 


不 是 财 集 . 
关于 闭 集 的 交集 则 有 下 面 的 定理 : 


定理 5 任意 个 闭 集 的 交集 是 闭 集 . 
证 明 设 Fe 表示 闭 集 , 对 于 不 同 的 上 表示 不 同 的 集 . 所 有 Fe 的 交集 记 以 5 


$=|[F. 
E 


因 对 所 有 的 £, $ C Fe, 所 以 8'C 形 , 因 之 于 C Fe. 此 关系 式 对 于 所 有 的 & 成 
立 , 所 以 


gz c | 关 ， 
é 


即 @6' cC 5, 所 以 5B 是 闭 集 . 
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引 理 ” 设 马 为 有 上 界 (有 下 界 ) 的 集 , 又 设 8 = sup E(a = inf EE), 则 
Be 五 (aeE). 


证 明 ”如 果 8 e€ 太 , 则 当然 8 e 互 . 设 EE. 那么 对 于 任 一 正 数 =, 存在 ze 五 适 
合 z > BB 一 e, 所 以 在 任何 一 个 包含 8 的 区 间 中 必定 含有 瓦 中 的 点 , 根据 假定 8EE， 
此 点 当然 不 是 6. 由 此 , 6 是 忆 之 极限 点 , 因而 6 e€ EB' CE. 总 之 Be. 


定理 6 有 上 界 (下 界 ) 的 闭 集 已 必 有 最 右 (最 左 ) 的 点 . 
事实 上 , 设 6 = sup 书 则 


BEF=F. 
定义 6 设 巨 为 点 集 ,为 区 间 集 . 如 果 对 于 每 一 个 xz e ,有 一 个 区 间 5 e 9%， 
使 
ZE 0， 
则 称 EB 被 rt 所 覆盖 . 


定理 7 (E. 博 雷 尔 ) ”如 果 有 界 闭 集 F 被 无 穷 的 区 间 集 MM 所 改 盖 ,那么 从 多 
中 可 以 选取 有 限 个 区 间 所 成 的 集 NM*, 也 惟 盖 王 


证 明 ”我 们 用 反 证 法 来 证 明 . 假设 没有 9*, 如 定理 所 说 , 那么 下 必 为 无 穷 集 . 
因为 是 有 界 , 我 们 可 假设 下 cC [a, 串 . 置 


“2 十 ? 
一 一 


则 已 .face 及 下 .fc 中 至 少 有 一 个 一 一 记 它 做 FF: [ai,b1] 不 能 被 有 限 集 gt* 
所 覆盖 . 若 [a,c] 及 [c,4] 均 具 有 此 性 质 , 则 取 [a1,b1] 为 其 中 任何 一 个 好 了 . 显然 的 ， 
下 . [al,b] 仍 为 无 穷 集 . 

现在 取 


al 十 bl1 
人 一 


对 于 [ai,ci] 和 [ci,b1] 处 理 如 前 , 得 [a2,b2]. 点 集 下 : [az,b2] 不 能 为 一 mM* 所 覆盖 . 将 
此 手续 继续 进行 , 得 : 


[a, [ai, b1] nD [az, bz] | [a3, b3] BA - 


点 集 
F.[an,bn] (n= 1,2,3,...) 


不 能 被 员 之 有 限 子 集 gt* 所 覆盖 , 并 且 都 是 无 穷 集 . 
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因为 [an, ba] 之 长 为 -=e, 当 nn 无 限 增 大 时 趋向 于 0. 所 以 所 有 的 fa 名] 有 一 
公共 点 zo, 且 


lim a， = lim b， = zo. 
但 我 们 可 证 zo 必 属 于 F. 为 此 目的 , 我 们 首先 从 下 . [ai,b1] 中 取 一 点 z1, 随后 在 
五 . [az,b2] 中 取 一 点 za 但 异 于 zl, 接着 再 在 已 . [aa,ba] 中 取 一 点 zs 异 于 zl 及 


了 2) … ， 依照 这 种 取 法 ， 从 F. [an, pn] 取 一 点 Tn 但 异 于 先 取 好 的 T1,T2, "Tn—l1: 于 
是 得 到 F 中 的 点 列 


T1, TX2, T3, ‘** 
因 
an < Tn < bn， 
所 以 
20 = lim Zn， 
是 乃 表 示 zo 为 FF 的 极限 点 . 今 下 为 闭 集 , 故 zo e 书 


因为 F 被 员 所 覆盖 , 所 以 M 中 有 区 间 io e mM 履 盖 着 zo. 但 是 当 ni 适当 大 的 
时 候 , (图 6) 


[an, bn| C 00， 
因 之 ， 
F. [an, bn| C 00. 


这 表示 FF. [an,bn] 被 顺 中 一 个 区 间 就 覆盖 了 , 此 结果 与 [an,bn] 的 取 法 矛盾 . 由 是 
定理 得 证 . 


hrs br, 
“一 一 一 全 一 一 
Z0 
图 6 


附注 ” 若 除 去 有 界 或 闭 的 假定 , 则 定理 不 复 为 真 . 


此 事由 下 面 的 二 个 例子 , 即 可 明了 . 
例如 N 是 自然 数 全 体 所 成 之 集 . 它 是 一 个 闭 集 ( 因 N' = @), 但 不 是 有 界 的 . 设 


m= { (nn+3)) (n=1,2,3,.…) 


则 mm 覆盖 N. 但 是 7 的 任何 有 限 子 集 不 能 覆盖 N. 因 之 有 界 的 条 件 是 不 可 缺 的 . 
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又 如 互 = { ,3 下 已 是 一 有 界 集 , 但 是 不 是 闭 的 . 取 6 为 包含 = 的 
小 区 间 , 但 使 5 中 不 含有 的 其 他 的 点 . 设 嘱 为 由 bn (mn = 1,2,3,…) 所 成 的 区 
间 集 , 则 7 覆盖 ,但 是 M 中 有 限 个 6 不 能 覆盖 五 . 因 之 闭 的 条 件 也 是 不 可 缺 的 . 

最 后 我 们 注意 闭 集 的 一 个 性 质 , 利用 这 个 性 质 可 以 简化 定理 7 的 证 明 . 

定理 8 设 万 为 闭 集 ， 

Tl1, T2, T3, “*" (*) 
为 玉 的 一 个 点 列 . 如 果 
lim zn = Z0， 
则 Z0 ErF. 


事实 上 , 如 果 点 列 (*) 包含 无 穷 个 不 同 的 点 , 则 zo 为 之 一 极限 点 . 如 果 (*) 
只 含有 有 限 个 不 同 的 点 , 那么 此 点 列 从 某 项 以 后 , zn 就 是 zo, 所 以 zo €E 下 


83. 内 点 及 开 集 


定义 1 对 于 一 点 zo, 假如 5 中 有 一 个 区 间 (a,6) 含有 zo, 称 zo 是 之 一 
内 点 . 此 时 
To E (a,D) C 五 . 


所 以 , B 之 内 点 必 属 于 EE. 
定义 2 五 的 点 都 是 它 的 内 点 的 时 候 , 称 E 是 一 开 集 . 


例 1. 任何 区 间 (ab 为 一 开 集 . 

2. 实数 的 全 体 所 成 之 集 为 一 开 集 . 

3. 空 集 为 开 集 . 

4. 闭 区 间 [a,4| 不 是 开 集 , 因为 它 的 端点 不 是 内 点 . 

定理 1 任意 个 开 集 的 和 集 是 一 开 集 . 

证 明 设 

9= > Ge 
é 
其 中 一 切 Ge 都 是 开 集 . 设 zo es 5, 则 zo 属于 某 一 个 Geo. 因为 Ge。 是 开 集 , 所 以 有 
(a, 8) 如 下 : 
zo € (Qa,B) C Geo, 
因 之 
To € (a,8) CS, 


意 即 zo 是 5 之 一 内 点 . 由 是 , S 中 任何 点 都 是 内 点 . 所 以 5 是 一 开 集 . 
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推论 ” 凡 集 可 由 区 间 之 和 集 表示 的 必 为 开 集 . 
定理 2 有 限 个 开 集 的 交集 是 开 集 . 
证 明 设 


其 中 G1, G2,… ,Gn 都 是 开 集 . 若 已 是 空 集 的 话 , 已 是 一 开 集 . 如 果 已 不 是 空 集 ， 
设 roEP 则 zo € Gk 【多 2 对 于 每 一 个 上 有 (Qk, Bk) 满足 


To € (Qk, Bk) C Gk. 
置 
入 一 max(al,Q2,.…- y On ); HL 三 min(B1, 2, An), 
则 
zo E (和 HA) CP, 


是 即 表示 zo 为 P 的 内 点 . 
定理 证 毕 . 


附注 ”无穷 个 开 集 的 交集 未 必 是 一 开 集 . 


事实 上 , 诸 开 集 
2 (到 2 ) i 
的 交集 
[[ G» = {0} 
不 是 开 集 . 


定义 3 设 马 和 5 是 两 个 点 集 . 当 忆 Cc 5 时 , 称 差 集 S -五 为 集 已 关于 5 的 
余 集 , 记 作 
CsE. 


特别 , 对 于 及 = (一 00， 十 oo0), 简称 CR 已 为 五 的 余 集 , 简 记 作 
CE. 


利用 余 集 的 概念 , 可 得 闭 集 与 开 集 间 的 关系 . 
定理 3 如果 G 是 一 开 集 , 则 其 余 集 [LG 是 一 闭 集 . 
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证 明 设 xzoeG, 则 G 中 必 有 区 间 (a,6) 包含 zo : 
To GE (a;,B) C CG. 


区 间 (a, 8) 中 不 含 CG 中 之 任何 点 , 所 以 zo 不 是 CG 的 极限 点 . 因此 凡 CG 的 极限 
点 一 定 不 属于 G, 所 以 属于 LG. 故 [G 为 一 闭 集 . 


定理 4 。 如果 玉 是 一 闭 集 , 则 CF 是 一 开 集 . 


证 明 余 集 CF 中 的 任 一 点 zo 不 是 F 的 极限 点 . 所 以 有 区 间 (a, 6) 包含 ro 
而 不 包含 下 中 其 他 的 点 , 而 zo 本 身 也 不 是 FF 中 的 点 , 由 是 (a,B) Cc LF. 从 而 zo 万 
为 CF 之 一 内 点 , 所 以 CF 是 一 开 集 . 


作为 例子 , 可 以 看 出 集 及 与 空 集 C 互 为 余 集 ， 所 以 R 和 G 都 是 开 集 , 也 都 是 
闭 集 . 
易 知 下 列 诸 事 : 1) 如 果 G 为 开 集 , G C [a,b| 时 , 则 [a,] 一 G 为 闭 集 . 2) 如 果 下 
为 闭 集 , 下 C (a,b) 时 , 则 (a,b) 一 下 为 开 集 . 上 述 二 事由 下 列 二 式 
[a,b] — G = [a,b] : CG, 
(a,b)—F=(a,b):CF 
即 可 明了 . 
不 过 ,FF 为 闭 集 , 已 c [a,9] 时 , [a,4b| 一 下 不 一 定 是 开 集 . 例如 FF = [0,1],[a,9] = 
[0, 2], 则 [a,b] — F = (1,2]. 
为 此 , 我 们 给 以 下 面 的 定义 . 
定义 4 设 巨 是 不 空 的 有 界 集 , a = inf EB, b= sup 五 , 则 称 闭 区 间 S = [a;, 为 
包含 五 的 最 小 闭 区 间 . 
定理 5 若 5 是 包含 有 界 闭 集 下 的 最 小 闭 区 间 , 则 下 关于 5 的 余 集 
Cs 已 = [fa 如 一 已 
是 一 开 集 . 
证 明 ” 若 能 证 明 
LsF = (a,b)- CF 
就 好 了 . 设 zo Ee Ls, 则 
T0 所 [a, b|, XoEF. 


由 82 的 定理 6, a 与 b 都 属于 Fi 故 zo 关 a, zo 关 b. 所 以 zo € (a,b). 又 zo ELF 因 
之 zo € (a,b) :CF. 所 以 
CsF C (a,b):CF. 
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左 问 LsF = [ca 中 .OP 故 (a,b) :CF CCLsF. 于 是 得 到 
bsF = (a, b): CR 


定理 证 毕 . 


84. 距离 及 隔离 性 
定义 1 设 z,y 为 直线 上 的 二 点 . 数 
lz 一 3 
称 为 点 z 与 y 间 的 距离 , 记 之 以 
pzZ,2). 
显然 ， P (7Z， y) 0 p(y, 7) > 0， 且 等 式 
plz,y)=0 
当 且 仅 当 z = y 时 成 立 . 


定义 2 ” 设 zo 为 某 一 点 , B 为 一 非 空 的 点 集 ，zo 与 中 的 点 的 距离 之 下 确 界 
称 为 点 zo 与 点 集 互 间 的 距离 , 记 作 p(zo, 五 ) 或 是 p(B, zo0). 用 式 子 表示 时 , 即 


p(xo, E)= inffp(zo,z)} (z € E). 
显然 , p (zo, 忆 ) 一 定 存在 , 这 是 一 正 数 或 0. 如 果 zo € E, 则 
p(xo, E)=0. 
所 当 注 意 的 , 其 逆 未 必 为 真 , 例如 zo = 0, E= (0,1), 则 p (zo,E)=0, 但 zoEE. 


定义 3 设 A 和 B 是 两 个 不 空 的 点 集 . 作 4 的 点 与 B 的 点 间 的 距离 的 下 确 
界 , 称 为 集 4 与 集 B 间 之 距离 , 记 以 p(4, B), 即 


p(A,B)= inf{p(z,y)} (ze4 ye€B). 


显然 , p (4, B) 必 存 在 , 且 p (4, B) = p(B, 4)>0. 
如 果 4 及 B 有 共同 点 , 则 


p(A,B)=0, 
但 其 逆 不 真 . 例如 


A=(-1,0), B=(0,1), 则 p(4,B)=0, 但 4B=&%. 
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我 们 注意 到 这 个 事实 : 所 谓 点 zo 与 点 集 EB 的 距离 , 也 就 是 只 含 一 个 点 zo 的 点 
集 {zo0} 与 男 一 点 集 五 间 的 距离 . 这 个 事实 颇 为 有 用 . 


定理 1 设 4 及 吾 为 两 个 不 空 的 闭 集 ,并且 其 中 至 少 有 一 个 是 有 界 的 , 那么 A 
存在 点 z*，B 存在 点 y* 适合 
pz 2) = p(A,B). 


证 明 由 下 确 界 的 定义 , 对 于 每 一 个 自然 数 n, 存在 


Tn EA, ynEB 


1 


由 假设 , 4 及 B 中 至 少 有 一 个 为 有 界 . 我 们 可 设 4 为 有 界 集 . 那么 {zn} 是 一 
有 界 数列 . 由 波 尔 查 诺 - 魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 , 其 中 有 一 收敛 子 数列 : zw ,zns, zns，… 


lim zw 三 到 ， 
由 于 4 为 闭 集 , 所 以 z* e 4. 
现在 我 们 来 看 {y, }. 如 果 jz。| < C, 那么 从 
[nx < [ens| + lyns — nl < C+p(A,B)+ 元 <C+p(4,B)+1， 
知道 fy } 也 是 有 界 数列 . 因此 , 它 必 有 如 下 的 收敛 子 数列 : 
Vnki， Ynk, ， Tnks; ey lim ynx， 一 2 
但 B 是 一 闭 集 , 所 以 y* e B. 不 难看 出 
| 六 一 2 | =1lim [Yn a Znki | = p(A,B), 
于 是 定理 证 毕 . 
如 果 定 理 中 的 4 和 B 均 非 有 界 , 则 定理 不 真 . 此 可 由 下 例 明之 . 
设 N = {nj, M = {n+ 二 \, 则 因 N' -AM' -gw NN 及 M 都 是 闭 集 . 显然 


2n 
P(N,M) =0, 然 因 N NM = %, 故 不 存在 如 下 的 xz*,y* :zx*EN,y*EM,p(72*,y*)=0. 
又 定理 中 4 与 B 二 集 均 为 闭 的 条 件 减 为 其 中 只 有 一 个 是 闭 集 , 那么 定理 就 不 
成 立 . 例如 4 = [1,2), B = [3,5], 则 p(4,B)=1. 
下 面 是 本 定理 的 推论 . 
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推论 1 设 4 与 瑟 都 是 闭 集 且 其 中 至 少 有 一 个 是 有 界 点 集 . 若 p (A,B) = 0， 
则 A 与 B 相交 . 


推论 2 设 所 是 一 不 空 的 闭 集 , zo 是 任意 的 一 点 , 那么 斑 中 必 有 点 z* 适合 : 
Pp (xo,7*) = p(xo, F). 

推论 3 如果 点 zo 与 闭 集 已 满足 条 件 p (zo,F)= 二 0, 则 zoeEF 

由 已 证 的 结果 不 难 引 出 

定理 2 车 闭 集 4 不 是 空 集 也 不 是 全 直线 及, 则 它 不 可 能 是 开 的 . 

证 明 设 A 头 @，A4 关 ,A 为 财 的 又 为 开 的 . 那么 它 的 余 集 B = [4 也 同样 如 
此 . 设 DD 为 含有 集 4 的 点 和 集 B 的 点 的 线段 . 设 z,y 为 这 样 的 点 使 ze 4D，y e 
BD, |z—-y|=p(4AD, BD) = 4d, 而 置 2z=z+y. 则 zeD 且 关系 式 ze AD, zeBD 
中 的 一 个 一 定 被 满足 . 假设 ze AD. 则 d= p(4D, BD) < jz 一 y= 5， 这 是 不 可 能 
的 , 因为 a > 0. 


下 面 我 们 将 引入 一 个 重要 的 概念 , 就 是 所 谓 “ 隔 离 性 ”. 不 过 事前 还 得 证 明 两 个 
简单 的 引 理 . 


引 理 1 设 4A 是 一 不 空 的 点 集 , d 是 一 正 数 . 设 BB 表示 适合 p(7z,A)<d 的 工 
的 全 体 : 
B= RN(pl(z,A)<d). 


则 AcCB, 且 B 是 开 集 . 
证 明 ”显然 4 c B. 要 证 的 是 B 为 开 集 . 
设 TZ0 E 也， 则 p(zo, A) < 从 而 4 中 必 有 点 适合 
pf(2Zo 2 |}<d. 


置 dg-p(zo,z*) = h. 下 面 将 证 (zo 一 h,zo 十 h) 含 在 B 中 . 因此 证 得 zo 是 B 的 内 
点 , 也 就 是 说 B 是 开 集 ， 
于 (zo 一 hh,zo 十 h) 中 任 取 一 点 y, 则 ly 一 zol <h. 又 因 |zo 一 z*|=4d 一 h, 所 以 


一 | < Iy — zol 十 |zo 一 2 | < 六 +d 一 六 = 
因此 , p (yz*) < d. 由 是 
p(y, A)<dd, 


从 而 ye B. 由 此 得 
(zo 一 h, Z0 十 无) CB, 


引 理 证 毕 . 


§4. 距离 及 隔离 性 .41 ， 


引 理 2 设 A1，As 是 如 下 的 两 个 不 空 点 集 : 
p(Ai, A2) =7>0. 
设 
Bi=RN(p(z,A1) < 35), Be=RNn (p(s,Ah2) < 5). 
则 B11Bo = &%. 


证 明 ”假如 Bi1B» A, 有 ze B1B,. 那么 
p(z,A1) < 3, plz, A2) < 3 
因此 4: 有 点 z1, A。 有 点 zz 适合 


人 
|z 一 Z1| < 一， PE 
2 2 


由 是 ， 
|zl 一 了 2| RS 
从 而 p (hi1, A2) <7, 这 是 不 可 能 的 . 引 理 证 毕 . 
定理 3 (隔离 性 ) ”对 于 两 个 不 相交 的 有 界 闭 集 下 ,Fo 必 有 如 下 的 开 集 Gi, G2: 


G1IOF, G2 Fo, GiG2 = 8. 
证 明 ”由 定理 1 的 推论 1， 
p(Fi,F2)=7>0. 
余下 的 证 明 只 要 置 
Gi=RN (pl(z, Fi) < 3) (i = 1,2), 
应 用 引 理 1 及 引 理 2 即行 . 


顺便 我 们 要 提出 下 面 的 注意 : 定理 中 五 及 Fs 为 有 界 的 条 件 , 如 果 除 去 , 仍 不 
失 定 理 的 真实 , 此 地 不 拟 加 以 仔细 讨论 . 相反 ,五 及 Fz 是 闭 的 条 件 是 不 能 缺少 的 . 例 
如 取 


A=[0,1), B= [1,92 


即 明 . 
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85. 有 界 开 集 及 有 界 闭 集 的 结构 


定义 1 设 G 是 一 开 集 . 假如 开 区 间 (a,b) 完全 含 在 G 中 , 而 其 两 端 都 不 属于 
G: 即 
(ab C G, a€EG, bEG, 
那么 称 (a,b) 是 G 之 一 构成 区 间 吕 . 


定理 1 假如 G 是 一 个 不 空 的 有 界 开 集 ， 那么 G 的 任 一 点 必 属 于 其 某 一 构成 
区 间 . 

证 明 设 zoeG. 置 下 = [zxo,+00) 咯 [CG. 
因 [zo, +oo) 与 CG 都 是 闭 集 , 又 G 是 有 界 集 , 所 以 FF 是 一 个 不 空 的 闭 集 . 在 ze 的 
左面 没有 FF 的 点 , 所 以 F 是 有 下 界 的 . 设 FF 的 最 左 的 点 是 jy, 则 /> zo. 因 zo e G， 
故 zoEF. 因此 zo 夭 从 由 是 zo < 4. 

注意 yEG ( 因 je Fc [CG), 就 可 以 证 明 


[zo, Ap) C G. 
否则 存在 着 如 下 的 y : 
中 归 三 [zo， /Ah)， VEC， 
从此 
yEF y<k. 
此 与 jz 的 定义 相抵 触 . 


总 而 言 之 , 对 于 zo € G, 有 如 下 的 点 4: 

1) p> zo, 2) EG, 3) [zo,4) CC. 

同样 可 以 证 明 有 如 下 的 点 入 : 

1) 入 < zo， 2)AEG, 3) (和 X, zol CG. 
由 是 得 G 的 一 个 构成 区 间 (A, 中, 它 包含 点 zo. 定理 证 毕 . 

从 已 证 的 定理 , 我 们 知道 : 凡是 不 空 的 有 界 开 集 都 具有 构成 区 间 . 

定理 2 设 ( 和 ,1) 和 (a,T) 是 开 集 G 的 两 个 构成 区 闻 , 那么 它们 或 者 是 完全 一 
致 , 或 者 是 互 不 相交 . 


证 明 ”假设 (X,y) 和 (o,7) 有 共同 点 z, 则 必 
A i 


若 


T<< 几 
@ 这 个 名 词 在 此 地 第 一 次 引用 . 
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则 r e (和 ,pp), 但 这 是 不 可 能 的 , 因为 


(和 ,4) C G, 而 7EG. 


于 是 得 到 
HT 
同 理 ， 
TH 
所 以 了 = 内 


仿 此 可 得 c = 入 因此 (A,y) 与 (a,r) 完全 一 致 
推论 ”不 空 的 有 界 开 集 G 的 不 同 的 构成 区 间 之 全 体 是 一 有 限 集 或 是 可 数 集 . 


事实 上 , 如 果 我 们 对 于 每 一 个 构成 区 间 , 取 其 中 的 一 个 有 理 数 与 之 对 应 . 这 样 , G 
的 构成 区 间 所 成 之 集 与 有 理 数 之 一 子 集 对 等 . 
综合 上 述 , 得 定理 如 下 : 


定理 3 ”每 一 不 空 有 界 开 集 G 可 以 表示 为 有 限 个 或 可 数 个 不 相 重合 的 区 间 的 
和 和 集 ; 每 一 个 区 间 完 全 含 在 G 中 , 而 其 两 端点 都 不 属于 G, 即 


G = D>_ (Xk, Lk), 和 KEC， HkEG. 
天 


其 道 定理 我 们 在 前 面 已 经 证 过 : 凡 集 可 用 区 间 之 和 集 表 示 的 一 定 是 开 集 . 
定理 4 设 G 是 一 不 空 的 有 界 开 集 , (a,b) 是 一 个 含 在 G 中 的 区 间 . 则 G 含有 
一 个 构成 区 间 (和 ,1) 适合 于 (a,b) Cc (A,p). 
证 明 设 zo € (a,b), 则 zo € G. G 必 有 构成 区 间 (和 ,4) 包含 zo, 现在 证 明 
(a,b) C (XA,p) 好 了 . 
如 果 
4L<b, 


则 jy e (a, 5b), 但 这 是 不 可 能 的 , 因为 yeEG. 由 是 


b<p 
同样 ， 
和 <a, 
因此 ， 
(a, b) C (和 ,Ah)， 


定理 证 毕 . 
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下 面 我 们 研究 有 界 闭 集 的 结构 . 
假设 F 是 一 个 有 界 闭 集 , S 是 包含 F 的 最 小 闭 区 间 . 则 [,F 是 一 开 集 . 若 该 集 
不 是 空 集 , 则 可 应 用 定理 3. 于 是 得 到 下 面 的 定理 . 


定理 5 不 空 的 有 界 闭 集 玉 假如 它 不 是 一 个 闭 区 间 , 则 一 定 是 从 一 个 闭 区 间 
除去 有 限 个 或 可 数 个 不 相 重 个 的 区 间 (其 两 端 属 于 斑 ) 所 成 . 


其 逆 显 然 亦 真 : 从 一 个 闭 区 间 除 去 一 个 区 间 集 可 得 闭 集 . 

称 C0,F 的 构成 区 间 是 闭 集 FF 的 余 区 间 . 

因为 完满 集 是 闭 集 , 所 以 对 于 完满 集 可 以 应 用 定理 5, 现在 我 们 发 生 下 面 的 问题 : 
要 使 一 个 闭 集成 为 完满 集 , 它 的 余 区 间 应 具有 些 什么 条 件 ? 下 面 的 定理 回答 了 这 个 
问题 


定理 6 设 玉 是 一 个 不 空 的 有 界 闭 集 , S = [a,b] 是 包含 五 的 最 小 闭 区 间 . 则 

1. 下 的 两 个 余 区 间 的 共同 端点 Zo 是 下 的 孤立 点 . 

2. 如 果 5 的 端点 a (或 b) 同时 是 FF 的 一 个 余 区 间 的 端点 , 那么 它 也 是 局 的 陶 
立 虚 ， 

3. 除了 1 和 2 中 的 孤立 点 而 外 , 玉 没有 其 他 的 孤立 点 . 


证 明 1 和 2 的 结果 很 明白 . 所 要 证 明 的 是 3. 设 zo 是 FF 的 孤立 点 . 先 假定 
a < xzo <b. 由 孤立 点 的 定义 ,有 区 间 (a, 8) C [a 如 ,在 (a, 68) 中 除 zo 而 外 不 含 政 的 
其 他 点 . 因 区 间 (zo, 8) 中 不 含 的 点 , 所 以 (zo0,8) C LsF. 由 定理 4, F 有 一 个 余 
区 间 (A,y) 包含 (xz0,B). 因 和 < zo 表示 zo 不 属于 书 与 假定 矛盾 ; 所 以 入 > zo. 从 
(z0;B) C (和 ,4) 知 入 > zo 亦 不 成 立 , 故 必 入 = zo. 即 zo 是 下 的 一 个 余 区 间 的 左 端 . 
同样 的 可 证 zo 是 下 的 某 个 余 区 间 的 右 端 . 故 得 定理 中 第 三 个 结论 之 证 . 当 zo = a 
或 zo = 时 亦 可 同 法 证 明之 . 


从 定理 6 得 到 如 下 的 定理 : 

定理 7 不 空 的 有 界 完满 集 已 假如 它 不 是 一 个 闭 区 间 , 它 一 定 是 从 一 个 闭 区 
间 除 去 有 限 个 或 可 数 个 不 相 重 胎 的 区 间 所 成 ,这 种 区 间 之 间 没 有 共同 端点 ， 且 与 原 
来 的 闭 区 间 也 无 共同 端点 . 倒 过 来 说 , 凡 从 上 述 方法 而 得 的 集 是 一 完满 集 . 

下 面 举 一 个 关于 完满 集 的 有 趣 并 且 重 要 的 例子 ， 

康 托 尔 的 集 Go 与 有” 将 闭 区 间 U = [0, 1] 用 分 点 3 3 分 成 三 部 分 , 而 取 去 
(3 3) , 将 每 一 个 留 下 来 的 闭 区 间 lo 3 3 1 又 各 各 等 分 成 三 部 分 (对 于 第 一 
个 闭 区 间 用 5 : 当 作 分 点 , 对 于 第 二 个 闭 区 间 用 5， 5 当 作 分 点 ), 而 各 各 取 去 中 间 
的 区 间 (53 ) 与 (B33) .再 将 留 下 来 的 四 个 闭 区 间 等 分 成 三 部 分 而 取 去 其 中 间 的 
一 个 区 间 (图 7). 将 此 手续 逐次 继续 , 以 至 无 穷 


§5. 有 界 开 集 及 有 界 闭 集 的 结构 . 45 ， 


这 样 , 从 [0,1] 取 去 了 一 个 开 集 Go. Go 是 可 数 个 区 间 的 和 集 : 


1 2 1 2 7 8 
(3) +) + ($0) + 
留 下 来 的 集 记 作 为, 由 定理 7, P, 是 一 完满 集 . 
称 Go 及 记 为 康 托 尔 的 集 . 
现在 利用 三 进 制 小 数 , 来 讨论 康 托 尔 集 的 算术 性 质 . 
用 三 进 制 小 数 将 区 间 (33) 中 的 数 z 表示 为 


Z 一 0.ala2as.… (ak = 0,1,2), 


必须 是 


Cl 一 ]|. 


区 间 (33) 的 两 端 各 有 两 种 表示 法 : 


1 ff0.100000.…, 2 | 0.1922%:3., 
3 | 0.022222.... 3 | 0.20000... 

从 [0,1] 除了 攻 3 ,其余 的 点 用 三 进 制 小 数 表示 时 , 它 的 第 一 位 小 数 一 定 不 
是 1. 

因此 , 构成 Go 的 第 一 步 手 续 , 就 是 从 U 取出 在 三 进 制 小 数 表示 中 第 一 位 小 数 
必定 是 1 的 那些 点 而 且 只 取出 那些 点 . 

仿 此 , 在 第 二 步 手 续 中 所 取出 的 点 用 三 进 制 小 数 表 示 时 ,小数 第 二 位 的 数字 必 
定 是 1, 而 且 这 样 的 点 一 定 取 出 . 以 下 类 推 . 

因此 , 在 取出 Go 以 后 , 所 留 下 来 的 点 , 用 三 进 制 小 数 


0.a1a203 a 


表示 时 , 可 使 没有 一 个 ak 是 1, 而 且 这 样 的 点 一 定 留 下 来 . 
简 言 之 , Go 乃 是 从 这 种 点 所 成 , 它 由 三 进 制 小 数 表示 时 不 可 能 不 出 现 数 字 1. 而 
用 三 进 制 小 数 表 示 Po 中 的 点 时 , 可 以 没有 数字 1 出 现 . 


推论 康 托 尔 的 完满 集 已 具有 势 c. 
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事实 上 ， 
0， 


Ph 一 {0.alaza3s .……:} Qk 一 | 


由 第 1 章 84 的 定理 8, 知 记 的 势 是 c. 
Go 的 一 切 端点 成 一 可 数 集 , 所 以 势 为 c 的 康 托 尔 的 集 玉 除了 取 去 的 区 间 的 端 
点 而 外 还 含有 其 他 的 点 . 这 种 “ 非 端 点 ”的 点 , 用 三 进 制 小 数 


0, 


0.ala2a3 和 Qk 一 | D 


表示 时 , 决 不 会 从 某 一 位 开始 全 是 0 或 全 是 2. 


86. 凝聚 点 、 闭 集 的 势 


在 85 中 我 们 得 到 , 康 托 尔 集 户 的 势 是 c. 现在 要 证 : 所 有 不 空 的 完满 集 均 有 此 
性 质 . 


定理 1 凡 不 空 的 完满 集 , 其 势 是 c. 


证 明 设 己 是 一 个 不 空 的 完满 集 . 取 点 ze P 及 一 个 包含 zx 的 区 间 5. 由 于 zx 
不 是 P 的 孤立 点 , 所 以 _P6 是 一 个 无 穷 集 . 

于 P6 中 取 两 个 相 异 的 点 zo 和 zi, 又 作 具 有 下 列 诸 性 质 的 两 个 区 间 60,61 : 当 
i 二 0,1 时 ， 

1) zi € 6i, 2) 6i C 6, 3) 6061 = 8, 4) moi <1 
(6 表示 区 间 6 的 闭 包 , m6 表示 5 的 长 ). 

因为 zo 是 P 的 极限 点 , 所 以 在 bo 中 有 无 数 个 点 属于 P 于 其 中 取 这 样 的 相 异 
两 点 zoo 和 zol. 又 作 如 下 的 区 间 ioo 和 io : 当 大 = 0,1 时 ， 

Yon em, omnes Wn me 
对 于 点 zi 我 们 施行 同样 的 手续 . 如 是 得 到 如 下 的 点 zik (i,k = 0,1) 和 区 间 6;%: 

1) zik € PBik, 2) bik C 6:, 3) Oik NM Oi,k = (i,k) Fk) 4) moik < > 

这 种 手续 继续 进行 , 至 n 次 我 们 得 到 如 下 的 点 : 


Zi ia (ir = 0,1; k= 1,2,.. -07 


和 区 间 0 
1) Til,i2 ,in POs, 00... Sr 3 
ee 
3) O41,42,.. ,tn Nu tt = @ (i1,i2,.… ;in) x (71, i2, 0 ;in)), 
1 
4) WU < es 


86. 凝聚 点 、 闭 集 的 势 


因为 每 一 个 点 Til ,i2,.: 
异 的 点 


in 是 P 的 极限 点 , 所 以 在 PNM6 ,i,,… 


和 Til,i2,: 


Til ,i2, ,in,O in,1? 


又 可 以 作 如 下 的 两 个 区 间 : 
1 


当 训 =0,1 时 


(1) Til, 2 sinsintl CC 6i, 2 tintint+1’? 
(2) 人 C Bi 3 tn? 
(3) Oa. oa Mn 


(4) m6i, ,i2.. 


,inint+l 


“47， 


in 中 可 以 取 两 个 相 


我 们 假设 这 种 手续 对 本 的 自然 数 n 均 已 施行 . 于 是 对 于 每 一 无 穷 数列 


(i1, i2, i3,.** ) (ix = 1) 


我 们 有 一 个 点 


Zil ,2 3" 


与 之 对 应 . 而 这 个 点 乃 是 一 列 闭 区 间 的 交集 
Ci 站 6i1 ,i2 门 Ci 门 ..， 


中 唯一 的 一 点 . 
容易 看 到 , 两 个 不 同 的 数列 
$1, $a, 3, **°* 


对 应 于 不 同 的 两 点 za isa 和 zi 
小 数 , 那么 


“ff “ff “ff 
和 ?1) 22，，Z3， “* 
A 


本 -) .f 
?1 一 ?1，?2 = nl 三 1 tn 天 Ln 


而 两 闭 区 间 
6 和 
不 会 相交 , 从 而 
AR 3 尖 Zi ,i 
置 


S = {zai2,i9,.…} 
则 由 第 1 章 §4 之 定理 8, 知 


tnll 
| 
人 


因为 假如 n 是 满足 im 关 训 


的 诸 m 的 最 
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但 是 SC 已 所 以 
另 一 方面 


因此 巨 = c, 定理 证 毕 . 


现在 我 们 要 将 所 得 的 结果 用 到 任意 的 闭 集 上 去 . 为 此 目的 我 们 先导 入 “凝聚 点 ” 
的 概念 . 


定义 ”大 包含 点 xo 的 每 一 个 区 间 (a,b) 包含 EE 中 不 可 数 的 无 穷 个 点 , 则 zo 称 
为 五 的 凝聚 点 . 


显然 , 点 集 的 凝聚 点 是 它 的 极限 点 . 
定理 2 (E. 林 得 勒 夫 (E. Lindelaf)) ”如果 万 的 点 都 不 是 忆 的 凝聚 点 , 则 万 
至 多 是 一 可 数 集 . 


证 明 ”假如 两 端 7,R 都 是 有 理 数 的 区 间 (>, R) 中 至 多 含有 EE 的 可 数 个 点 的 话 ， 
称 这 种 区 间 (7, R) 是 “正规 ”的 .“ 正 规 * 区 间 的 全 体 显然 至 多 是 可 数 的 , 因为 根本 只 
存在 可 数 个 有 理 数 的 数 对 (~, R). 

我 们 将 证 明 , EB 中 每 一 点 (当然 假定 EB 不 是 空 集 ) 必定 含 在 某 一 个 “正规 ”区 间 
中 . 事实 上 , 设 ze 五 . 因 zx 不 是 三 的 凝聚 点 , 必 有 区 间 (a,b) 含有 点 z 而 瑟 在 (ab 
中 的 部 分 至 多 成 一 可 数 集 . 现在 取 如 下 的 有 理 数 >, 尽 : 


下 


则 (x, R) 力 是 含有 z 的 “正规 ”区 间 . 换言之 , 对 于 ze BE, 有 “正规 ”区 间 含 有 xz. 
设 “ 正 规 ” 区 间 的 全 体 是 
01, 02, 03， 二 
则 _ 
E= 》 Es, 
k=1 


其 中 每 一 个 被 加 集 至 多 是 一 可 数 集 , 所 以 EE 至 多 是 一 可 数 集 . 

推论 1 假如 万 不 是 可 数 集 , 则 至 少 有 一 个 马 的 凝聚 点 属于 五. 

今 将 此 结果 与 波 尔 查 诺 - 魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 来 对 照 一 下 : 波 尔 查 诺 - 魏 尔 斯 特 拉 
斯 定理 是 对 于 一 切 无 穷 集 而 言 , 而 此 结果 只 对 于 不 可 数 的 集 而 言 . 不 过 在 此 地 , 并 不 


需要 E 是 有 界 , 其 结果 不 但 得 到 凝聚 点 之 存在 , 并 且 知 道 存 在 着 这 种 凝聚 点 而 属于 
集 五 的 . 
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推论 2 设 刀 是 一 点 集 , 已 是 互 的 凝聚 点 的 全 体 , 则 瑟 一 已 至 多 是 一 可 数 集 . 


AWY* 


推论 3 设 忆 是 一 不 可 数 的 点 集 , PP 是 万 的 凝聚 点 的 全 体 , 那么 EP 是 一 不 
可 数 的 集 . 


事实 上 , EP = EE 一 (E 一 忆 ), 故 由 第 1 章 83 之 定理 10, 知 5P 是 一 不 可 数 集 . 
推论 3 实际 上 包含 推论 1. 


定理 3 设 集 已 是 不 可 数 的 集 . 则 互 的 凝聚 点 的 全 体 PP 成 一 完满 集 . 


证 明 ” 先 证 P 是 闭 集 . 设 zo 是 P 的 任 一 极限 点 , 任 取 含有 zo 的 区 间 (a,5b)， 
其 中 至 少 含有 PP 的 一 个 点 z. z 是 忆 的 凝聚 点 , 所 以 (a,6b) 中 含有 五 的 不 可 数 个 的 
点 . 就 是 说 , 包含 zo 的 任何 区 间 (a,5) 中 含有 5 的 不 可 数 个 的 点 , 从 而 zo 自己 也 
是 五 的 凝聚 点 , 即 zo € P. 所 以 P 是 一 闭 集 . 

其 次 证 明 已 无 孤立 点 . 设 zo e 已 (a,b) 是 包含 zo 的 区 间 , 则 Q = E(a,b) 是 不 
可 数 的 集 . 由 定理 2 之 推论 3, Q 含有 不 可 数 个 @ 的 凝聚 点 . 因 Q c E, 所 以 8 的 
效 聚 点 也 是 EE 的 凝聚 点 , 因此 Q 中 (也 可 以 说 在 (a,b) 中 ) 必 含 有 不 可 数 个 PP 的 点 . 
所 以 含有 zo 的 任何 区 间 含 有 不 可 数 个 P 的 点 . 是 必 zo e P'. 定理 证 毕 . 


定理 4 (G. 康 托 尔 -I. 本 迪克 松 (I. Bendixson)) ”每 一 个 不 可 数 的 闭 集 万 可 
以 写成 
F=P+D, 
其 中 PP 为 完满 集 , D 至 多 是 一 可 数 集 . 
证 明 事实 上 , 假使 已 表示 F 的 所 有 凝聚 点 的 集合 , 则 PcFh 而 D=F_P 
至 多 是 一 可 数 集 . 
推论 ”不 可 数 的 闭 集 , 其 势 是 c. 


第 二 章 的 习题 
1. 若 f(z) 是 在 闭 区 间 [ac, 呈 上 所 定义 的 连续 函数 , 则 对 于 任何 实数 c, 满足 f(z) > c 的 z 全 
体 成 一 闭 集 . 

每 一 个 闭 集 是 可 数 个 开 集 的 交集 . 

. 证 明 区 间 (a, 5b) 不 能 表示 成 两 两 不 相交 的 闭 集 的 和 集 . 

. 试 拓 广 隔离 性 定理 于 无 界 闭 集 . 

. 证 明 用 十 进 制 小 数 表示 [0, 1] 中 的 数 时 , 其 用 不 着 数字 7 的 一 切 数 成 一 完满 集 . 

. 将 点 集 [0, 1] 表示 为 c 个 无 共同 点 的 完满 集 的 和 集 . 


中 呈 上 则 bb 


， 50 ， 


10. 


12. 
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.证明 [0, 1] 中 无 理 数 的 全 体 不 可 能 表示 为 可 数 个 闭 集 的 和 和 集 . 
: 试 在 [0, 1] 上 定义 一 个 函数 yp(z), 它 在 任 一 有 理 点 为 不 连续 , 但 在 任 一 无 理 点 为 连续 . 
， 证明 在 [0, 1] 上 不 可 能 定义 一 个 如 下 的 函数 , 它 在 每 一 个 有 理 点 为 连续 而 在 每 一 个 无 理 点 为 


不 连续 . 


如 果 f(z) (a < xz < b) 具有 下 面 的 性 质 : 对 于 任意 的 c,Z(f(z) > c) 与 Z(f(z) < c) 常 为 
闭 集 , 则 f(z) 是 一 连续 函数 . 


: 假如 点 集 E 被 区 间 系 兄 ! 所 覆盖 , 则 叫 中 有 可 数 子 系 路" 即 可 覆盖 EE (E. 林 得 勒 夫 ). 


证 明 任 何 点 集 的 内 点 的 全 体 成 一 开 集 . 
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81. 有 界 开 集 的 测度 


在 实 变数 函数 论 中 点 集 的 测度 概念 很 是 重要 . 它 是 区 间 的 长 , 矩形 的 面积 , 以 及 
平行 六 面体 的 体积 等 等 这 种 概念 的 扩充 . 本 章 叙 述 H. 勒 贝 格 (H. Lebesgue) 的 线性 
测度 , 但 是 仅 就 线性 有 界 集 而 言 . 

由 于 开 集 具 有 极 简单 的 结构 , 所 以 我 们 从 开 集 说 起 . 


定义 1 区 间 (a,b) 的 测度 , 就 是 它 的 长 b 一 a. 记 以 
m(a,b) 一 0 一 Q， 


显然 总 有 m(a,b) > 0. 
引 理 1 如 果 区 间 A 中 含有 有 限 个 不 相 重 登 的 区 间 61,62,…… ,6 则 
SY < mA. 
大 一 1 
证 明 设 
A = (4,B), Ok = (Qk, bk) (k= 1,2,.…: 1 7). 
不 损害 一 般 性 , 我 们 不 妨 假设 


Ql <a2<A3< :< an. 


从 而 


bk < Qk+1 (k= 1 nC 1), 
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这 是 因为 5 与 b+1 不 相 重 公 之 故 . 所 以 
=(B—bn)+(an— bn-1)+:…+ (a2 —b1)+ (a 一 A) 


不 是 负数 . 因此 , 显然 有 
mA = >》 ， mok 十 已， 


大 一 1 


由 此 得 引 理 的 证 明 . 
推论 ”如果 区 间 A 中 含有 可 数 个 不 相 重 登 的 区 间 64.(k = 1,2,:…), 则 


好 moxr < mA. 


k=1 


[对 于 正 项 发 散 级 数 若 记 其 和 为 +oo, 则 凡 正 项 级 数 必 有 和 . 正 项 级 数 》 a 满 


k=1 


足 ae < C 时 , 它 是 收敛 级 数 | 


k=1 


定义 2 设 G 是 不 空 的 有 界 开 集 , 则 其 一 切 构 成 区 间 之 长 的 和 称 为 G 的 测度 . 
mG = 2 


[记号 > 表示 Dom 3 或 Dm 视 集 {56} 为 有 限 或 可 数 而 定 ]. 
由 上 面 所 述 的 推论 ， 知 


即 


mG < +oo. 


如 果 集 G 是 空 集 , 则 定义 
mG = 0, 
所 以 , G 是 一 开 集 的 话 , 则 mG > 0. 假如 A 是 一 包含 开 集 G 的 区 间 , 则 由 上 述 推 
论 知 
mG < mA. 
例 ( 康 托 尔 的 开 集 Go) ” 康 托 尔 的 开 集 Go 是 经 过 一 系列 的 步骤 而 得 的 . 第 一 
1 LL es > 7 8 

步 是 取 一 个 长 为 的 区 间 (§ 3) | 第 二 步 是 添加 两 个 区 间 :( 5 ) 及 (了 5)， 
每 一 区 间 之 长 是 5 第 三 步 是 添加 四 个 区 间 , 每 区 间 之 长 是 二 依 此 类 推 

故 得 , 


1 2 
mGo=3+gt+a7+"=1. 
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定理 1 设 Gl,G2 是 两 个 有 界 开 集 . 若 G1 C Gy。 则 
IaC1 < 70C2， 


证 明 设 6i(i = 1,2,3,…) 及 Ak(k = 1,2,3,…) 分 别 是 G; 及 G。 的 构成 
区 间 . 

由 第 二 章 85 之 定理 4, 每 一 个 区 间 6; 必定 含 在 某 一 个 ( 且 只 有 一 个 ) 区 间 AN， 
之 中 . 把 区 间 集 {6;} 划分 出 如 下 的 不 相交 的 子 集 A1, 42, 43,… : 当 5 cC Ar 时 , 称 
6i 在 Ak 之 中 . 由 二 重 级 数 的 性 质 , 得 


mG1 = 》 m6; = >》 ( bp ma 。 
天 OiEAR 


由 引 理 1 之 推论 


> mo < mAk, 
OiEAk 


由 是 ， 
mG1 < >》 mmAnk = mG2. 
k 
推论 。 有 界 开 集 G 的 测度 是 一 切 可 能 包含 G 的 有 界 开 集 的 测度 的 下 确 界 . 
定理 2 若 有 界 开 集 G 是 有 限 个 或 可 数 个 不 相 重 登 的 开 集 Gk 的 和 集 : 


G= > Ge: (GkGk = 全， k @#k'), 
无 


则 
mG = mGk. 
大 


这 个 性 质 称 为 完全 可 加 性 , 即 开 集 的 测度 具有 完全 可 加 性 . 


证 明 设 5 (i= 1,2,3,…) 是 Gi 的 构成 区 间 , 则 每 一 个 5 也 是 G 的 构成 
区 间 . 实际 上 , 5 C G. 所 要 证 的 是 5(*) 之 两 端 都 不 属于 G. 假如 5 的 右 端 属 
于 G, 则 jy 必 属 于 某 一 个 Gh, (显然 的 ,kk 关 k, 因为 jv 不 属于 Gk). 然而 Gp: 是 一 开 
集 , 4 必 属 于 它 的 一 个 构成 区 间 之 中 . 设 


H E 6*), 
则 549 与 3) 有 共同 点 , 这 是 与 GkGw = G 相 冲 突 的 . 同样 , 5(5 的 左 端 也 不 属于 
G. 


由 是 , 一 切 5” 都 是 G 的 构成 区 间 . 另 一 方面 , G 中 任 一 点 必 属 于 一 个 6. 这 
些 54%) 两 两 相 异 . 所 以 集 


{6®} (i=1,2,...; k=1,2,...) 
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的 确 是 G 的 构成 区 间 的 全 部 . 
因此 , 从 


mG = Dm = 5 (5 me] =- Dm 
《大 k i k 
得 到 所 要 的 结果 . 


如 果 G = > Gk 中 诸 被 加 集 不 是 两 两 不 相交 , 那么 结果 要 略 加 更 动 . 首先 证 明 
两 个 引 理 : 


引 理 2 ”假如 [P,Q|] 被 有 限 个 区 间 所 成 之 集 及 = {( 和 ,1)} 所 履 盖 , 则 
Q—-P< Dm(M, pn). 
H 


证 明 我们 从 五 依 下 面 的 手续 选取 一 个 部 分 集 H* : 首先 从 取 一 个 包含 P 
的 区 间 (A1, p11): 
A<P<p 


(这 种 区 间 至 少 存在 一 个 ). 如 果 ji > 8, 则 区 间 (和 1,pw1) 即 为 所 要 的 H*. 
如 果 ji < @, 则 因 jy ee [PQ], 从 五 中 取 一 个 包含 yi 的 区 间 (M2, 12): 
M2 < HI < /2. 
如 果 jo > Q@, 则 (A1,p1) 和 (Xz,12) 组 成 及 *, 而 手续 终了 . 
如 果 jo < @, 则 因 jo € [P,Q], 从 五 中 取 一 个 包含 jo 的 区 间 (XN3, 3) : 
A3 < J2 < 3. 


如 果 js > @, 则 手续 完毕 . 如 果 js < @, 则 我 们 可 以 再 继续 进行 同样 的 手续 . 
但 五 是 一 个 有 限 区 间 集 , 而 我 们 进行 上 述 手 续 时 , 每 次 取出 的 区 间 必 与 已 经 取 
出 的 不 同 , 因为 它们 的 右 端 适合 于 


HL<H2<H3<…: 


的 缘故 . 所 以 这 种 手续 不 能 无 限制 地 进行 , 最 后 必 有 jx 居 Q 的 右 方 . 
设 


Hn > 已， 
而 jn_1 < @, 则 我 们 的 手续 至 第 n 回 而 告终 止 . 
n 个 的 区 间 
(A1, Ai )， (A2, 12)， 2 (Mn, An ) 


组 成 H*. 由 上 述 的 取 法 ， 


Apr1 < Hk (k=1,2,..,n—1). 
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所 以 
n nl 
》 (从 一 Xk) > 》(Ak+l 一 Ak)+(n — Mn) = pn — A 
k=]1 k=1 
又 因 
Hn 一 和 1 > Q ES 
所 以 
Q-P<》> (一 Ah)， 
k==1 
由 是 更 有 
Q@-P<2> (一 人 
H 
引 理 3 设 区 间 A 是 有 限 个 或 可 数 个 开 集 Gk 的 和 集 : 
A= 》 Gh， 
天 
则 
mA < >》 mGrx. 
天 
证 明 设 A= (4,B). 又 设 Gi 的 构成 区 间 是 bf = 1,2,…). 设 0<e< 
=, 则 A 含有 [4 +e，B - a]. 此 闭 区 间 [4 + se，B -可 被 区 间 集 5%)(i = 


1,2,… ;大 = 1,2,…) 所 覆盖 . 应 用 第 二 章 82 中 的 博 雷 尔 定理 , 存在 有 限 个 区 间 
6() (s =1,2,...,n) 


覆盖 [4 +s, B 一 oj 中 一 切 点 . 因此 , 由 引 理 2， 


n 
B-A-2e<S me). 


Bs} 


所 以 更 有 
B-A-2e<Y mi => (Pm) = 》mGk. 
1 k 


大 k 


但 se 是 一 任意 的 正 数 , 故 得 


B-Ag»》 mGe:. 
k 
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定理 3 ”如 果 有 界 开 集 G 是 有 限 个 或 可 数 个 开 集 Gi 的 和 集 
G= YY Gn 
天 


则 
mG < >》 7nGK- 
k 


证 明 设 Ai(i = 1,2,…) 是 G 的 构成 区 间 , 则 


mG = Yj mAs. 
但 
Ai=Ai》Gx=》(AiGn)， 
大 大 
由 引 理 3， 
mA; < >》 rm(AiGA)， 
大 
因此 
mG<》、 > nco| = 四 入 外 nco| (*) 
i 天 k t 
男 一 方面 ， 


Gk = GEND_ Ai= > (AGL). 


由 于 (注意 : 这 是 要 点 !) 上 式 右 方 之 任何 两 项 为 不 相交 (因为 当 i 关 i 时 
AiAi = 2@), 所 以 从 定理 2, 得 到 


Dm(AiGk) = mGr. (**) 
比较 (*) 和 (**) 即 得 所 要 的 结果 . 


§2. 有 界 闭 集 的 测度 
设 下 是 一 不 空 的 有 界 闭 集 , S 是 包含 下 的 最 小 闭 区 间 , 则 5,F (由 第 二 章 $3 定 
理 5) 是 一 有 界 开 集 , 所 以 它 有 一 定 的 测度 mm[。 右 . 现在 我 们 来 定义 有 界 闭 集 的 测度 . 
定义 1 设 F 是 一 不 空 的 有 界 闭 集 , 5 = [4,B] 是 包含 下 的 最 小 闭 区 间 , 则 定 
义 下 的 测度 
mF=B-A—mlbsr. 
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对 于 空 的 闭 集 , 其 测度 不 必 再 下 定义 , 因为 空 集 同 时 也 是 开 集 , 它 的 测度 我 们 已 
定义 作 0. 不 空 的 有 界 闭 集 不 能 同时 是 一 开 集 , 所 以 不 必定 义 又 开 又 闭 的 集 的 测度 . 

我 们 考察 下 面 几 个 例子 . 

1. 玉 = [ao 此 时 S$ = [as 已 =0. 故 


mla,b| =b— a, 


即 : 闭 区 间 的 测度 等 于 其 长 . 
2. 下 为 有 限 个 两 两 不 相交 的 闭 区 间 的 和 集 


F = {a,b] + (a2,b2| + :+ [an, bnl. 
假设 这 些 闭 区 间 的 次 序 已 经 安排 好 , 使 得 
bk <agti (Fk=1,2,..… ,nC— 1), 
则 
9 = [ai,bn], CsF = (b1,02) + (b2,a3) + :+ (bn_1,an). 
因此 ， 


n—l1 


mF =bn—a— Y》 (akti— bk)= > (bk — ak). 
1 


k=1 
这 就 是 说 : 对 有 限 个 两 两 不 相交 的 闭 区 间 的 和 和 集 而 言 , 它 的 测度 等 于 这 些 闭 区 间 的 
长 度 的 和 . 
3. 设 F=Ph, ( 康 托 尔 的 完满 集 )， 则 5 三 [0， 1],CsF = Go. 由 是 ， 


mi =- 1=0. 


所 以 康 托 尔 的 完满 集 马 的 测度 等 于 0. 耐人寻味 的 是 : 与 此 对 照 , P 的 势 是 c. 这 样 
看 来 , 势 为 c 的 集 , 其 测度 可 能 等 于 0. 


定理 1 有 界 闭 集 下 的 测度 决 不 是 负数 . 
证 明 ”利用 定义 1, [.Pc(4,B). 由 381 的 定理 1， 


m(LsF) < m(A,B)=B- A, 


mr 二 0. 
引 理 1 设 玉 是 含 在 区 间 A 中 的 有 界 闭 集 , 则 


mF = mA — mlbaF]. 
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证 明 [LAF 是 一 开 集 , 所 以 引 理 1 是 有 意义 的 . 今 设 A = (4, 了 B), 又 设 包含 下 
的 最 小 财 区 间 是 5 = [ab (图 8). 


易 知 
baF 二 bE 十 5 已 


上 上 式 中 右边 两 个 开 集 是 不 相交 的 . 根据 (81 定理 2 所 说 的 ) 测度 的 可 加 性 , 就 有 
mlCaF] = mlCaS] + mlCsH]. 

因 CaS = (4,a) + (6b, B), 故 
mlCaS] = (a— A)+(B -5). 


因此 ， 
mlbaF] = (B- A)-(b—a)+mlbsH), 


由 此 可 得 所 要 证 的 结果 . 
定理 2 设 下 ,是 两 个 有 界 闭 集 . 如 果 五 C 玖 , 则 
mh < mF,. 
证 明 设 A 是 包含 记 的 一 个 区 间 , 则 不 难 相信 
CaF 2 bak, 


因此 
mlbaRl > mlbaF,), 


再 应 用 上 述 之 引 理 即 得 . 
推论 ”有 界 闭 集 下 的 测度 是 下 一 切 可 能 含 在 玉 中 的 闭 集 的 测度 的 上 确 界 . 
定理 3 设 夏 是 一 闭 集 , G 是 含有 下 的 有 界 开 集 , 则 
mF < mG. 
证 明 设 人 是 包含 G 的 一 个 区 间 , 则 


A=G+lar 
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由 81 定理 3, 得 
mA < mG + mlbaF), 


再 用 引 理 1 即 得 mF < mG. 
定理 4 有 界 开 集 G 的 测度 是 一 切 可 能 含 在 G 中 的 闭 集 的 测度 的 上 确 界 . 


证 明 ”由 定理 3, 我 们 已 知 mG 是 G 一 切 可 能 含有 的 闭 集 F 的 上 确 界 , 其 测度 
mF < mG. 现在 只 要 证 明 FF 的 测度 可 以 任意 接近 于 mG 即 可 . 
设 G 之 构成 区 间 是 (Xx,px) (k = 1,2,…), 则 


mG = >》_ (ux — Mt). 
对 于 任意 的 正 数 =, 取 nn 充分 大 , 使 下 式 成 立 : 


Dr — NM) > mG — 3. 
k=1 


然后 对 于 每 一 个 k(k = 1,2,:… ,n), 作 如 下 的 闭 区 间 [ax, Bk] : 


[ak Bk] C (Mgy HR), mlax, Br] > m(Ak, Kk) 一 


、 一 人 Ap E 
( 取 nm 适合 0 < nk < min 哲 ,下 | ,而 时 Qk = Mk + nk, Bk = Hk — Nk 就 行 ). 设 


Fo = 》 lax, Bk), 


k= 二 1 
则 而 是 含 在 G 中 的 一 个 闭 集 , 它 的 测度 
mF = D6 -0x) > Dl -和 M) -5>mG-e. 
因 s 是 一 任意 的 正 数 , 所 以 定理 证 毕 . 
定理 5 有 界 闭 集 下 的 测度 是 一 切 可 能 包含 FF 的 有 界 开 集 的 测度 的 下 确 界 . 


证 明 ”如 同 前 定理 一 样 , 只 要 证 明 : 包含 FF 的 有 界 开 集 的 测度 可 以 任意 的 接近 
于 mF 好 了 . 
取 一 个 包含 FF 的 区 间 A. 对 于 任 一 正 数 <, 由 定理 4, 有 闭 集 5 满足 


GcCbaF, mE > mlbaF|-e. 


Go = bag, 
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则 Go 是 包含 FF 的 开 集 , 并 且 
mGo=mA—m$ <mA- mCaF]+e=mF+e. 
因此 定理 证 毕 . 
定理 6 设 有 界 闭 集 FF 是 有 限 个 不 相交 的 闭 集 的 和 集 : 


下 =》 F. (FF = 大头 好)， 


=1 
则 


mF = Sa 
大 一 1 


证 明 ”本 定理 对 n = 2 时 来 证 明 就 行 了 . 设 
下 一 下 十 本 (FiF,= 2). 
对 于 任 一 正 数 <, 根据 定理 5, 取 如 下 的 两 个 有 界 开 集 Cl，G2 : 
Gi I FF, mGi<mF+ > (i = 1,2). 
今 置 
G = G1 +G,, 
则 G 是 一 个 包含 F 的 有 界 开 集 , 并 且 显 然 的 ， 


mm 和 ne 和 0Cl 十 ?nnC2 <7mE 十 InFo 十 E， 


由 于 s 是 任意 的 , 故 得 


mF < mh +mh,. (*) 

另 一 方面 , 由 于 隔离 性 定理 , 存在 着 如 下 的 开 集 Bi, B2 : 

Bi;iD 玉 (=12)，BiB = 
又 对 于 任意 的 正 数 es, 可取 一 个 如 下 的 有 界 开 集 G : 
GIOF, mG <mF+e. 
两 个 有 界 开 集 BIG 和 Ba2G 是 没有 共同 点 的 , 并 且 分 别 包含 着 及 和 忆 . 因此 
mF +mFz < m(BiG)+m(B2G) = mlBiG + B2zG] 

(此 地 我 们 用 到 开 集 的 测度 的 可 加 性 ). 因 B1G + BG C G, 故 


m+mF <mG <mrF+ie. 
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但 < 是 任意 的 , 所 以 


m+mFr < mF. (**) 
由 (*) 与 (**), 得 到 
mF = mF i+mF. 


§3. 有 界 集 的 内 测度 与 外 测度 


定义 1 有 界 集 互 的 外 测度 m* 是 一 切 可 能 包含 巨 的 有 界 开 集 的 测度 的 下 
确 界 , 即 
mE= dnf {mo}. 
那么 显然 的 , 一 切 有 界 集 E 都 有 外 测度 m*E: 


0 芯 7 已 < 十 cc. 
定义 2 ”有 界 集 互 的 内 测度 m. 忆 是 一 切 可 能 含 在 忆 中 的 闭 集 的 测度 的 上 确 
界 , 即 
mE = Sup {mF}. 
FCE 
那么 显然 的 , 一 切 有 界 集 EB 都 有 内 测度 : 
0 < mE < +oo. 
定理 1 假如 G 是 一 有 界 开 集 , 则 
mG= mG = mG. 
本 定理 由 81 定理 1 的 推论 及 82 定理 4 即 明 . 
定理 2 假如 FF 是 一 有 界 闭 集 , 则 
nF =mF = mr 
本 定理 由 82 定理 2 的 推论 及 定理 5 即 明 . 
定理 3 ”对 于 所 有 的 有 界 集 忆 ， 
mbE<mE. 


证 明 设 G 是 包含 电 的 有 界 开 集 , FF 是 含 在 五 中 的 闭 集 , 则 下 cG. 由 2 中 
定理 3, 知 mF < mG. 因此 


mE < ma. 
上 式 对 于 一 切 包 含 EB 的 有 界 开 集 G 都 成 立 , 故 得 


mE<mE. 
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定理 4 假如 有 界 集 BB 含有 4, 则 
mA<mB, mA<mB. 


证 明 ”上面 两 个 不 等 式 的 证 明 相仿 . 我 们 只 要 证 明 第 一 式 即 行 . 设 3 是 4 的 
所 有 闭 子 集 的 测度 所 组 成 之 集 , T 是 B 的 所 有 闭 子 集 的 测度 所 组 成 之 集 , 则 


mA=sups, mB = sup1. 
设 下 是 4 的 任 一 闭 子 集 , 则 下 同时 是 B 的 闭 子 集 , 因此 
SCI, 


由 于 任何 一 个 集合 的 子 集 的 上 确 界 不 超过 这 个 集合 本 身 的 上 确 界 ， 从 而 supS < 
supT, 是 即 m.A < mB. 


定理 5 假如 有 界 集 妃 是 有 限 个 或 可 数 个 集 EB 的 和 集 


E=Y E, 
k 


nbE< >》 mE,. 
天 
证 明 ”假如 5 m*。 是 一 发 散 级 数 , 则 定理 自 真 . 今 设 级 数 立 m* 忌 是 收敛 
的 . 对 于 任意 的 正 数 = 有 如 下 的 有 界 开 集 Gi : 
GE I Ek, mGk < m* B+ (R= 1,23..-.). 


设 A 是 包含 鳌 的 某 一 区 间 , 则 EC A Gk. 因此 由 $1 定理 3， 
上 


mE<m [Ae =m ee 
无 k 
< >》 mmCGn < 》 mEr+e, 
天 天 


因 = 是 任意 的 正 数 , 故 由 上 式 得 到 所 要 的 结果 m*E < mE 


< >_m(AG:) 
大 


定理 6 假如 有 界 集 媚 是 有 限 个 或 可 数 个 不 相 重 登 的 集 玲 的 和 集 : 


E=_E. (EkE.=%,k#k), 
大 


mbE> >》 ms 本 
天 
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证 明 首先 考察 Nn 个 集 bi, E2,- I ; En. 对 于 任意 的 正 数 E, 有 如 下 的 闭 集 Fr ， 
下 CC 下，mn 肥 >ms 下 一 = (R= 1 9537 7). 


今 n 个 集 所 ,2,… ,Fn 之 间 两 两 不 相交 , 其 和 集 》 及 是 一 闭 集 . 由 82 的 定 
大 一 1 
理 6, 得 


mbm 阳 天 大 
大 一 1 


因为 s 是 任意 的 , 所 以 


也 La 
一 >》 mn 及 2 >》 ms 可 一 人 
三 1 


hb=1 


7 
。 mx Er < mk. 
E=1 


这 样 , 本 定理 对 于 E 是 有 限 个 集 的 和 集 时 已 成 立 . 假如 E 是 可 数 个 集 的 和 集 
时 , 则 因 上 式 对 于 所 有 的 n 为 真 , 所 以 》 mEk 是 一 收敛 级 数 , 并 且 
大 


CO 
》 mE: < mE. 
= 


如 果 将 Ei, E2,.…. 两 两 不 相 重 玖 的 条 件 除 去 , 则 定理 不 复 成 立 . 例如 
El=[0,1], E22=|[0,1], E=E+E,, 
则 mE=1, 而 mB + mBE2 = 2. 
定理 7 设 妃 是 一 有 界 集 , A 是 包含 己 的 区 间 , 则 
mE+m:lbaAE) = mA. 
证 明 ”对 于 任 一 正 数 s, 取 闭 集 焉 使 
FCCaAE, mF >m.[CAE|-—e. 

设 G= [aF, 则 G 是 包含 已 的 有 界 开 集 . 利用 82 的 引 理 , 得 

mE<mG=mA-mF<mA—m.lCAE]+e. 


因 <s 是 任意 的 , 所 以 
mE+mlCaAE) < mA. 


下 面 我 们 为 得 到 与 上 式 相 反 的 不 等 式 : 


mE mv*[CA 五 ] > 7mnA， (*) 
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需要 更 精致 的 论述 . 
取 <s > 0, 作 有 界 开 集 Go, 使 


GoDE, mGo<m’E+ = 
设 A = (4,B), 又 作 含 在 (4, B) 中 的 区 间 (a,b) 使 满足 
5 € 
4<a<4+3， BB- Ob B; 


置 
G = AGo + (A,a) + (b, B), 


则 G 是 一 个 包含 BE 的 有 界 开 集 , 并 且 


mG <mG+e. 


此 外 , 集 下 = CAG 又 可 写 为 下 = [abncG, 它 是 一 个 有 界 闭 集 , 这 结果 在 此 地 
是 很 重要 的 . 又 因 F C CAB, 所 以 


mx[CaE) mF=mA—mG >mA—-m’*E—e. 


由 于 = 是 任意 的 , 由 上 式 即 得 (*). 定理 已 证 毕 . 
推论 ” 设 区 间 A 含有 点 集 瑟 , 则 


mCaAE]l— mbaAE] = mE— m.E. 
证 明 ”将 定理 用 到 点 集 CAE 上 , 则 得 
m’*[baAE]+m:E = mA, 


因此 
m’[CAE]+mE = mE+m:[CaE), 


由 是 即 得 所 要 求 的 结果 . 


84. 可 测 集 


定义 ”如 果 有 界 集 巨 的 内 测度 和 外 测度 相等 , 则 称 已 是 一 个 可 测 集 ， 这 时 瑟 
的 内 测度 或 外 测度 的 数值 就 称 作 互 的 测度 , 记 为 m 忆 


mE =mE = mb. 
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这 种 测度 概念 的 规定 法 归功 于 勒 贝 格 , 因此 有 时 称 这 种 可 测 集 是 “ 依 勒 贝 格 的 
意义 是 可 测 的 ”, 或 简称 为 “( 工 ) 可 测 ”. 

如 果 五 不 是 可 测 集 , 则 不 能 言 其 测度 , 那 时 mE 就 没有 意义 . 特别 对 每 个 无 界 
集 , 我 们 都 认为 是 不 可 测 的 @. 


定理 1 有 界 开 集 是 可 测 集 , 且 新 定义 的 测度 与 81 中 所 说 的 是 一 致 的 . 
这 是 83 定理 1 的 直接 结果 . 又 由 83 定理 2, 还 可 导出 下 面 的 定理 : 
定理 2 有 界 闭 集 是 可 测 集 , 且 新 定义 的 测度 与 82 中 所 说 的 是 一 致 的 . 
又 由 83 定理 7 之 推论 可 得 : 


定理 3 如果 媚 是 含 在 区 间 人 中 的 有 界 集 , 则 轧 和 CAE 同时 为 可 测 或 同时 
为 不 可 测 . 


比较 $3 的 定理 5 与 定理 6 又 得 : 
定理 4 假如 有 界 集 巨 是 有 限 个 或 可 数 个 两 两 不 相交 的 可 测 集 的 和 集 : 


E=》 E. (EE= 82,k#k’), 
kk 
则 五 是 一 可 测 集 , 且 
mE = >》 mE:. 
大 
其 证 明 从 下 面 的 一 串 不 等 式 就 可 明白 : 
>》 mE 一 D>_m. Ek. <MmE<mE< >》 mE = >》 mE:. 
k 天 天 
这 结果 叫做 可 测 集 的 完全 可 加 性 . 


在 最 后 所 证 的 定理 中 , 我 们 假定 被 加 集 是 两 两 不 相交 的 . 现在 我 们 把 这 个 限制 
除去 , 来 讨论 有 限 个 可 测 集 的 和 集 . 


定理 5 有 限 个 可 测 集 的 和 集 是 一 可 测 集 . 
证 明 设 
五 = 》 BE, 
k=1 
其 中 E(k = 1,2,… ,n) 都 是 可 测 集 . 
对 于 任 一 正 数 <, 对 每 一 个 作 如 下 的 闭 集 所 及 有 界 开 集 GL.: 


Fr CErCGk, mGr— mF < = (R= 112s ls 


9 在 本 书 第 十 七 章 里 可 以 将 可 测 概念 扩充 到 某 些 无 界 集 上 去 . 
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下 一 Sp SV oh, 
k=1 k=1 
则 FF 是 一 闭 集 而 G 是 一 有 界 开 集 , 且 
FcCcECcCG, 
从 而 得 到 
mF <mE<mE< mG. (*) 
但 集 G -FF 是 一 有 界 开 集 ( 因 G 一 = GnCP), 它 是 可 测 的 . 还 有 集 FF 也 是 
可 测 的 . 因 FF 与 G 一 下 不 相交 , 所 以 应 用 上 一 定理 于 
G=F+(G—A), 
即 得 
mG = mF +m(G — HF), 
从 而 
mG—F)=mG— mrF. 
同 理 得 到 
mGk— Fi)=mGre — mF (k=1,2,..: ,nn). 
因 G 一 FF 与 Gk 一 Fx 都 是 有 界 开 集 , 所 以 从 
G—FcY(Ge- Fh) 
k=1 


及 81 中 的 定理 得 到 


mG- F< Ym(Ge— F), 
大 二】 


由 是 


mG— mF < >》 [mGn — mF| < <. 
k=1 


由 上 式 及 (*), 万 得 
mE—msFE<e, 
因 < 是 一 任意 的 正 数 , 所 以 


mE= mb. 


定理 6 有 限 个 可 测 集 的 交集 是 可 测 的 . 
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证 明 设 ， 
E=|1I|E, 
k=1 
其 中 Ei 都 是 可 测 集 . 设 区 间 A 包含 所 有 的 Ei, 那么 易 见 
CAE = SCaB,. 
天 一 1 


两 集 CAEx 与 Ex, 同时 为 可 测 , 故 由 定理 5, 知 CAE 是 一 可 测 集 . 因此 五 是 一 
可 测 集 , 这 就 是 所 要 证 明 的 . 


定理 7 两 个 可 测 集 的 差 是 一 可 测 集 . 


证 明 设 
E= bE-— E,, 
其 中 Ei 与 Bz 都 是 可 测 集 . 设 区 间 A 包含 Ei 及 Eo, 则 
E= EnNbaE,, 
因此 由 定理 6 得 定理 7. 


定理 8 ”假设 除了 定理 7 中 诸 条 件 外 , 再 加 上 条 件 五 ; D E2, 则 


mE = mE: 一 7 已 2. 


证 明 显然， 
El=E+E, (EE;» = @), 
故 由 定理 4， 
mE = mE + mbE,, 
由 是 即 得 所 要 的 结果 . 


定理 9 假如 有 界 集 妃 是 可 数 个 可 测 集 的 和 集 , 则 马 是 一 可 测 集 . 
证 明 设 


置 
Al = bi, A2 = Ez — Bl;:… , Ak = Ex — (Bi + Ek-1),.…: ) 
则 _ 
5- 立 4 
天 一 1 


此 式 中 的 hi 都 是 可 测 集 , 并 且 两 两 不 相交 . 故 由 定理 4, 知 B 是 一 可 测 集 . 
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本 定理 假定 为 有 界 , 这 条 件 不 能 去 掉 . 例如 = 加 ,月 , 其 和 集 成 - 


[0, +eo) 并 非 可 测 . (在 定理 5 中 , 5 是 有 限 个 可 测 集 的 和 集 , 所 以 为 有 界 这 一 条 
件 是 自然 满足 的 .) 
定理 10 “可 数 个 可 测 集 的 交集 是 可 测 的 . 
证 明 设 _ 
E=||E:, 
其 中 下 都 是 可 测 集 . 因 巨 CI, 故 忆 是 _ 有 界 集 设 A 是 任何 一 个 包含 E 的 区 


间 , 又 设 
4 一 AEk (k=1,2,3,...), 


则 
E=AE=AlIlE:= |[[(AE:)= [I 4:. 


大 一 1 天 一 1 k=1 


易于 验证 
bxB 一 > CA4h， 
1 三 1 
由 定理 9, 知 CAE 是 可 测 集 . 又 由 定理 3, 知 瓦 是 一 可 测 集 . 
下 面 两 个 定理 在 函数 理论 中 颇 为 重要 . 
定理 11 设 己 ,2, E33, 都 是 可 测 集 . 如 果 


EliCE2C EsC.:.. 


且 巨 = 》_ Ek 为 有 界 , 则 
k=1 
mE = lim [mbEnl. 


证 明 ”容易 明白 , 点 集 可 用 下 式 表示 : 
E=BEi+(E— EE)+(E3— EE)+ (Ea ~ EB3)+.:- 
其 中 任何 两 项 都 不 相交 . 由 定理 4 及 定理 8， 


DO CO 
mE = 1 五 ; 十 >》 mm( RPR+1 一 Ek)= mbEi+ >》 [mEkr 一 mErkl. 
k=1 k=1 


根据 无 穷 级 数 和 的 定义 , 上 式 可 改写 为 


有 一 】 

mE = lim {ms 十 y [mEk+ri 一 me = limmbe: 

也 一 OO TN- OO0 
k=1 


定理 证 毕 . 
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定理 12 ” 设 i, Ez, 3,..… 都 是 可 测 集 , 忆 二 T Ek. 如 果 
k= 二 1 


A 
则 
mE = lim [mEnl. 
证 明 ”这 个 定理 易于 归结 为 上 一 定理 , 事实 上 , 任 取 一 包含 El 的 区 间 A, 则 
CAE CLaE CtlaEs cc..., 
CAB = YCab. 
k=1 


从 定理 11, 得 
m(Ca BE) = lim [Im(Ca En)), 
此 式 可 以 改写 为 : 
mA—mbE = im [mA 一 mbEn|. 
故 定理 得 证 . 


§5. 可 测 性 及 测度 对 于 运动 的 不 变性 


设 4 和 B 是 两 个 集 , 集中 元 素 是 具有 某 种 性 质 的 东西 . 如 果 有 如 下 的 一 种 规则 : 
对 于 4 中 任 一 元 素 a, 在 B 中 有 一 -个 并 且 只 有 一 个 元 素 b 与 它 对 应 , 那么 这 个 对 应 
是 将 4 单 值 地 上 映射 于 B 上 . 此 时 B 中 任 一 元 素 不 一 定 在 4 中 有 它 的 对 应 元 素 . 映 
射 的 概念 是 函数 概念 的 直接 扩充 . 设 ae 4, a 在 B 中 的 对 应 元 素 常 记 为 f(a): 

b= f(a). 

此 时 称 为 a 的 像 , 而 称 a 为 5 的 原 像 . 一 个 元 素 可 能 有 几 个 原 像 . 

设 4* 是 4 的 一 个 子 集 ，B* 是 4* 中 元 素 的 像 的 全 体 ( 意 即 当 a e 4* 时 
f(a) €E B*; 又 当 be B* 时 , 4* 中 至 少 有 一 个 a 适合 f(a) = b). 此 时 称 B* 为 集 A* 
的 像 , 而 写成 

B* = f(A*). 

称 4* 为 B* 的 原 像 . 

这 是 映射 的 一 般 概 念 . 下 面 所 讲 的 映射 是 一 种 很 重要 的 特殊 形式 . 

定义 1 设 RR 是 实数 的 全 体 , p(z) 是 一 个 单 值 映 射 , 当 xz € 民 时 , 得 一 实数 
o(z). 如 果 对 于 任何 两 个 实数 z 和 y, 像 点 w(z) 与 p(y) 间 的 距离 常 等 于 原 像 x 与 y 
间 之 距离 : 

[pe(z) — p(Y)| = |z—Yy 
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的 话 , 则 称 此 映射 为 一 运动 . 

换言之 : 运动 是 这 样 一 种 映射 , R 中 的 点 经 运动 后 仍旧 是 R 中 的 点 并 且 原 来 任 
二 点 间 的 距离 经 运动 后 保持 不 变 . 

运动 概念 的 定义 并 不 要 求 及 中 每 一 点 是 某 点 的 像 , 也 不 要 求 及 中 不 同 的 点 有 
不 同 的 像 . 但 这 两 种 情况 均 可 由 定义 推导 出 来 . 其 中 之 一 可 由 下 面 定理 看 出 . 

定理 1 设 wp(z) 是 一 运动 , 那么 当头 y 时 p(z) p(y). 

事实 上 ， 

Ip(7) — p(Y)|=|z— yO0. 
定理 2 a) 若 A4cB, 则 yp(A4) Cc w(B). 


b) p Z 一 ?Ee). 


c)y (n m] = lle(Be). 
d) 2(O) = 8. 


本 定理 的 证 明 可 由 读者 自行 完成 . 此 地 仅 指 出 只 有 在 证 明 c) 时 要 用 到 定理 1. 
下 面 三 种 映射 都 是 运动 : 

I. ep(z) = Zz 十 d (移动 ); 

II. p(z) = 一 zx (反射 ); 

III. p(x) = 一 Z 十 d. 

R 中 的 运动 除了 上 面 三 种 之 外 (严格 地 说 来 只 有 两 种 , 因为 I 是 III 的 特殊 情 
没有 别 的 了 . 将 这 个 非常 重要 的 事实 写成 定理 就 是 . 


定理 3 假如 olz) 是 运动 , 那么 或 是 


形 


-一 


2(Z) 一 2 十 册 
或 是 
pz) 一 一 Z 十 d 
证 明 设 
yp(0) = dd, 
|Ie(z) — dl = |z), 
此 式 可 以 写 为 


p(z) = (-1)°r+d [cx(z) = 0,1. 
函数 o(z) 对 于 每 一 个 z 关 0 都 有 意义 . 现在 要 证 o(z) 万 是 一 个 常数 . 
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设 z 与 y 是 如 下 的 两 点 :z 0,y 取 0,7 关 Y. 
则 
p(z) — pW) = (-1D7e)z — (—1)"Wy, 
或 
p(x) — p(y) = (—1)° He — (—1)°y, 
其 中 p =o(y) -olz) 是 下 列 三 数 之 一 : 
PS 
由 运动 之 定义 , 必须 
Iz — (—1)°y| = lz — yl. 
因此 , 或 是 
T—(-lD)y=7—Y, 
或 是 
7—(—1)y= —Z7z+y. 


第 二 种 情形 是 不 会 发 生 的 , 因为 从 第 二 式 会 得 到 
27 = yll + (—1)°], 


当 p= 土 1 时 , xz = 0; 当 p= 0 时, zx =y, 这 都 是 不 可 能 的 事 . 
于 是 , 只 留 下 第 一 种 情形 为 可 能 , 即 p = 0. 亦 即 o(z) = o(y). 
因此 当 z 关 0 时, c(z) 是 一 常数 : 


oz)=0 (0o=0,1);, 


因此 
2(Z) = (—1)"z+d. 


上 式 当 z = 0 时 仍旧 成 立 . 从 而 定理 得 证 . 
推论 ”对 于 运动 ,了 的 任何 一 点 9 一 定 是 区 中 某 一 点 工 的 像 , 这 就 是 说 : p(RR) = 


事实 上 , 如 果 yp(z) = (一 1)"z 十 d, 则 y 之 原 像 是 
r= (—1)"(y— ad). 
如 果 yp(z) = (1)"z +d 是 一 个 运动 , 则 称 运动 


Pp (7)=(-1)"(z— dq) 
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是 它 的 逆 运 动 . 这 两 个 运动 之 间 有 关系 
pp (x)] = [p(x)] = 2. 
换言之 , 如 果 x 由 运动 p 得 到 像 y, 则 由 运动 -1，y 之 像 是 zx. 非常 重要 的 事 
实 是 : 对 于 每 一 个 运动 存在 着 一 个 逆 运 动 . 


定理 4 经 运动 后 : a) 区 间 的 像 仍 是 区 间 ,， 且 测度 不 变 ; 像 的 区 间 的 两 端的 原 
像 帮 是 原来 区 间 的 两 端 ， 
b) 有 界 集 之 像 仍 为 有 界 集 . 


证 明 ”a) 设 区 间 A = (a,b). 经 过 运动 plz) = z+d 它 就 变 为 区 间 (adp+d); 
而 经 过 运动 wp(z) = -z+d 它 变 为 (d 一 b,d 一 a). 在 无 论 哪 种 情形 下 ， 
mp(A) = 一 a = mA. 
b) 任 取 一 个 有 界 集 五 . 设 A 是 包含 五 的 一 个 区 间 , 则 
p( 五 ) C p(A), 
因此 yp(E) 是 有 界 集 . 实际 上 , 如 瓦 中 所 有 的 点 z 满足 |z| < 有 则 gp(E) 中 所 有 的 点 
y 满足 |y| < 天 十 |dl. 


定理 5 ”经 运动 后 : a) 闭 集 之 像 仍 为 闭 集 . 
b) 开 集 之 像 仍 为 开 集 . 


证 明 al) 设 p(F) 是 闭 集 下 的 像 . 设 yo 是 p(F) 之 一 极限 点 , 又 设 {yn} 是 如 

下 的 一 列 点 : 
im yn = Yo, yn € (PF). 
设 
zo=p (yo), zn = Pp (yn), 
则 zn, EF 
|zn — Tol| = |yn — yol, 

故 


Tn —+ TI0. 


由 于 FF 是 一 闭 集 , 必然 有 zo € F. 因此 ， 
yo = p(To0) € p(F). 


所 以 p(F) 是 一 闭 集 . 


85. 可 测 性 及 测度 对 于 运动 的 不 变性 ‘ 73. 
b) 设 G 是 一 开 集 . 置 
F =[G, 


则 F 是 一 闭 集 , 且 
G+F=R, G:F=%. 


因此 由 定理 2 及 定理 3 之 推论 , 得 
Pp(G)+y(F)=R, y(G)NY(F)= 9%, 
是 即 证 明 yp(G) 是 闭 集 yp(F) 的 余 集 , 所 以 p(G) 是 一 开 集 . 
定理 6 有 界 开 集 之 测度 对 于 运动 不 变 . 


证 明 设 G 是 一 有 界 开 集 , 则 w(G) 也 是 一 有 界 开 集 . 设 5.(k = 1,2,3,…) 是 
G 的 所 有 构成 区 间 , 则 由 定理 4, yp(65%) 是 p(G) 的 构成 区 间 , 而 且 易 于 验证 , p(G) 再 
没有 其 他 构成 区 间 . 因此 


mp(G) = 》 mp(6) = 》 m6k = mG, 
天 天 
此 即 所 要 证 的 结果 . 


定理 7 有 界 集 的 内 测度 和 外 测度 对 于 运动 都 不 变 . 
证 明 a) 设 瑟 是 一 有 界 集 . 取 任 意 的 s > 0, 作 有 界 开 集 G 如 下 : 


GIOE, mG<m 五 十 E. 
因 有 界 开 集 yp(G) 包含 集 p(E), 故 
mop(E)< mp(G) =mG <mBE+e. 
因 e 是 一 任意 的 正 数 , 故 得 
my(E)< m’E, 


由 是 , 有 界 集 经 过 运动 , 它 的 外 测度 不 会 增加 的 . 这 同时 证 明了 它 也 不 会 减少 的 , 因 
为 否则 逆 运 动 要 引起 外 测度 的 增加 了 . 故 得 


mop(E)= mE. 
b) 设 A 是 一 个 包含 EB 的 区 间 , 则 yp(A) 是 一 个 包含 集合 p(B) 的 区 间 . 又 记 


A= [aBE. 
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由 关系 式 
E+A=A, ENA=% 


得 到 
P(E)+»(A)= »(A), yp(E)Ny(A)= 9%, 
由 于 w 人 (五 ) 是 yp(4) 关于 yp( 人 A) 的 余 集 , 由 83 的 定理 7 得 到 
mp(A)+ mp(E) = mp(A), 
再 由 本 定理 的 已 证 部 分 及 定理 4, 得 到 
mA+mp(E) = mA. 
意 即 mp(E) = mA 一 m* (CaE), 最 后 利用 83 的 定理 7, 即 得 
mp(E) = mE. 

推论 ”运动 后 , 可 测 集 变 为 可 测 集 , 且 测 度 不 变 . 

定义 2 ”假如 有 运动 可 使 集 4 变 到 集 B, 那么 说 4 与 B 是 相合 的 两 集 . 

利用 这 个 定义 , 上 述 的 结果 可 以 写成 如 下 的 形式 : 

定理 8 ”相合 的 两 集 有 相同 的 内 测度 和 外 测度 . 与 可 测 集 相合 的 集 也 是 可 测 集 ， 
且 两 集 的 测度 相等 . 


86. 可 测 集 类 

在 前 两 节 84 及 85 中 所 讨论 的 是 关于 某 一 可 测 集 本 身 的 性 质 . 现在 要 详 谈 可 测 
集 类 的 性 质 . 

定理 1 有 界 可 数 集 是 可 测 的 , 其 测度 等 于 0. 

证 明 ” 设 有 界 集 巨 由 点 


T1, T2, TL3, ': 


所 组 成 . 设 下 是 单独 由 一 个 元 素 zk 所 成 的 单元 素 集 , 则 Ei 显然 是 可 测 的 , 其 测度 
是 0. 由 等 式 


和 84 的 定理 4, 即 得 本 定理 的 证 明 . 
定理 1 之 道 不 成 立 , 康 托 尔 的 完满 集 P 是 其 一 例 . 


86. 可 测 集 类 75 . 


定义 1 假如 集 瑟 是 可 数 个 闭 集 及 的 和 集 : 
E= VF, 
此 一 1 


则 称 EE 是 一 Fs 型 集 . 
定义 2 ”假如 集 E 是 可 数 个 开 集 Gk 的 交集 : 


so 
天 一 1 


则 称 EE 是 一 Gs 型 集 . 
由 84 中 的 定理 9 和 定理 10, 得 
定理 2 ”已 型 或 是 Gs 型 的 有 界 集 都 是 可 测 集 . 
证 明 对 Fs 型 的 有 界 集 来 说 , 每 一 个 被 加 集 都 是 有 界 闭 集 ， 有 界 闭 集 是 可 测 


的 , 故 由 8§4 的 定理 9, 其 和 集 也 是 可 测 的 . 
今 设 已 是 一 Gs 型 的 有 界 集 . 取 一 个 包含 五 的 区 间 A, 则 


已 = [|[(AG:), 
k=1 


此 地 AG; 都 是 可 测 的 , 于 是 由 84 的 定理 10, 即 知 EE 是 一 可 测 集 . 


定义 3 ”如果 EE 是 从 开 集 和 闭 集 经 过 有 限 次 或 可 数 次 “和 ”与 “ 交 ” 的 手续 所 
生成 的 集 , 则 称 E 是 博 雷 尔 集 . 又 称 有 界 的 博 雷 尔 集 是 (B) 可 测 的 . 


例如 Ff, 型 或 G; 型 的 集 都 是 博 雷 尔 集 . 
由 定理 2 即 得 下 面 的 定理 . 


定理 3 凡 (B) 可 测 的 集 是 ( 工 ) 可 测 的 . 


本 定理 之 逆 不 真 . 事实 上 , 存在 着 (L) 可 测 的 集 而 不 是 (B) 可 测 的 . 首先 举 这 
种 例 的 是 不 幸 早 天 的 苏联 数学 家 M. fH. 苏 斯 林 (M. fH. Cycnwma, 1894 一 1919). 他 发 
现 了 一 类 非常 重要 的 集 , 所 谓 4 集 . 每 一 个 4 集 (但 假定 是 有 界 的 ) 是 (Z) 可 测 的 . 
4 集 类 中 包含 着 所 有 的 博 雷 尔 集 , 但 比 博 雷 尔 集 的 类 宽 . 

然则 是 否 存 在 有 界 集 而 不 是 (ZL) 可 测 的 呢 ? 下 面 的 定理 指出 : 我 们 不 能 用 直接 
计算 来 解决 这 个 问题 . 

定理 4 设 M 是 所 有 可 测 集 所 成 的 集 ， 则 M 的 势 等 于 所 有 点 集 所 成 之 集 的 
势 , 即 M = 2°. 


证 明 ”显然 的 是 
M < 22. 
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另 一 方面 , 我 们 任 取 一 个 测度 为 0, 势 为 ec 的 可 测 集 互 (例如 康 托 尔 集 成). 又 
记 5 为 五 的 一 切 子 集 的 全 体 . 因为 测度 为 0 的 集 , 其 子 集 的 外 测度 也 是 0, 所 以 一 
切 子 集 都 是 可 测 集 . 因此 
9 C Ad， 


但 是 由 于 5 = 2°, 得 到 于 > 2°. 因此 证 得 


S|| 


一 站 
定理 证 毕 . 
虽然 如 此 , 但 是 却 有 下 面 的 定理 . 
定理 5 不 可 测 的 有 界 集 是 存在 的 . 
实例 如 下 . 


不 可 测 集 的 例子 将 到 网 3| 中 所 有 的 点 按 以 下 方法 分 类 , 两 点 z 与 y 当 


z - y 是 有 理 数 时 ， 且 仅 限于 此 时 , 称 z 与 y 属于 同类 设 z < |-3, +3|, 将 


| 于 3 中 具有 形式 = 十 r (r 表示 有 理 数 ) 点 的 全 体 归 为 一 类 K(z). 这 样 , 对 于 
个 z, 有 一 类 K(z) 与 之 对 应 , 特别 地 , z e K(z). 

其 次 可 证 不 同 @ 的 两 类 K(z) 和 K(y) 是 不 相交 的 . 因为 如 果 它 们 相交 , 那么 必 
有 z EK(z)K (vy). 因而 


2 一 2 十 rz 一 2 十 7 
其 中 rz 和 ry 都 是 有 理 数 , 故 得 
一 Z 十 rz 一 7y. 
现在 , 假定 te K(y), 则 由 
t=y+r?r=Z72+(rz —ry+r)=Z+r7, 
得 te 天 (z), 从 而 K(y) C K(z). 同 理 可 得 K(xz) C K(y), 因此 K(z) = K(y), 即 
K(z) 与 K(Yy) | 此 与 假定 相 冲 突 . 


将 | 到 +3| 给 以 上 述 的 分 类 以 后 , 在 每 一 类 中 任意 选 定 一 点 作为 代表 元 素 ， 


这 种 点 的 全 体 记 它 做 4. 下 面 证 明 4 是 一 不 可 测 的 集 . 
设 [-1,+1] 中 的 有 理 点 的 全 体 是 


70 一 0，71，72，73，……， 


@ “不 同 ” 是 在 集合 论 的 意义 上 , 即 K(xz) 头 K(y). 相反 , 完全 有 可 能 虽然 zy 却 K(z) = K (vy)， 
它们 所 确定 的 类 没有 区 别 . 
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设 4 经 移动 

kfZ) 一 了 十 ?KK 
而 得 集 Ak. 若 ZE A4， 则 pk (7) E Arx: 又 在 rEAL, 则 Z 一 ?KK GE 4. 特别 是 Ao = A. 
所 得 的 集 4; 都 是 相合 的 , 所 以 (85 的 定理 8) 


mx* Ak 一 m:A 一 CC， 


(k= 0,1,2,...). 
mw AL=m A= 
先 证 
有 > 0， (1) 
为 此 首先 注意 _ 
大 一 0 


事实 上 , 当 ze 到 + 时 z 必 属 于 上 述 分 类 中 的 某 一 类 , 设 此 类 的 代表 元 素 是 
zo, 则 z 一 zo 是 一 个 有 理 数 并 且 一 定 含 在 [-1,+1] 中 , 因此 


TIT— To 三 Tk, 


而 ze hk. 于 是 (2) 式 得 到 证 明 . 


由 于 (83 的 定理 5) 
由 ,| 一 CC 
l=m | 到 + <m by 2 4k， 
即 
1 和 +O6+A+…， 
知 (1) 式 是 真 的 . 
另 一 方面 , 容易 证 明 
a= 0, (3) 
事实 上 , 当头 mm 时 ， 
AnAm = @, (4) 


何以 呢 ? 因为 如 果 有 点 zs AnAm, 则 
Tn 一 之 一 Tn 和 Tm 三 2— Tm 
(显然 是 不 同 的 ) 都 属于 4 而 代表 不 同 的 类 . 此 事由 


Tn ~ Tm 三 Tm — Tn 
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是 一 个 有 理 数 而 知 为 不 可 能 . 由 是 , 得 (4) 式 . 
又 对 于 任意 的 K， 
4k C -3 +3| 


2 2 
(因为 ze hk 含有 z = zo 十 7k, 其 中 |zo| < >， Irk| 和 1). 由 是 


3 3 
2 人 -3 + (5) 


由 (5) 式 及 (4) 式 , 又 由 8§3 的 定理 6, 得 


从 而 


故 得 a = 0. 这 就 是 (3) 式 . 
将 (1) 式 和 (3) 式 合 并 得 


mA<m’A, 
所 以 4 是 一 不 可 测 的 集 . 
1 


附注 ”如 果 我 们 不 是 从 闭 区 间 | 到 4 出 发 , 而 是 从 任何 一 个 具有 正 的 测度 


的 集 五 出 发 ,施行 同样 的 手续 而 给 以 分 类 , 那么 就 知道 EE 中 存在 着 不 可 测 的 子 集 4. 
因此 , 凡 具 有 正 测 度 的 集 含有 不 可 测 的 子 集 . 


87. 测度 问题 的 一 般 注意 


从 $6 的 末尾 , 我 们 知道 不 可 测 集 的 存在 , 会 产生 勒 贝 格 度量 测定 (mensuration) 本 身 不 好 的 
念头 . 因此 很 自然 地 会 发 生 下 面 的 问题 : 是 否 可 以 将 勒 贝 格 测度 定义 加 以 改良 呢 ?” 为 了 回答 这 个 问 
题 , 首先 我 们 把 要 讨论 的 问题 说 得 明白 一 些 . 

关于 点 集 的 测度 问题 可 以 从 两 方面 来 着 手 讨论 . 

I. 较 难 的 测度 问题 ”对 于 任 一 有 界 集 EB, 要 求 给 它 一 个 非 负 的 数 jE 作为 它 的 测度 , 但 须 
满足 下 列 条 件 : 

1. 如 果 巨 = [0,1], 则 jE=1. 

2. 假如 4 与 B 是 相合 的 两 集 , 则 yA = 1AB. 

3. 假如 E 是 有 限 个 或 可 数 个 互 不 重 秋 的 集 Ek(k = 1,2,… ) 的 和 集 , 则 


Hp 已 = 》 JEk (测度 的 完全 可 加 性 ). 
kk 


@*“ 较 难 的 ” 及 “ 较 易 的 ” 测度 问题 的 名 词 并 不 通用 , 这 里 只 是 为 简便 计 才 引进 的 , 虽然 自 认 并 不 
很 恰当 


87. 测度 问题 的 一 般 注意 .79 . 


此 地 我 们 仅 是 就 一 维 空间 有 R! 提出 上 述 问题 ; 事实 上 这 个 问题 可 以 扩充 到 民 *, 力 至 一 般 的 
n 维 空间 良 ". 自然 , 那 时 条 件 1 中 的 [0, 1] 必须 改 为 正方 形 [0, 1; 0, 1], 乃至 n 维 空间 的 单位 立 
方 体 . 

但 是 容易 证 明 下 面 的 定理 . 


定理 1 较 难 的 测度 问题 甚至 对 于 了 腿 ` 空间 , 也 没有 解法 . 
证 明 ”在 86, 我 们 曾经 作出 了 一 系列 不 相 重 登 而 是 两 两 相合 的 不 可 测 集 : 


1 1 > 3 3 
Ao, 41， 42， We | [到 + C Au GC -3 + 引 。 
如 果 对 于 所 有 的 集 , 较 难 的 测度 问题 可 解 , 那么 从 上 式 , 可 得 
ix 一 3 3 
/ 加 + < HA4K Sh |-3 + 引 
2 ”2 2 a 2 ”2 
但 是 闭 区 间 | 与 [0, 1] 是 相合 的 , 并 且 对 于 任意 的 k, 必须 


LAk = LA= 0; 


又 集 [-3 + 是 有 界 的 , 由 第 三 个 条 件 ， 


1 和 十 CC 十"… 妆 十 9， 


此 关系 不 论 c>0 或 o = 0 都 不 能 成 立 . 定理 证 毕 . 
与 此 相关 联 的 是 


II. 较 易 的 测度 问题 于 I 所 述 的 三 个 条 件 中 的 条 件 3, 将 被 加 集 的 个 数 改 为 有 限 个 , 这 就 是 
说 , 将 完全 可 加 性 改 为 有 限 可 加 性 , 则 成 较 易 的 测度 问题 . 
对 这 个 问题 我 们 说 出 下 面 的 结果 , 但 是 不 加 以 证 明 . 


定理 2 (S. 巴 拿 赫 ) ”对 于 Ri 和 R? 两 空间 中 , 较 易 的 测度 问题 有 解 ， 但 是 解法 不 是 唯 


定理 3 (F. 豪 斯 多 夫 ) 车 n 之 3, 则 对 于 空间 及 "的 较 易 测度 问题 也 无 解 . 


上 面 的 结果 , 其 差异 处 在 于 “两 集 相 合 ” 的 概念 ,“ 相 合 ”的 概念 是 与 运动 有 关 的 . 在 高 维 空 
间 , 运动 群 的 情形 较为 复杂 , 从 而 欲求 其 不 变量 , 亦 更 困难 . 

最 后 , 我 们 谈 谈 几 个 在 一 定 程度 上 能 证 实 勒 贝 格 的 测定 的 考虑 . 

假设 我 们 对 于 较 易 的 测度 问题 , 已 经 有 了 适当 的 解答 , 那么 从 关系 AC BB 得 jyA < jpB ( 单 
调 法 则 ), 这 是 由 于 1B = pA 十 4(B 一 4). 因此 , 若 已 为 单元 素 集 , 由 于 [0,1] 中 可 以 取出 任意 
多 个 集 与 相合 , 故 的 测度 一 定 是 0. 

由 是 , 任意 有 限 集 的 测度 jy 等 于 0, 因此 ， 


HA(a,b) = HA(a， b] = nla, b) = Hla, 外. 
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从 此 可 以 导出 长 度 为 有 理 数 的 闭 区 间 [a,5] 的 测度 是 b -- a. 又 由 测度 的 单调 法 则 , 对 于 任何 闭 区 
间 [a, 0], 得 测度 


ula,b] =b—a. 
由 是 , 假如 开 集 G 是 由 有 限 个 构成 区 间 所 组 成 , 那么 
HG = mG, 
如 果 G 由 可 数 个 构成 区 间 所 组 成 , 则 
HG > mG. 


对 于 解决 较 易 的 测度 问题 , 最 自然 的 方法 是 使 有 界 开 集 的 测度 jx 等 于 它 的 构成 区 间 长 的 和 
(由 上 所 述 , 只 需 对 由 无 穷 个 区 间 构 成 的 G, 要 求 ULG < 》 jw6k). 由 巴 拿 赫 定理 的 证 明 可 知 , 具有 


上 述 性 质 的 方法 是 存在 的 (因此 , 我 们 在 此 地 承认 它 而 不 加 证 明 ). 今 称 之 为 “正规 " 方法 , 由 是 可 
证 下 面 的 定理 . 


定理 4 若 以 “正规 ”方法 解决 较 易 的 测度 问题 , 则 可 测 集 马 的 测度 jE 等 于 勒 贝 格 测度 
mbE. 


证 明 ”由 “正规 ”方法 的 意义 有 界 开 集 G 的 测度 等 于 勒 贝 格 测度 mG. 因此 对 于 所 有 有 
界 闭 集 F 有 下 面 的 等 式 : 
uF = mF. 


如 果 有 界 集 EE 含有 闭 集 下 而 又 含 在 有 和 界 开 集 G 之 中 , 则 从 单调 法 则 
mFPF<puE< mG 


得 到 


mE<uE<m bE, 
定理 证 毕 . 
88. 维 塔 利 定 理 


定义 ” 设 马 是 一 点 集 , M 是 财 区 间 所 组 成 的 集 (但 其 中 每 一 个 团 区 间 不 退缩 
为 一 点 ). 对 于 五 中 任 一 点 z, 及 任 一 正 数 <，M 中 有 如 下 的 闭 区 间 a: 


TEd, md<&, 


此 时 称 点 集 EE 依照 维 塔 利 的 意义 被 M 所 覆盖 . 
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这 就 是 说 : 如 果 马 中 每 一 点 必 含 在 M 中 任意 小 的 一 个 闭 区 间 中 的 话 , 则 王 依 
照 维 塔 利 的 意义 被 M 所 覆盖 . 
下 面 的 定理 在 函数 论 中 常 被 用 到 . 


定理 1 (G. 维 塔 利 ) ”如 果 有 界 集 轧 依照 维 塔 利 的 意义 被 一 闭 区 间 集 M 所 和 履 
盖 , 则 从 M 可 以 选 出 有 限 个 或 可 数 个 闭 区 间 {dx}, 使 


drdi = Ok A), m’ 2 二 3 =0. 
Kk 


换 句 话说 , 闭 区 间 d; 是 两 两 不 相交 的 , 且 除 一 测度 为 0 之 集 而 外 , >》 dx 覆盖 五 . 
下 面 的 证 明 属 于 S. 巴 拿 赫 . 


证 明 ”因为 BE 是 一 有 界 集 , 可 以 取 一 个 包含 BE ( 因 它 是 有 界 的 !) 的 区 间 A. 将 
M 中 的 闭 区 间 不 完全 含 在 A 中 的 全 部 除去 . 记 剩 下 来 的 财 区 间 的 全 体 为 Mo (Mo 
中 的 元 素 取 自 M 中 的 闭 区 间 , 但 每 个 闭 区 间 全 部 含 在 A 中 ). 依照 维 塔 利 的 意义 ， 
Mo 也 禾 盖 EE. 


于 Mo 中 任 取 一 闭 区 间 di. 如 果 五 Cc di, 则 问题 已 解决 . 否则 我 们 可 依照 下 面 
所 述 的 规则 导出 一 列 闭 区 间 {dx}. 设 
di, d2， da3， ee an (1) 


是 已 经 取 好 了 的 两 两 不 相交 的 闭 区 间 . 如 果 
EC Sa 
大 一 


则 手续 完毕 而 定理 得 证 . 如 果 
媚 一 》 do (2) 


大 一 1 
则 置 。 
本 => de Gn=A-F, 
k=1 


来 考虑 所 有 含 于 开 集 G， 中 的 那些 闭 区 间 的 全 体 Mo. 由 (2) 式 , 必 存 在 这 样 一 些 闭 
区 间 , 这 种 闭 区 间 的 长 是 有 界 的 (因为 均 不 大 于 mA). 设 此 种 闭 区 间 的 长 的 上 确 界 
是 &, 在 G， 中 取 一 个 如 下 的 闭 区 间 dn+1%: 


1 
Mdn+l a Fhn: (3) 


显然 的 , 这 种 闭 区 间 dn+1 与 (1) 式 中 任 一 闭 区 间 都 不 相交 . 
@ 因 为 闭 区 间 集 M 的 闭 区 间 不 退缩 为 点 , 故 kn > 0. 
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如 果 此 手续 至 有 限 次 而 止 , 则 定理 的 证 明 已 毕 . 否则 的 话 , 得 到 一 列 两 两 不 相交 
的 闭 区 间 


di, d2, d3, *…， (4) 
我 们 将 证 明 这 一 列 闭 区 间 正 合 于 我 们 的 要 求 . 也 就 是 说 : 


m’*(E— Ss)=0, (5) 
其 中 、 
S= >_d,. 
k=1 


为 此 目的 , 对 于 每 一 个 ad 作 闭 区 间 Dk，D 与 d 有 相同 的 中 心 , 但 是 D; 的 长 
是 di 的 五 倍 : mDx = 5mdx. 
容易 明白 
D>_mD: < 十 oo， (6) 


k=1 


这 是 由 于 所 有 的 闭 区 间 di 是 两 两 不 相交 且 都 含 在 A 中 的 , 所 以 


SS < mA, (7) 
大 me 
由 是 得 (6) 式 . 
要 证 明 (5) 式 , 只 要 证 明 
已 -SC》D (8) 
天 一 


对 于 任意 的 i 成立 好 了 . 下 面 证 明 (8) 式 的 成 立 . 
设 ze 五 -5, 当 zeaGi 时 ( 因 @G 是 开 集 ), Mo 中 有 d 适合 于 


ZEdCCi， 


关系 
dC (9) 


不 能 对 于 所 有 的 n 成 立 , 否则 上 式 将 引出 
md < kn, Rs 27mdn +1， 


另 一 方面 从 (7) 式 得 md 一 0, 两 者 不 相 容 . 所 以 有 使 (9) 式 不 能 成 立 , 因此 有 如 
下 的 Fn : 
dNF, zg. (10) 
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设 n 是 满足 (10) 式 的 最 小 数 , 则 因 
dNF,=%, 
而 所 Ch 有 oC FC.… ,显然 的 ， 
n> ?7. 


根据 n 的 定义 ， 
Cn 下 一 Gdn 玉 大 


dNdn #8; (11) 
第 二 , 由 dC Cl, 所 以 
md < kn.1 < 2md,. (12) 
从 (11) 和 (12), 得 到 
dC DD,, 
因 之 ， 村 
de Dn 
大 一 1 
于 是 二 
TEe >_ Dk:, 


k=i 
所 以 (8) 式 成 立 , 从 而 定理 证 毕 . 
在 应 用 上 , 将 维 塔 利 定理 略为 变动 其 形式 更 为 方便 . 


定理 2 (G. 维 塔 利 ) ”在 定理 1 的 条 件 下 , 对 于 任 一 正 数 es，M 中 存在 着 有 限 
个 两 两 不 相 重 登 的 闭 区 间 di,d2,:… ,dn 适合 


m” (s- pa] Es 
上 二 1 


证 明 ”如 同 定 理 1 的 证 明 一 样 , 先 取 一 个 包含 EB 的 区 间 A. 将 M 中 的 闭 区 间 
不 完全 含 在 A 中 的 全 部 除去 , 记 剩 下 来 的 全 体 为 Mo. 那么 依照 维 塔 利 的 意义 Mo 
也 覆盖 E. 应 用 定理 1 于 Mo, 在 Mo 中 可 以 选 出 一 列 两 两 不 相 重 辣 的 闭 区 间 {di} 


适合 
mm - Da = 0. 
Kk 
如 果 此 地 的 {di} 是 一 有 限 集 ， 则 定理 已 得 证 .假如 {di} 是 一 无 穷 集 ， 则 由 
(7) 式 ， 


Ce 
> mdk < mA, 
上 一] 
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所 以 可 取 nn 适当 的 大 , 使 


> madr < Ee. 
Kk 二 nn 十 1 
但 是 易 见 
E-Y dc -al+ i (13) 
二 ] k= 二 1 大 二 nt 十 1 


由 于 上 式 右边 第 一 项 是 一 个 外 测度 等 于 0 的 集 , 所 以 得 到 
IT” =- 2 RE5 
天 一 1 


第 三 章 的 习题 


证 明 下 面 的 种 种 结果 . 
1. 每 一 个 完满 集 必 含 有 一 个 测度 为 0 的 完满 子 集 . 
2. 设 4 是 一 个 具有 正 测度 的 可 测 集 , 则 4 中 必 有 两 点 z 与 y, 此 两 点 间 的 距离 是 一 有 理 数 . 
3. 有 界 集 妃 为 可 测 的 必要 且 充 分 的 条 件 是 : 对 于 任 一 正 数 e, 存在 着 一 个 闭 集 F C EE, 使 
mm 人 (已 一 下 ) <e ( 瓦 莱 - 普 柔 (Vallée-Poussin) 的 检验 法 ). 
4. 对 于 任 一 有 界 集 EE 存在 着 两 集 4 和 BB，A 是 下, 型 , B 是 Gs 型 而 适合 于 ACEcCc 已， 
mA=m.E, mB=m’E. 
5. 假如 4 与 B 是 两 个 无 共同 点 的 可 测 集 , 那么 对 于 任 一 点 集 忆 ， 
m’[E(A+B) =m’(EA)+m’(EB), 
ms[E(A+B)] =m.(EA)+m.(EB). 
6. 有 界 集 忆 为 可 测 的 必要 且 充 分 的 条 件 是 : 对 于 任 一 有 界 集 4， 
mA=m’(AE)+m’(A.CE). 
(卡拉 泰 奥 多 里 (C. Carathéodory) 的 检验 法 ) 


7. 设 忆 为 一 集 , 如 果 任 何 区 间 必 含有 LE' 中 的 点 , 则 EE 称 为 朴 集 , 试 作 一 个 具有 正 测度 的 有 
界 疏 完满 集 . 


8. 作 一 个 含 在 7 = [0,1] 中 的 可 测 集 EB, 使 它 对 于 任 一 区 间 A CU 而 有 
m(AE)>0, m(A:LE)>0. 


9. 设 本 CE2C Ea3C.…. 若 己 = 2》 Er 是 一 有 界 集 , 则 当 n 一 oo 时 ， 


k=1 


m’ 五， 一 m’E. 


10. 凡 能 解答 较 易 的 测度 问题 的 测度 理论 必 使 有 界 可 数 集 的 测度 为 0. 
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81. 可 测 函 数 的 定义 及 最 简单 的 性 质 


如 果 对 于 集 EB 中 每 一 点 zx 有 一 个 数 f(z) 与 之 对 应 , 那么 我 们 称 f(z) 是 点 集 
吾 上 所 定义 的 函数 . 我 们 允许 函数 值 可 以 是 无 穷 的 , 不 过 它们 要 有 一 定 的 符号 , 为 此 
我 们 引用 “ 非 真 正 ” 的 数 +ce 和 一 oo. 这 两 个 数 与 任何 有 限 数 a 之 间 满 足下 面 的 不 
等 式 


一 OO < a < 十 co. 


我 们 规定 它们 如 下 的 计算 法 则 : 
对 于 任何 的 有 限 实数 a， 
十 oo0 土 4 二 二 00， 十 ce 十 (+ce) = 十 co， 十 ooe 一 (一 00) = 十 ce， 
一 co 士 &Q = 一 oo， 一 oo 十 (一 oo) = 一 co， 一 oo 一 (二 oo) = 一 oo， 
| 十 oo| = | - oo| = 十 oo， 
若 a > 0, 则 +o0:a = a(+00) = +oo,-oo:a = a(-00) = 一 00,; 着 a < 0, 则 
+00'@ 二 a(+00) = ~—00,—00:4= a(—00) = 十 oo， 


0( 士 co) = ( 土 00)0 = 0， 
(+00)(+00) = (—00)(~00) = 十 co， 
(+00)(—00) = (一 oo)(+oo) = 一 2o， 

Q 


人 


但 是 下 面 的 一 切记 号 
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十 oo 一 (+00), —00 一 (一 oo)， 十 co 十 (一 co). — co + (十 co)， 
士 oco a 
二 co” 0 
是 没有 意义 的 电 . 


对 于 在 五 上 和 定义 的 函数 f(z), 我 们 用 记号 
E(f > a) 
表示 五 中 的 点 满足 f(z) > a 的 zx 之 全 体 . 同样 可 以 了 解 
E(f >b), Elf=a), E(f <a), Ela<f<b) 


等 等 记号 的 意义 . 如 果 f(z) 的 定义 范围 表示 为 其 他 字母 例如 4 或 B, 那么 同样 也 
可 用 
A(f >a), B(f > oa) 


等 等 记号 . 


定义 1 设 f(z) 是 在 上 所 定义 的 电 数 . 如 果 吾 是 一 可 测 集 并 且 对 于 任意 的 
a, E(f > a) 也 是 可 测 集 , 那么 称 f(z) 是 一 可 测 函 数 ， 


此 地 可 测 的 意义 是 指 着 勒 贝 格 意义 的 可 测 , 所 以 ( 当 欲 强调 这 种 情况 时 ) 这 种 可 
测 函 数 也 称 为 (L) 可 测 函 数 , 或 称 函 数 是 (L) 可 测 的 . 各 集 巨 及 一 切 E(f > a) 是 
(B) 可 测 的 , 则 称 f(z) 为 (B) 可 测 的 函数 . 


定理 1 测度 为 0 的 集 上 所 定义 的 函数 常 为 可 测 . 
这 是 当然 的 事 . 


定理 2 设 jlz) 是 在 媚 上 所 定义 的 可 测 函数 . 如 果 A 是 马 的 可 测 子 集 , 则 把 
f(z) 看 作 仅 在 A 上 定义 的 函数 时 , 也 是 可 测 的 @. 


事实 上 ， 
A(f > a) = ANE(f > a). 


定理 3 设 f(z) 的 定义 范围 是 可 测 集 忆 , 电 是 有 限 个 或 可 数 个 可 测 集 Ei 的 
和 集 : 
E=9 E. 
天 


著 f(z) 在 每 一 天 上 可 测 , 则 Flz) 在 妃 上 也 可 测 . 

@ 记 号 0. (ceo) 和 ( 土 co) .0 也 时 常 被 看 作 是 没有 意义 的 . 但 是 为 了 方便 起 见 我 们 确定 它们 的 意 
义 是 0. 

@ 代 替 这 种 较 繁 的 说 法 , 也 可 直接 称 f(z) 是 在 A 上 可 测 . 
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事实 上 ， 
E(f >a) = E.(f > a). 
天 


定义 2 ” 设 两 个 函数 f(z) 和 9(z) 都 是 在 集 忆 上 所 定义 的 . 假如 


mE(f #9)=0, 
则 称 f(z) 和 g(z) 是 等 价 的 , 用 记号 
f(T) ~ g(7) 
表示 f(z) 和 9(z) 是 等 价 的 . 


定义 3 ” 设 命 题 9 对 于 点 集 一 Eo 中 所 有 的 点 都 成 立 . 假如 Eo 的 测度 是 0， 
则 称 S 在 巨 上 几乎 处 处 成 立 , 或 称 5 在 EB 中 几乎 所 有 的 点 成 立 . 


特别 , Eo 可 以 是 空 集 . 
现在 可 以 说 , 如 果 在 EE 上 定义 的 两 个 函数 是 几乎 处 处 相等 的 ,那么 它们 是 等 
价 的 . 


定理 4 设 f(x) 是 在 媚 上 所 定义 的 可 测 函 数 , 又 设 g(z) ~ f(T), 则 g(z) 也 是 
可 测 的 . 


证 明 设 
A= E(f #9), B=E-Ah, 


则 因 mA = 0, B 是 可 测 集 ， 从 而 得 知 f(z) 在 B 上 是 可 测 的 . 但 是 在 B 上 而 言 ， 
f(z) 和 9(z) 毫 无 区 别 , 因此 g(z) 在 B 上 也 是 可 测 的 . 由 于 g(x) 在 4 上 为 可 测 ( 因 
mA = 0), 从 而 g(z) 在 巨 = A+ B 上 亦 为 可 测 . 


定理 5 ”如果 对 于 可 测 集 巨 中 所 有 的 点 f(z) = c, 则 f(z) 是 可 测 的 . 


事实 上 , 当 a < c 时 , E(f > a) = E; 当 a>c 时 ,已 (三 > a) = 0. 
应 该 注意 的 是 : 此 定理 中 的 c 可 以 为 +o% 或 -oo. 
设 f(z) 是 在 闭 区 间 [oa, 上 和 定义 的 函数 , 如 果 [a,9] 中 有 如 下 的 有 限 个 分 点 


co 一 Q<c<c<.…<cn 三 几 


使 在 区 间 (cx,ck4i) (k= 0,1,2,… ,n 一 1) 中 f(z) 取 常 数值 , 则 称 f(z) 是 一 阶梯 函 
数 . 由 定理 5, 得 到 下 面 的 结果 . 


推论 ”阶梯 函数 是 可 测 的 . 
定理 6 设 f(z) 是 在 已 上 所 定义 的 可 测 函 数 , 则 对 于 任意 的 a， 


E(f >a), E(f=a), E(f <a). E(f < a) 
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都 是 可 测 集 . 
证 明 ”下 面 的 等 式 是 容易 证 明 的 : 


edf > -IIs(/>-2) 


从 而 得 知 E(f > a) 的 可 测 性 . 至 于 其 他 诸 集 的 可 测 性 , 从 诸 关 系 式 


E(f =a)= E(f >a)-E(f >a), E(f <a)= E-E(f >a), E(f <a)= E-E(f >a) 


可 以 导出 . 
附注 ” 设 五 是 一 可 测 集 , 如 果 对 于 所 有 的 a, 集 


E(f >a), E(f <a), E(f <a) (1) 
中 至 少 有 一 个 常 为 可 测 , 则 f(x) 在 上 是 可 测 的 . 
事实 上 , 从 等 式 
= 1 
E(f > wa) = 五 | 了 >a+ 一 
由 = 2 人 7 > e+) 


知道 : 如 果 对 于 任意 的 a, E(f > a) 是 可 测 的 话 , 则 f(z) 是 一 可 测 痛 数 . 相似 的 方 
法 可 以 讨论 其 余 的 情形 . 因此 , 可 测 函 数 的 定义 中 , 集 E(f > a) 可 用 (1) 中 任 一 个 
集 来 代替 它 . 


定理 7 如 果 jlz) 是 瑟 6 ane Se lepine k 是 一 个 有 限 数 , 则 1) f(x) 十 kk， 
2) kf(z), 3) |f(2)), 4) f2(7), 5) 一 (但 f(z) 闫 0) 都 是 可 测 函 数 . 


f(z) 
证 明 1) 从 
E(f+k>a)=E(f >a—&k), 


即 得 f(x) + 大 的 可 测 性 . 
2) 当 大 = 0 时 由 定理 5 知 kf(z) 是 可 测 的 . 至 于 对 其 他 的 , 可 以 从 下 列 关 系 


1 (k > 0)， 
E(kf > a) = 
E(f<=) (k < 0) 


得 出 kf(z) 的 可 测 性 . 
3) 从 
(a < 0), 


E 
eqn>o-{ 
E(f >a)+E(f<-a) (a>0), 
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知 |f(z)| 是 一 可 测 函 数 . 
4) 从 


EC? ) 五 (a < 0)， 
> Qa} 二 
五 (站 > va) (a>0), 


知 f2(z) 是 一 可 测 函数 . 
5) 因 f(z) 关 0, 故 


E(f > 0) (a = 0), 
EB(}>¢)= BU >0):E(f<i) (a > 0)， 
Bf >)+E( <ONE(f<2) (a < 0). 
因此 明白 一 的 可 测 性 . 
F(z) 
定理 8 ”在 闭 区 间 互 = [4, B] 上 所 定义 的 连续 函数 f(z) 是 可 测 的 . 


证 明 ”首先 我 们 证 明 
F=E(f <a) 


是 一 闭 集 . 设 zo 为 该 集 之 一 极限 点 , 又 设 zw e 已 zn 一 Zo, 则 从 f(zn) < a 以 及 
f(z) 的 连续 性 , 即 得 f(x0) < a. 因此 zo € F. 所 以 FF 是 一 闭 集 . 
再 由 
E(f >a)=E-E(f <a), 


可 知 E(f > a) 是 一 可 测 集 . 定理 证 毕 . 


可 测 函 数 的 定义 表明 , 在 不 可 测 集 上 所 定义 的 函数 总 是 不 可 测 的 . 但 容易 找到 
在 可 测 集 上 定义 的 函数 也 有 不 可 测 的 . 


定义 4 设 M 是 瑟 = [4,B| 之 一 子 集 ， 

1 ZEAI， 

PM{(Z) = 
0 zeEeEE—M. 
称 ex(z) 是 集 M 的 特征 函数 ， 
定理 9 集 M 与 其 特征 函数 pf(z) 或 都 可 测 或 都 不 可 测 . 
证 明 ”假如 yw (zx) 可 测 的 话 , 则 由 
M = E(pm > 0) 


知 M 是 一 可 测 集 . 
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其 逆 , 如 M 是 可 测 的 话 , 则 由 
O (a>1), 
Evau>a)=YM (0< 和 sa<1l)， 
E (a<0) 
知 pm(z) 是 一 可 测 函 数 . 
这 里 , 我 们 顺便 得 到 了 一 个 不 连续 的 可 测 函 数 的 例子 . 


82. 可 测 函 数 的 其 他 性 质 
引 理 1 设 f(z) 与 g(z) 是 忆 上 所 定义 的 两 个 可 测 函 数 ， 则 


E(f > 9) 
是 一 可 测 集 . 
事实 上 , 设 有 理 数 的 全 体 是 


mm, 7T2, 7T3, "* 


则 易于 验证 下 面 的 等 式 : 


E(f > 9)= >_E(f >7): E(g < "x), 


k= 二 1 
由 此 即 得 引 理 的 证 明 . 
定理 1 设 f(z) 和 g(z) 是 在 已 上 所 定义 的 两 个 有 限 可 测 函 数 , 则 1) f(z) 一 


9g(zZ), 2) jz) 二 9g(z), 3) jz) .gtz), 4) (但 g(z) 关 0) 都 是 可 测 函 数 . 
证 明 ”1) 因为 a 十 g(z), 对 于 任意 的 a, 是 可 测 的 , 所 以 根据 引 理 , E(f > a + 9g) 
是 一 可 测 集 . 于 是 从 


E(f ~g>a)= E(f >a+tg) 
得 到 f(z) - g(z) 的 可 测 性 . 
2) 从 
f(z) + 9g(7) = f(z) — [-g(2)] 
知 f(z) 十 g(z) 是 一 可 测 函 数 . 
3) 又 从 
fj(z) .9g(z) = tf(z)+g(z] 一 [7Gz) 一 9(z)] } 
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和 §1 中 定理 7, 即 知 f(z) : g(z) 的 可 测 性 . 
4) 因 g(x) 关 0, 所 以 1 
z 
CG 
是 一 可 测 项 数 . 
这 个 定理 表示 , 对 可 测 函 数 施行 加 减 乘 除 的 运算 ,并 不 会 得 出 可 测 函 数 族 以 外 
的 函数 . 下面 的 定理 是 就 极限 运算 来 说 的 . 


定理 2 设 f(z),f2(7),… 是 在 五 上 所 定义 的 一 列 可 测 函 数 . 如 果 对 于 每 一 
点 ZE 忆 , 存 在 极限 (有 限 或 无 穷 ) 
F(z) = lim fn(z), 
则 (TZ) 是 一 可 测 函 数 . ( 简 言 之 , 收敛 可 测 函 数列 的 极限 函数 是 可 测 的 ). 
证 明 ”对 于 任意 固定 的 a, 两 集 
MA = 万 (fr>at 玄 ) 与 BY = IT 4% 


R==32 


都 是 可 测 的 . 因此 只 要 证 明 下 面 的 等 式 成 立 : 
E(F > a) = 2 已 tn) 


设 zo e E(F > a), 则 F(zo) > a. 所 以 有 自然 数 mm 使 Flzo) >a+t 二 成 立 . 又 
因 所 (z0) = F(zo), 所 以 存在 着 n, 使 当 k > n 时 ， 


fr (zo) >a+ =. 


因此 , 对 于 所 有 的 上 >n, zo e 4 各). 于 是 zo e Bm. 自然 是 zoe 》, Bm). 从 而 


得 到 
E(F >a)c 》 B®. 


留 下 来 的 是 要 证 明 
》 Bl C E(F > a). (*) 


设 zo e 5 B4", 则 zo 属于 某 一 BW. 因此 , 当 k>n 时 , zo < Am. 换言之, 当 


k 之 nn 时 
fr(T0) > a+ 
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于 上 式 , 令 & 无 限 增 大 , 乃 得 
F(zo) 之 Q 十 ss 
m 
从 而 F(z0) > a, 即 zoe E(F > a). 因此 证 得 (*) 式 . 
此 定理 可 拓 广 为 如 下 的 定理 . 
定理 3 设 有 (7),f2(7),… 是 在 已 上 所 定义 的 一 列 可 测 函 数 . 如 果 函 数 严 (z) 
使 关系 
im f(z) = F(z) (es 
在 巨 中 几乎 所 有 的 点 成 立 , 那么 下 (ZI) 是 一 可 测 函数 ， 
证 明 假设 4 是 E 的 子 集 , 在 4 中 任何 点 (**) 式 不 成 立 (在 这 种 点 z, 极限 


lim f(z) 可 能 根本 不 存在 )， 由 假定 , m4 = 0, 故 F(z) 在 4 上 是 可 测 的 . 根据 定理 
2, F(z) 在 -A 上 是 可 测 的 . 所 以 F(z) 在 已 上 是 可 测 的 . 


83. 可 测 阔 数列 、 依 测度 收敛 


设 f(z) 和 g(z) 是 在 EB 上 所 定义 的 函数 , o 是 一 正 数 . 本 节 研 究 的 是 下 面 两 种 
形式 的 集 : 
E(|f —g|>0), E(|lf -9 < ch)， 
假如 f(z) 和 9(z) 对 于 EE 中 的 某 些 x 取 同 号 无 穷 大 , 这 时 f(z) - g(z) 就 没有 意 


义 . 严格 地 说 , 这 些 点 不 包含 在 任 一 集 内 . 我 们 约定 这 种 z 属于 集 E(|f - 9| > o)®. 
在 这 个 规定 之 下 , 那么 


E=E(|lf—g>0)+E(lf— yl<o). 
式 中 右 方 两 个 集 没 有 共同 点 . 


定理 1 (H. 勒 贝 格 ) 设 广 (z), fz(7z), f3(7),:…. 是 在 可 测 集 巨 上 所 定义 的 几乎 
处 处 有 限 的 可 测 函 数列 , 若 对 于 马 中 几乎 所 有 的 点 zx, f(T) 收敛 于 几乎 处 处 为 有 限 
的 函数 f(z), 那么 对 于 任何 正 数 o, 有 


Jim ImE(lfn — fl> 0)]=0. 


证 明 ”首先 , 由 82 的 定理 3, 知道 极限 函数 f(z) 同样 是 一 个 在 EE 上 的 可 测 函 
数 . 所 以 , 此 地 我 们 所 涉及 的 那些 集合 都 可 测 
中 这 种 规定 只 是 偶然 的 . 因为 今后 所 讨论 的 函数 是 几乎 处 处 有 限 的 , 而 对 于 E(|f - 9| > c) 只 考 
察 它 的 测度 . 由 于 
E(f = 土 co) + Blg = 士 oo) 
是 一 个 测度 为 零 的 点 , 所 以 关于 它 作 这 样 的 处 理 是 可 以 的 . 
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设 
A=E(|f|= 二 oo)， An = E(|fn| = +oo)， B=B(fi 不 一 f) 
Q=A+ 2》 An+B. 
赃 寺 】 
则 
m0 = 0. (1) 
其 次 设 
Er(o)= E(fe— fl>0), Rn(o)= > Br(o), M= 1] Rn(o) 
k=n, n=1 
所 有 上 述 诸 集 都 是 可 测 集 . 
因为 
Ri(o) 2 R2(0o) 二 Rs(c) 站 …，…， 
故 由 第 三 章 $4 的 定理 12, 当 n 一 co 时 ， 
mRn(o) — mM. (2) 
现在 要 证 明 
ME (3) 


事实 上 , 如 果 zoEQ, 则 
lim fi(z0) = f(z0), 

且 户 (zo), fo(zo),… 与 其 极限 f(zo) 都 是 有 限 数 . 所 以 必 有 n: 当 上 > mn 时 ， 
f(z0) - f(zo)| < 


识 
Zllt 
(yy 


roEEk(o) (k > n), 
因此 zoERn(c). 自然 , zoEM. 从 而 得 到 (3) 式 . 
由 (1) 与 (3) 式 , 得 mM = 0. 再 由 (2) 式 , 得 
mRn(o) 一 0 (no 00). (4) 
因 EE,(o) C Rn(o), 故 定理 得 证 . 


附注 ”所 证 得 的 结果 (4) 实在 比 定理 中 所 要 证 的 事实 更 强 . 这 个 结果 在 下 面 证 
明 开 . ®@. 叶 戈 洛 夫 定 理 时 要 用 到 . 
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定理 1 引导 我 们 建立 下 面 的 定义 @. 
定义 设 
f1(7), fa(2), f3(7),.…: (*) 


古 在 可 测 集 E 上 几乎 处 处 有 限 的 可 测 函 数列 , 又 f(z) 是 在 E 上 定义 的 几乎 处 处 有 
限 的 可 测 函 数 . 如 果 对 于 任 一 正 数 o, 关系 


im [mEl(lfn — fl>0)=0 
成 立 , 则 称 函 数列 (*) 依 测 度 收 和 化 于 函数 f(z). 
这 时 , 按照 菲 赫 金 哥 尔 茨 的 记号 , 写作 


利用 依 测度 收敛 的 概念 , 上 述 勒 贝 格 定理 可 以 改 成 如 下 的 形式 . 
定理 1* 几乎 处 处 收敛 的 函数 列 也 一 定 依 测度 收敛 于 其 极限 函数 ， 


但 是 此 定理 之 逆 不 真 , 由 下 例 可 明 . 
例 ”对 于 每 一 个 自然 数 , 在 半 闭 区 间 [0,1) 上 定义 天 个 函数 


FE (2), fh (2),. , f(z), 


它们 是 : 


由 (z) = 


_ 17 一 1 i; 
0， 二 | 人 
[特别 , ft)(z) = 1， ze [0,1)]. 将 这 些 函 数 排 成 一 列 
pli(z) = 用 (z)，wpa(z) = 0)(z)， pa(z) = 2D(z)， wa(z) = Fa)(z)， 


则 函数 列 ex(z) 依 测度 收敛 于 0. 因为 如 果 pn(z) = f(z), 则 对 于 任意 的 不 大 于 1 
的 正 数 o, 


2 一 1] i 
sdenl>o= | 人 


但 此 集 的 测度 等 于 z 当 n 一 00 时 趋 于 0@. 


中 此 定义 由 匈牙利 数学 家 F. 里 斯 (F. Riesz) 提出 . 
@ 以 上 假定 o < 1, 因 当 c > 1 时 , E(|pn| > c) 是 一 空 集 , 所 述 不 需 证 明 . 
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但 是 , 在 [0, 1) 中 任意 一 点 zo, 关系 式 
en(Zo) 一 0 


并 不 成 立 . 因为 当 zo e [0,1) 时 , 固定 k, 必 有 如 下 的 i 
2 一 1 1 
0 号 本 
从 而 /0(zo) = 1. 换言之 , 当 我 们 沿 数列 


pl(zo),wp2(zZo),pa(zo),…: 


看 下 去 , 不 论 怎么 样 的 远 , 总 有 等 于 1 的 数 . 所 以 wn(zo) 一 0 不 能 成 立 . 
由 是 , 依 测度 收敛 的 概念 , 较 几 乎 处 处 收敛 的 概念 为 广 , 较 处 处 收敛 的 概念 更 广 . 
然则 由 


jn(z) -一 f(7) 
所 定义 的 函数 是 否 为 唯一 的 呢 ? 下 面 的 定理 2 和 定理 3 是 这 个 问题 的 答案 . 


定理 2 ”假如 函数 列 f(z) 依 测度 收敛 于 f(z), 那么 f(z) 也 依 测度 收敛 于 等 
价 于 f(z) 的 任 一 函数 g(x). 


证 明 ”对 于 任何 正 数 c， 
El(lfn ~ gl>0)C E(f #9)+E(fn — fl>0). 
因 mE(f 关 g9) =0, 所 以 从 上 式 得 
mEl(lfn —g|20) < mE(lfn — f|>0), 
从 而 得 定理 之 证 . 


定理 3 ”假如 函数 列 户 (z) 依 测度 收 化 于 两 个 函数 flz) 与 g(z), 那么 f(x) 等 
价 于 g(zx). 


证 明 当 c >0 时 ， 
BE(f -gl>0) cE(f -fl>7)+E(fh-g>7), (+) 
因为 点 不 属于 此 式 右边 任何 一 集 时 必 不 属于 左边 的 集 . 从 关系 
太一 放 太一 9 
可 知 (*) 式 中 右边 每 集 的 测度 当 n - co 时 趋 于 0. 从 而 


7 五 (| 了 一 引 >c)=0. 
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由 是 , 从 
Bfz#gc>e(f-a>z),9 (+1) 


名 一 】 
得 到 f ~ 9. 定理 证 毕 . 


由 定理 2 和 定理 3, 假如 要 依 测度 收敛 的 函数 列 的 极限 函数 是 唯一 的 , 那么 应 将 
所 有 等 价 函数 视 为 同一 函数 . 此 种 规定 在 用 到 集合 测度 的 概念 来 研究 函数 某 个 性 质 
时 常 被 采用 . 在 积分 学 中 亦 可 发 现 许 多 类 似 的 例子 . 

虽然 依 测度 收敛 的 概念 是 几乎 处 处 收敛 的 概念 的 拓 广 , 但 是 还 有 下 面 的 定理 . 


定理 4 (F. 里 斯 ) ”车 函数 列 {fi,(7Z)} 依 测度 收敛 于 f(z), 则 必 有 子 函 数列 
fn (7), fna(Z) fns(z)…， (na < ?2 < 73 << … 
几乎 处 处 收效 于 f(z).@ 
证 明 ” 取 一 列 收敛 于 0 的 正 数 cn : 
O01>02>03>..….…. 
又 假设 
1 二 72 十 7T3 十 …: (mk > 0) 
是 一 正 项 收敛 级 数 . 
现在 由 下 面 的 步骤 来 决定 {f(x)} 的 下 标 : 
N11 <Nn2 <Nna<…:. (*) 
先 取 如 下 的 自然 数 nj : 
mEl(|fn, f| 之 Cl ) < 7971. 


这 种 ni 是 存在 的 , 因为 当 n 一 oo 时 ， 
mEl(|fn — fl>0)—0. 
然后 取 如 下 的 自然 数 no: 


mE(|fns — f|202)<m, ma2 >71. 


中 在 (**) 中 的 c 不 能 改 为 = . 因为 例如 点 z 使 f(z) = g(z) = +oe 的 并 不 属于 左 方 的 集 , 但 是 
我 们 已 规定 z 属于 E(|f - 9| > o). 

四 在 这 里 我 们 假定 凡 依 测度 收敛 定义 中 所 有 的 条 件 都 已 具备 , 例如 函数 的 定义 集 EE 是 可 测 的 ， 
函数 是 可 测 的 等 等 . 
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一 般 地 说 , 取 mk 使 它 满足 
mEl(lfn. 一 了 | 之 Ok) ZN Nk > mk 1， 


用 这 样 的 方法 得 到 (*). 现在 证 明 在 点 集 上 , f(z) 几乎 处 处 收敛 于 f(z) : 即 
关系 
im fn (7) = f(z) (x*) 
在 EE 中 几乎 处 处 成 立 . 其 证 如 下 : 
说 DO 
Ri= DE(fn, -fl>0xr), Q=1I]R:. 


k= 一】 


由 第 三 章 84 的 定理 12, 从 


下 Ro Rs OD- 


得 
mRi — mY. 
男 一 方面 , 从 不 等 式 
mRi < bp 
ga 


和 nm 的 收敛 性 , 得 mR; 一 0, 即 
mW = 0. 


今 证 (**) 对 于 z € E 一 8 是 真 的 . 因为 设 zoe 一 8, 则 zoERio. 故 当 kk> io 


时 ， 
roEE(|fn, — f| > oxk). 
因此 ， 
| jms(zo) — f(zo)| < ak (k 2 io). 
因 cx 一 0, 所 以 
fn:(Z0) 一 flz0). 
定理 证 毕 . 


上 面 说 过 , 勒 贝 格 定理 是 依 测 度 收敛 概念 的 基础 . 现在 利用 本 定理 , 建立 下 面 一 
个 很 重要 的 定理 ®. 


名 在 较 少 的 条 件 下 K. 赛 维 里 尼 (K. Cesepuau) 也 证 明了 这 个 结果 . 
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定理 5 (五. 更 . 叶 戈 洛 夫 )” 设 在 可 测 集 媚 上 已 给 一 列 几乎 处 处 有 限 的 可 测 函 
数 : 万 (z), 户 (z), Pa(z)…… , 且 它 们 几乎 处 处 收敛 于 几乎 处 处 有 限 的 函数 f(x) 


在 此 假设 下 , 对 于 任 一 正 数 65, 存在 如 下 的 可 测 集 Es C 五 : 
1)mbEs >mbE—5. 
2) 在 Es 上 , f(z) 一 致 收敛 于 f(zx). 


证 明 ”在 证 明 勒 贝 格 定理 时 已 证 : 设 o> 0， 


Rn,(o) = DE(fs - f|>0), 


天 一 你 
则 
mRn(o) —0 (mn 一 co). (1) 
任 取 收敛 正 项 级 数 
7 十 72 十 Ia 十 (7m > 0) 
和 正 数列 On - 
Il >0>03>::.:,， limo;=0. 


由 (1) 式 , 对 于 每 一 个 自然 数 i, 有 如 下 的 自然 数 ni 使 mRn, (oi;) < 了. 
假如 已 取 io 使 


3 Mi < 0 
(其 中 6 万 是 定理 中 所 表述 的 5), 又 记 
6 一 本， Rn (oi). 
那么 
me < 0. 
现在 证 明 
Es =E—e 


就 是 适合 1) 及 2) 的 一 集 . 因为 mEs; > mE-565 是 明显 的 ; 所 以 只 要 证 明 f(x) 一 f(z) 
在 Es 上 一 致 地 成 立 就 行 了 . 


对 于 任 一 正 数 <, 取 i, 使 满足 


2 之 ?0， ai <&) 
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现在 要 证 明 , 当 > ni, 对 于 所 有 的 z € Es, 成 立 
[kz) 一 jz)| < <. 
事实 上 , ze Es 时 zEe. 因此 , zER (ci). 
换言之 , 当 > mi 时 ， 
ZE 五 (| 产 一 咱 > 0), 
这 就 是 说 : 
[fr(7)— f(T)| < oi: (>>mai)， 
从 而 
[fr(z)— f(T)| <e (kn), 
此 地 的 mi 只 与 < 有 关 而 与 z 是 无 关 的 , 所 以 在 Es 上 , f(z) 一 致 收敛 于 f(z). 


84. 可 测 函 数 的 结构 

在 研究 某 种 函数 时 ， 必 然 会 想到 下 面 的 问题 : 可 否 将 该 困 数 用 更 简单 的 函数 来 
表示 , 或 是 来 通 近 。 

例如 代数 问题 中 多 项 式 的 因子 分 解 ， 有理数 之 化 为 即 约 分 数 ， 以 及 将 连续 函数 
用 寡 级 数 或 三 角 级 数 来 表示 , 等 等 , 都 是 将 原来 的 问题 简化 形式 的 例子 . 

在 本 节 中 , 我 们 要 讲 用 连续 函数 来 通 近 可 测 孙 数 的 几 个 定理 , 也 就 是 对 可 测 顶 


数 来 解决 类 似 的 问题 . 由 这 些 定 理 可 以 明白 可 测 函数 基 本 的 结构 性 质 , 详 见 下 面 定 
理 4. 


定理 1 设 f(x) 是 在 饭 上 所 定义 的 几乎 处 处 有 限 的 可 测 函 数 , 那么 对 于 任意 
的 正 数 e, 存在 一 个 如 下 的 有 界 可 测 函 数 g(z): 


mbE(f #9) <e. 
证 明 置 
Axr = E(lfl > k), Q®@= E(f|= +o0). 
则 由 假设 ,mQ = 0. 但 由 关系 
41i2D4224as2D… 


Q= || 4 
大 一 1 


得 (第 三 章 84 定理 12) 


lim mA = mQ = 0. 
天 一 DO 
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所 以 有 ko 使 

mAkro <E. 

今 在 媚 上 定义 如 下 的 函数 9(z) : 
ee ft2), TEE—- 4ko， 
9(z) 加 (1 爷 捷 Ako, 

肾 数 g(z) 是 可 测 的 , 并 且 是 有 界 的 . 事实 上 

|9(z)| < ko. 

E(f #9) = 4ko， 


定理 证 毕 . 
这 个 定理 表示 : 任 一 几乎 处 处 有 限 的 可 测 函 数 , 如 从 它 的 定义 范围 除去 一 个 测 
度 任 意 小 的 集 , 成 一 有 界 可 测 函 数 ， 


定义 ” 设 f(z) 是 在 瑟 上 定义 的 函数 . 设 zo e 五 , f(zo) 关 士 oo. 在 下 面 两 种 情形 
之 下 : 1) zo 是 五 的 孤立 点 ; 2) zo € EF', 当 zn 一 zo,zn E 玉 时 , 关系 f(zn) 一 f(z0) 
常 成 立 , 称 f(z) 在 点 zo 是 连续 的 . 


如 果 f(z) 在 EB 上 每 一 点 连续 , 则 称 f(z) 在 上 连续 . 
引 理 1 设 珀 , 忆 ,… ,下 ,是 两 两 不 相交 的 n 个 闭 集 , 在 它们 的 和 集 


Fs= Sy 
此 一 1 


上 定义 函数 p(z). 假如 p(z) 在 每 一 玖 上 取 常 数值 , 那么 w(z) 在 政 上 是 连续 的 . 


证 明 设 rzoEF',zi 一 Zzo,rTiEF, 
因 FF 是 闭 集 , 所 以 zo € 环 因此 必 有 ,含有 zo. 又 因 及 之 间 两 两 不 相交 , 所 
以 如 果 开关 mm, 则 zoEFx. 又 因 及 为 一 闭 集 , 所 以 zo 必 非 i 的 极限 点 . 
由 是 , 点 列 {xz;} 中 , 顶 多 只 有 有 限 个 的 点 属于 Fi(k 关 mm). 因此 {zi} 中 的 点 , 它 
属于 
下 1 Fo, Np, ,RE , : 


中 某 一 个 集 的 , 其 全 体 只 有 有 限 个 . 设 io 是 最 后 的 一 个 , 即 当 i > io 时 ， 
zi € Fn. 
由 假设 , yp(z) 在 每 一 个 及 上 取 常 数 , 故 当 i > io 时 
p(Ti) = P(r0). 
引 理 1 由 是 证 毕 . 


84. 可 测 函 数 的 结构 * 101. 


引 理 2 设 瓦 是 含 在 [a,b] 中 的 闭 集 . 设 p(z) 是 在 下 上 所 定义 的 连续 子 数 . 
那么 在 [a,8] 上 可 以 定义 如 下 的 函数 (7) : 

1) WwW(z) 是 连续 的 ， 

2) zx EF 时,uW(z) = wp(z). 

3) max ly%(z)| = max |p(z)|. 


证 明 设 [a, 8] 是 包含 F 的 最 小 闭 区 间 . 倘 使 要 求 函 数 %(z) 在 [a, 8] 中 有 意 


义 , 那么 置 
vp(a), ZE [aa)， 
| 


p(B), ze(5b 
以 后 , 就 得 到 所 要 求 的 函数 (7z). 


因此 , 不 失 一 般 性 , 我 们 不 妨 假设 fa, 中 就 是 包含 FF 的 最 小 闭 区 间 . 

如 果 下 = [oa, 路 则 定理 不 必 证 明 . 若 下头 [fo 中 则 [ao 昌 一己 是 有 限 个 或 可 数 个 
不 相 重合 的 区 间 之 和 , 其 中 任 一 区 间 的 两 端 都 属于 F. [a,5b| 一 下 的 每 个 构成 区 间 称 为 
F 的 余 区 间 . 

今 作 yw(z) 如 下 : 当 z EF 时 , 邻 y(z) =elz), 在 下 的 每 个 余 区 间 上 Bw(z) 是 
线性 的 . 利用 端点 的 函数 值 保持 它 的 连续 性 . 于 是 (zx) 在 [a,9] 上 完全 定义 好 了 . 

现在 要 证 明 W(z) 在 [a,4] 上 是 一 连续 函数 . 显然 的 , [a,9] -下 中 的 点 都 是 连续 
点 . 今 设 zoe 也 可 以 证 明 %(z) 在 zo 是 左 连续 的 ( 右 连续 的 证 明 完全 相仿 ). 

若 zo 是 FF 的 某 个 余 区 间 的 右 端 , 则 %(z) 在 zo 为 左 连续 , 由 W(z) 的 定义 就 可 
明白 . 

假设 zo 不 是 FF 的 余 区 间 的 右 端 . 设 


PI < LC WC 
是 一 列 和 收敛 于 zo 的 点 列 . 如 果 
InEF (n=1,2,3,...), 
那么 利用 w(z) 在 F 上 的 连续 性 , 得 
(Zn) = po(zn) 一 p(T0) = V(ro). 
今 不 妨 就 
ZnEF (n=1,2,9,...) 


时 来 讨论 . 此 时 zi 一 定 含 在 某 一 个 余 区 间 (A1,p1) 之 中 , 并 且 ji < zo (因为 zo 不 
是 任何 余 区 间 的 右 端 ). 今 设 


Al < ZIk<= Hl (B= 1 2,..5 ,1), Tni+l > WH1. 
四 更 精确 地 说 , 是 在 这 些 区 间 的 闭 包 上 . 
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则 Tni+l 又 必 含 在 男 一 个 余 区 间 (AX2, 12) 之 中 ， 并 且 M2 < Zo. 将 此 种 手续 继续 进行 ， 
得 到 一 列 余 区 间 

(A1, 41), (和 2， M2), (X43, 13), 0 
这 是 顺 次 的 自 左 而 右 的 区 间 : 和 i < ji < 和 2 < py2 < … .并 且 


Tk € (和 Ai Li) (大 一 ?Wi-1 十 外 ,Th ). 


从 
Tni < Hi < To 
得 
Hi 一 Lo, 
又 从 
Mi A<To 
得 


Ai — TO. 
但 是 X 和 jy; 都 是 FF 的 点 . 由 于 已 经 说 明 的 事实 , 知道 
lim WAi) = lim Wi) = V(xzo). 

由 w(z) 的 定义 , 在 五 的 每 一 个 余 区 间 内 是 线性 的 , 所 以 W(zk) 的 数值 必 介 平 

(A 和 i) 和 Ww(pi) 之 间 . 因此 
,lim (Zn) = V(ro0). 

于 是 , %(z) 是 连续 的 . 

由 W%(z) 的 定义 , 在 集 FF 上, w(z) 等 于 yp(z). 

最 后 , 根据 魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 , 连续 肾 数 |w(z)| 在 [a,b] 上 某 一 点 一 定 取 到 最 大 


值 , 即 max |w(z)|. 这 种 使 |%(z)| 取 最 大 值 的 点 一 定 属于 FF 因为 W(z) 在 下 的 余 区 
间 内 是 线性 的 . 因此 ， 


max |y(7z)| = max |p(z)|. 
引 理 完全 证 毕 . 


定理 2 (E. 博 雷 尔 ) 设 f(z) 是 在 饭 = [ai 上 定义 的 几乎 处 处 有 限 的 可 测 函 
数 . 对 于 任何 二 正 数 o 与 es,[a,b 上 有 连续 函数 W(z) 适合 


mE(|f 一 名 > o) <e 
如 果 |f(z)| < K, 那么 可 以 选取 上 面 的 W(z) 使 它 满足 


Iw(z)| < K. 
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证 明 ” 先 设 |f(z)| < K. 
固定 o 与 <, 取 自 然 数 n, 使 


~ 一 广 
LA 


和 . 
B=-B(= Kx<f< 35K) (i=1—n,2—n,..……,n—1) 


nC—1 


Er=B(s Kk</t<K). 


上 述 诸 集 都 是 可 测 的 , 并 且 两 两 不 相交 . 因此 


(09 = 》 EF 


i=1—n 


对 于 每 一 个 E;, 作 如 下 的 闭 集 F; C EE， 


mF; > mbE:;— 元 


ph 


那么 , [如 一 下 = 》 (EB; 一 下), 因而 
mla,b] —mF <e. 
现在 在 BR 上 定义 如 下 的 函数 p(z) : 
g(r) = TK, py 
由 引 理 1, w(z) 在 F 上 是 连续 的 , |p(z)| < K. 当 zEF 时 ( 因 Fi Cc BE)， 
|f(x) — p(T)| < ac 


应 用 引 理 2, 在 [c, 上 作 如 下 的 连续 明 数 (zx) : 当 z € FF 时 ,yw(z) = yp(7),|w(z)| < 
K. 


由 
E(|f 一 四 > Ca,b)—h, 
知 %(z) 即 为 所 要 求 的 函数 . 定理 当 f(z) 为 有 界 时 , 证 明 已 毕 . 
假如 f(z) 不 是 有 办 函数 , 那么 利用 定理 1, 可 以 作 有 界 可 测 函 数 g(z) 适合 于 


mE(f #9g9) < 3 
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将 关于 有 界 函 数 的 结果 用 到 函数 g(z), 乃 得 [a,8] 上 如 下 的 连续 函数 %(z) : 
mE(lg— wy| >0) < 2: 
由 
E(|f — vw|>0)C E(f #9)+ E(lg—w|> 0), 
知 yw(z) 是 一 所 求 的 函数 . 


推论 ”对 于 在 [a,b| 上 定义 的 几乎 处 处 有 限 的 可 测 函 数 f(z). 存在 连续 函数 列 
加 (z) 依 测度 收 化 于 f(z). 


证 明 取 两 个 收敛 于 0 的 数列 : 
ol>oz>aog>.…，on 一 0， 
el>e2>e3>:..., en 一 0; 
对 于 每 一 个 ” 作 连 续 函 数 加 (z) 使 
mE(|f 一 加 | > an) < en. 
因为 对 于 任意 的 o > 0, 必 有 no : 当 n> no 时 , on < o. 对 于 这 种 nn， 
E(|f 一 如 | > 0) CC E(lf 一 加 | > on)- 


由 是 
bn(7) -一 jz)， 
证 明 完毕 . 


对 于 {wn(z)}, 应 用 $3 的 里 斯 定理 , 存在 着 几乎 处 处 收敛 于 f(z) 的 连续 组 数列 
{wn (T)}. 由 是 ， 得 


定理 3 (M. 弗 雷 软 (M. Fréchet)) ”对 于 在 [a,b| 上 定义 的 几乎 处 处 有 限 的 可 
测 函 数 Flz), 存在 几乎 处 处 收敛 于 f(z) 的 连续 函数 列 . 


利用 这 个 定理 , 可 以 证 明 下 面 很 重要 的 定理 . 


定理 4 ( H. H. 卢 津 (H. H. Jly3wa)) 设 f(z) 是 在 瑟 = [ai 上 所 定义 的 
几乎 处 处 有 限 的 可 测 浮 数 . 对 于 任 一 正 数 6 有 连续 函数 p(z) 适合 


mE(f v)<i. 
特别 , 当 |f(z)| < K 时 , 则 可 取 上 面 的 p(z) 使 它 满足 


|IP(z)| < K. 
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证 明 ”由 弗 雷 软 定理 , 有 连续 天 数 列 


pl(Z), pz(Z) pas(Z) 


几乎 处 处 收敛 于 jz). 又 由 叶 戈 洛 夫 定理 , 存在 如 下 的 集 Es， 
mbEs >b—a— >, 


在 Es 中 关系 
pn(Z) 一 f(z) 
对 z 一 致 地 成 立 . 
由 分 析 中 一 定理 @, 可 知 f(z) 在 Bs; 上 是 连续 的 . (并 不 是 说 将 f(z) 看 作 在 [a, 吕 
上 定义 的 函数 时 f(z) 在 Bi; 上 是 连续 的 , 而 是 说 ; 将 f(z) 看 作 在 Bs 上 定义 时 是 一 
连续 项 数 ). 
取 Es 的 闭 子 集 局 ,使 


mF >mEs—5. 


如 果 将 f(z) 看 作 仅 在 F 上 所 定义 的 话 , 那么 f(z) 是 一 连续 函数 . 再 应 用 引 理 2, 我 
们 可 以 在 la,8] 上 找到 如 下 的 连续 函数 ep(z) : 当 z Ee 下 时 , wp(z) 等 于 f(z). 因此 ， 


E(f #9) c [ww 引 一 已 


因 mE(f 关 w) < 6 所 以 p(z) 是 所 要 求 的 函数 . 

如 果 |f(z)| < K, 那么 对 于 下 中 的 点 z, 此 不 等 式 当 然 也 成 立 . 所 以 由 引 理 2， 
有 如 下 的 yp(z), lp(z)| < K. 

定理 因此 完全 证 毕 . 


卢 津 的 定理 可 以 改写 为 : 几乎 处 处 有 限 的 可 测 函 数 除了 一 个 测度 可 任意 小 的 集 
而 外 , 乃 是 连续 的 . 有 些 著 者 @ 即 借 此 重要 性 质 来 定义 可 测 函 数 . 不 难 证 明 这 两 种 定 
义 是 等 价 的 . 后 者 特别 指出 可 测 函数 与 连续 函数 这 两 个 概念 有 密切 的 关系 . 
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在 上 一 节 中 我 们 讲 了 许多 用 连续 函数 来 接近 可 测 函 数 的 定理 . 现在 再 行 深 入 一 步 . 可 先 用 多 
项 式 来 逼近 连续 函数 . 然后 用 多 项 式 来 通 近 一 般 的 可 测 中 数 . 
为 此 目的 , 首先 讲述 魏 尔 斯 特 拉 斯 的 定理 . 这 个 定理 自身 也 是 很 重要 的 . 我 们 依照 C. HH. 伯 
恩 斯 坦 (C. H. Bepamreits 或 S. N. Bernstein) 的 证 法 来 说 明 它 . 
5 对 于 在 [a. 相 上 定义 的 连续 函数 列 , 如 果 一 致 收 全 于 f(z) 的 话 , 则 f(z) 是 连续 的 . 普通 书 上 
对 于 此 定理 的 证 明 虽 只 说 到 区 间 , 实际 上 可 以 拓 广 之 于 任何 集 . “ 
四 参考 II，C， 亚 历 山 德 罗 夫 及 A. H. 柯 尔 莫 艾 洛 夫 : Beenesune Ba Teopuio 中 yHKIWM 
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引 理 1 对 任 一 z, 有 下 面 的 恒等式 : 


Cnz (1 一 2 一 1. 


jp=0 
事实 上 , 于 牛顿 二 项 式 
(a 下 b)” Crab™™, 
大 一 0 


置 a = zx,b = 1 一 ZX, 即 得 (1). 
引 理 2 对 于 所 有 的 实数 z, 成 立 不 等 式 


nn 
Ca(h — nz) rz*(1 — 7z)"™* < 2 
大 一 0 4 


证 明 ”将 等 式 。 
Ce = {+2) 


k=0 


关于 z 微分 , 再 乘 以 z, 则 得 


> kCrz" =nz(l +2)". 
k=0 


将 (4) 式 关 于 z 微分 再 乘 以 z, 乃 得 


=nz(l +nz)(l1+2z)"™. 
k=0 


于 (3), (4), (5) 式 , 置 


后 , 再 乘 以 (1 一 z)”, 万 得 
》、ckzxll — 27)" "=1 
大 ==0 


nn 
> KECAzk(l 一 Zn = nz, 
k= 二 0 


> k2Cxze(l — £2)" "= nz(l— z+ ne). 


天 三 0 


以 n?z? 乘 (6) 式 , -2nz 乘 (7) 式 , 1 乘 (8) 式 , 然后 边 边 相 加 , 乃 得 


yi 一 nr) :Cz*(1 一 rT)"* = nz(l — £2). 


大 一 0 
因此 所 要 的 不 等 式 的 证 明 , 归结 到 证 明 
z(1— 7) < 1.© 
这 是 很 明显 的 事 , 证 明 完 毕 . 


@ 由 4z2 -447 十 1 = (2z 一 1)? >0 即 得 1>4z(l-z). 


(2) 


(3) 


(4) 


(5) 


(6) 


(7) 


(8) 
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定义 1 设 f(z) 是 在 [0,1] 上 定义 的 有 限 函 数 . 称 多 项 式 
”所 EN A 
Bn(o) = D1 (£) Ckzk(1 zj" (9) 
为 关于 f(z) 的 伯 恩 斯 坦 多 项 式 . 
定理 1 (C. H. 伯 恩 斯 坦 ) ”假如 f(z) 在 [0,1] 上 是 一 连续 函数 , 则 当 n 一 co 时 ， 
Bn(7) 一 f(7) (10) 
对 工 一致 地 成 立 . 
证 明 设 
M = max |f(z)|. 
对 于 正 数 < 有 正 数 5 : 当 |z" _ z'| < 5 时 ， 
If(z")— f(r)| < e. 
设 zefo,H, 由 (1) 得 


从 而 


n 


f(z) = 》、j(z)Ckzk(L -jn 
k=0 
Bz) — f(a) < » 


k 
> (£) -ye 
将 下 面 的 整数 大 = 0,1,2,.… ,mn 分 成 A 和 B 两 部 分 : 
当 E 一 了 
作 


py (11) 


< 时 keA, 


当 -了 | > 5 时 keB. 


因此 当 k € 4 时 ， 
b (£) -f(z)| <e 
由 引 理 1， 
2 |f (5) -yj| Cts)"* < eB Cts-o)"* Se DCks(1-2)"* = e. (12) 
A A k 二 0 
若 kE€B, 则 
(k— nr)? > 1 
n262 b 
由 引 理 2, 得 


CRz(1 一 Zn 


| -i 
2M 
< 5 


(一 nz)2Crzzs(l — 7)"™* 
B 


2M 
n202 


M 


< 2. (13) 


D_(k — nz) Oz"(l — 2)"* < 
天 一 0 
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总 合 (11), (12), (13) 三 式 , 得 


|B(z) — f(z)| < < 十 ZE [0,H]. 


M_ 
2n02 


取 n> 则 得 


元 
|Bn(z) — f(7)| < 2e， 


定理 证 毕 . 


定理 2 (K. 魏 尔 斯 特 拉 斯 ) ” 设 f(z) 是 在 [a,b|] 上 定义 的 连续 函数 . 那么 对 于 任意 的 正 数 
E, 存在 多 项 式 P(z), 使 不 等 式 
yw) -Ptz)l <e 
对 所 有 z E [a, 可 一 致 地 成 立 . 


证 明 ”假如 [a,6] = [0, 1], 则 本 定理 是 伯 轴 斯 坦 定理 的 结果 . 设 fa, 中 关 [0,1, 则 y 的 函数 
fla + y(b — a)] 
在 [0,1] 上 是 连续 的 . 所 以 有 如 下 的 多 项 式 Q(vy) : 
7fe+yb 一 oa 一 Q)l<s，0 和 yy 和 1 


若 ze [a,0]， 则 二 € e [0, 1], 因此 


Ja -Q (2s) 


所 以 , P(z) = a (入 < ) 就 是 所 要 的 多 项 式 . 


由 魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 , 博 雷 尔 定理 与 弗 雷 软 定理 都 可 改进 它 的 形式 , (但 卢 津 定理 不 行 !) 例如 
弗 雷 软 定 理 可 以 写成 


定理 3 (M. 弗 雷 歇 ) ” 设 f(z) 是 在 [a,b|] 上 定义 的 几乎 处 处 有 限 的 可 测 函 数 , 那么 存在 一 
列 多 项 式 几乎 处 处 收 化 于 f(z). 


证 明 ” 设 {pn(z)} 是 几乎 处 处 收敛 于 f(z) 的 连续 函数 列 . 又 设 已 ,(z) 是 如 下 的 多 项 式 : 
|Pn(z) — pn (7)| < 二 ， a<r<b. 
那么 {Pn(z)} 即 为 所 要 的 多 项 式 列 . 因为 当 wn(z) 一 f(z) 时 , 当然 P(z) 一 f(z). 定理 证 毕 . 


对 于 博 雷 尔 定理 的 改变 , 读者 可 以 自行 写 出 . ( 且 可 保持 |P(z)| < sup |f(z)| 的 条 件 !) 
对 于 具有 周期 的 连续 函数 , 可 以 利用 三 角 多 项 式 来 逼近 . 此 事 与 定理 2 当然 有 密切 的 关系 . 


定义 2 称 函 数 


T(z)= 4 十 》 (ax cos kz + bx sin kz) 
=1 


为 n 次 的 三 角 多 项 式 . 
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当 bi = bs 二 … = bn 二 0 时, T(z) 是 一 偶 函 数 , 可 以 称 它 做 余弦 多 项 式 . 


引 理 3 ”a) 函数 cos* rz 可 以 表 为 余弦 多 项 式 . 
b) 如 果 T(z) 是 一 三 角 多 项 式 , 则 T(z)sinz 也 是 三 角 多 项 式 . 
c) 如 果 T(z) 是 一 三 角 多 项 式 , 则 T(z 十 a) 也 是 三 角 多 项 式 . 


证 明 留 给 读者 . 


引 理 4 设 f(z) 是 在 [0,7] 上 定义 的 连续 函数 , 则 对 于 任 一 正 数 e, 存在 余弦 多 项 式 T(z)， 
使 不 等 式 
|f(z)— T(z)| <e 


对 0<z<A 成 立 . 
证 明 将 f(arccosy) 看 作 y 的 函数 , 则 在 [一 1, 十 1] 上 是 连续 的 . 因此 , 有 和 多项式 Sa 


大 一 0 
使 不 等 式 


n 
|f(arccosy) 一 >》 akg | < E 
k=0 


对 于 所 有 的 y € [一 1, 十 1] 成 立 . 
车 ze [0,7], 则 cosz € [一 1, 十 1]. 因此 ， 


= Yd 


k==1 


由 引 理 3, cos* z 是 一 余弦 多 项 式 . 由 是 定理 得 证 . 
推论 ”假如 具有 周期 2r 的 偶 函 数 f(z) 处 处 是 连续 的 , 那么 有 三 角 多 项 式 T(z) 使 不 等 式 


|f(z)— T(z)| <e 
对 所 有 实 的 z 成 立 . 


事实 上 , 在 [0, 7] 中 , 有 余弦 多 项 式 T(z) 使 上 式 成 立 . 现在 f(z) 与 T(z) 都 是 偶 函 数 , 因此 ， 
上 式 对 ze [一 x,0] 也 成 立 . 最 后 , 由 于 f(z) 一 T(z) 的 周期 性 , 不 等 式 处 处 成 立 . 


定理 4 (K. 魏 尔 斯 特 拉 斯 ) 设 Flz) 是 一 个 周期 为 27 的 连续 的 周期 函数 , 那么 对 于 任 一 
正 数 E, 必 有 三 角 多 项 式 T(z) 使 不 等 式 


lz) — T(z)| <e 
对 所 有 z 成 立 . 
证 明 ”由 引 理 4, 对 于 偶 函 数 
f(z)+ f(—7), [f(z)— f(-—z)]sinz, 
有 如 下 的 三 角 多 项 式 Ti(z) 和 T2(z) : 


f(z)+ f(—7z)= T(r)+ oi(z), [f(z) ~ f(—z)]sinz = T(z)+ a2(7), 
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其 中 


li(z)| < 5, loz(z)| < 3. 


对 于 上 面 的 两 个 等 式 , 第 一 式 乘 以 7 sin? z, 第 二 式 乘 以 5 sin z， 然后 边 边 相 加 得 到 


f(z)sin?z = Ts(z) + B(z), |B(z)| < 三 ， 
其 中 Ts(z) 是 某 一 个 三 角 多 项 式 . 
这 样 的 结果 对 于 任何 一 个 连续 的 周期 函数 是 真 的 . 因此 对 于 函数 f (z 加 7) 也 是 真 的 . 今 设 


f (2-3)sin’ r= T(z)+Ys), h(a)l<$. 
于 此 , 将 > 换 以 = + 5， 乃 得 


jlz)coszz = Ts(z) + 6(z), |6(z)| < 了 
因此 ， 
f(z) =T(z)+Ts(z)+B(z)+6(z)，16(z) +6(z)| < &. 
由 是 得 到 所 求 的 三 角 多 项 式 Ta(z) + Ts(z). 


此 刻 我 们 虽然 没有 把 定理 4 联系 到 可 测 函 数 的 理论 , 但 是 以 后 将 会 看 到 , 这 个 定理 是 非常 重 
要 的 . 


第 四 章 的 习题 


1. 着 fn(z) 一 f(z), gn(7) 一 g(7), 则 fn (2) + gn(z) 一 f(z) 十 9g(z). 
2. 设 户 (z) 二 > f(z), g(z) 是 几乎 处 处 有 限 的 可 测 函 数 , 则 


fn(7)g(z) 一 f(z)g(7). 


3. 对 于 在 EE 中 每 一 点 趋向 于 +eo 的 函数 列 , 建立 叶 戈 洛 夫 的 定理 . 


4. 存在 以 多 项 式 为 项 的 级 数 pi(z) + pz(z) 十 pa(z) 十 … 具有 下 列 的 性 质 : 对 于 在 [a, 闻 
上 所 定义 的 任何 一 个 连续 函数 f(z), 可 以 将 此 级 数 由 项 的 归并 (但 不 变更 其 顺序 ) 使 级 数 


>》 [ps+i(z) +… 十 pnktx(z)] 在 [a, 上 一 致 地 收 合 于 f(z). 
==1 


5. 几乎 处 处 有 限 的 可 测 王 数列 户 (z), fo(z),…: 要 它 依 测度 收 伊 的 必要 有 旦 充分 的 条 件 是 : 对 于 
任何 正 数 c 和 ,有 如 下 的 N: 当 n>N,m>N 时 ， 


mE(lfn— fm|l>0)<e 


(F. 里 斯 ). 


6. 在 博 雷 尔 和 弗 雷 歇 定 理 中 , 假设 定义 的 闭 区 间 是 [7, +7], 那么 在 所 述 的 结果 中 可 以 用 三 角 
多 项 式 代 替 连 续 函数 . 
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7. 可 数 个 可 测 函 数 的 上 确 界 函 数 是 可 测 函 数 . 


10. 


11. 


.如 果 对 于 任意 固定 的 n, 当 大 一 co 时 


f(z) 一 f™ (7), 
而 当 n 一 co 时 有 

fn)(z) 一 > f(z), 
那么 在 集合 {f(z)} 中 可 以 选取 函数 列 依 测度 收敛 于 f(z). 


， 在 上 题 的 叙述 中 , 如 果 将 所 有 依 测度 收敛 改 为 普通 的 收敛 , 则 所 述 不 真 . 


设 f(t) 是 在 EB = [a,9] 上 所 定义 的 几乎 处 处 有 限 的 可 测 函 数 . 那么 [a,8] 上 有 如 下 的 单调 
减 函数 g(t) : 关系 mE(g > z) = mE(f > xz) 对 于 任何 实数 z 成 立 . 


设 f(t) 是 在 E = [ab 上 所 定义 的 几乎 处 处 有 限 的 可 测 函 数 . 那么 有 唯一 的 数 h 使 两 关系 


mE(f >A) > 2 和 当 H>h 时 mE(f > H) < 


都 成 立 . ( 开 . B. 康 托 罗维奇 (JI. B. KaaropoBrre)). 


b—a 
2 
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81. 勒 贝 格 积分 的 定义 


0. 柯 西 所 给 出 的 、 后 来 由 B. 黎 曼 发 扬 的 老 的 积分 定义 可 述 如 下 : 设 f(z) 是 在 
[a,b] 上 所 定义 的 有 限 函 数 . 将 [a,5b| 用 分 点 


TO0O=a<TX1<7T2<.:..<TXn=b 


分 成 若干 小 区 间 , 在 每 一 个 小 区 间 [zk, zk+i] 中 任 取 一 点 名, 作 黎 曼 和 


n—l1 
0 二 天 f(ék) (Tk+1 一 Zk). 


k==0 


当 


入 一 max(Zk+1 — Zk) 


趋 近 于 0 时 , 如 果 o 趋 近 于 一 个 有 限 的 极限 1 而 且 了 的 数值 是 和 [a,5] 的 分 法 以 及 
& 的 取 法 都 无 关 的 话 , 那么 称 此 极限 I 是 f(z) 在 [ao 外 上 的 黎 曼 积分 . 用 记号 


b 
J f(z)dz 
表示 此 积分 . 有 时 为 了 与 其 他 积分 区 别 起 见 , 对 于 黎 曼 积分 , 写 为 
b 
(R) J f(z)dz. 


存在 着 黎 曼 积分 的 函数 称 为 依 黎 曼 意义 可 积 的 函数 或 称 为 (R) 可 积 函 数 . f(z) 
为 (R) 可 积 的 必要 条 件 是 : f(z) 为 有 界 晴 数 . 
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柯 西 早已 证 明 连 续 函 数 是 (R) 可 积 的 . 但 是 也 有 (R) 可 积 的 不 连续 函数 . 例如 
单调 不 连续 函数 是 (R) 可 积 的 . 

我 们 也 容易 找到 有 界 函 数 而 不 是 (R) 可 积 的 . 例如 在 [0,1] 上 定义 如 下 的 函数 
w(z) ( 称 为 狄 利 克 雷 函数 ): 


当 z 是 有 理 数 时 ， w(x) = 1， 
当 z 是 无 理 数 时 ， %(z) = 0. 


这 个 苯 数 不 是 (R) 可 积 的 , 因为 如 果 取 所 有 的 &i 均 为 有 理 数 则 vc = 1, 如 果 取 所 有 
的 & 均 为 无 理 数 则 c = 0. 

这 样 看 来 , 黎 曼 积分 的 定义 有 本 质 上 的 缺陷 一 一 甚至 一 个 很 简单 的 函数 都 不 能 
够 积分 . 

不 难 弄 清 事 情 的 原委 . 

事情 是 这 样 的 : 黎 曼 和 的 作成 , 万 是 将 [a, 中 分 成 [zo0,z1], [zi, zz],…… , [Zn-1, Tn] 
有 限 个 小 部 分 ( 今 以 e0,e1,… ,en li 记 之 ), 在 每 一 个 ek 中 选取 一 点 &, 作 乘 积 
f(&k)mer 的 和 : 


n—l 


0 二 Df(ék)mer. 


k=0 
假如 c 有 极限 , 而 此 极限 与 & 的 取 法 无 关 的 话 , 黎 曼 积分 才 存在 . 换 句 话说 : 此 时 
ek 中 每 一 点 z 都 可 以 取 作 &, 而 这 种 点 的 改变 要 对 于 o 不 起 显著 的 作用 . 这 件 事 
情 , 只 有 当 f(&) 由 & 的 改变 所 造成 的 差 极 微 时 才 有 可 能 . 但 集 ek 中 不 同 的 各 点 是 
根据 什么 合并 成 一 个 集 的 呢 ? 只 不 过 是 因为 ek 是 很 小 的 闭 区 间 [zxk,zx+1]，ek 中 相 
异 的 点 彼此 很 接近 而 已 . 

如 果 函 数 f(z) 是 连续 的 话 , 那么 当 z 的 两 值 很 相 接近 时 , 它们 所 对 应 的 两 咀 数 
值 也 很 相 接 近 . 所 以 当 &i 在 ek 上 变动 时 , o 的 变化 其 小 . 但 是 对 于 不 连续 函数 , 情 
况 就 大 不 相同 . 

换言之 , ex 的 构成 是 这 样 的 : 只 有 当 f(z) 是 连续 函数 时 , 才 可 以 拿 f(&x) 来 代 
表 阻 数 在 ek 上 的 数值 . 

因此 , 黎 曼 积分 的 定义 可 以 看 作 专门 为 连续 函数 而 作 的 ,对 于 其 他 的 函数 偶 或 
也 可 适用 . 不 过 以 后 我 们 将 要 看 到 , (R) 可 积 的 函数 不 能 “ 太 不 连续 ”. 

为 了 要 把 积分 这 概念 推广 到 更 多 的 函数 上 去 , 勒 贝 格 提出 了 男 一 种 积分 的 方法 . 
这 方法 不 是 根据 不 同 的 z 在 Oz 轴 上 很 靠近 这 样 一 种 无 关 重 要 的 情况 而 取 和 人 同一 个 
ek, 而 是 把 函数 值 很 相近 的 zx 取信 同一 个 ek. 勒 贝 格 将 [a,9| 中 的 点 给 以 如 下 的 分 法 : 
设 f(z) 的 一 切 函 数值 介 乎 4 与 B 之 间 . 于 [4, B] 中 插入 分 点 


4= 加 <I 态 <…. < 加 = 卫 ， 
而 令 
ek = E(yk < f < yk+1): 


. 114 . 第 五 章 ”有 界 函 数 的 勒 贝 格 积分 


假如 w+i 一 yk 很 小 , 那么 显然 的 对 于 同一 点 集 ek 中 的 两 点 , 所 对 应 的 函数 值 也 甚 
近 . 它 与 黎 曼 手续 的 不 同 处 , 乃 是 ex 中 的 相 异 两 点 xz 在 Oz 上 可 以 相距 很 远 . 
特别 , 在 eg 上 取 yy 当 作 代表 的 函数 值 , 那么 所 对 应 的 和 就 是 


n—l1 
> Yk “MEER. 
k=0 
现在 我 们 把 这 个 问题 讲 得 更 准确 一 些 . 
假设 在 可 测 集 如 上 定义 了 一 个 有 界 可 测 函 数 f(z), 并 且 
A< f(r)<B. (1) 
将 [4, 好] 用 分 点 
y=A<h < <:<yn=B 
分 成 若干 小 部 分 , 而 对 于 每 一 个 [yk, yr+1) 定义 如 下 的 集 : 
ex = E(yk < f < yr+i1) (k=0,1,.… ,n— 1). 


那么 容易 证 明 , ek 具有 下 列 四 个 性 质 : 
1) 集 ex 是 两 两 不 相交 的 . 即 eker = (kA). 
2) 每 一 个 ek 是 可 测 的 . 
n—1 


今 引入 勒 册 格 的 小 和 s 与 大 和 S@: 


n—l n—l1 
S 一 > YkmMmek, 5S= > Yk+1MER. 
k=0 k=0 


入 一 Imax(Vk+1l 二 yk), 
则 
Og<S—s<AmbE. (2) 
勒 贝 格 和 的 基本 性 质 如 下 : 
引 理 ”对 于 [4, B] 的 某 种 分 法 , 其 对 应 的 勒 贝 格 和 设 为 so 与 So. 再 加 上 一 个 
新 的 分 点 玉 从 而 得 到 新 的 勒 贝 格 和 是 s 与 S, 那么 
dW 
中 也 分 别称 为 勒 贝 格 下 和 s 与 勒 贝 格 上 和 5. 一 一 第 5 版 校订 者 注 . 
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换言之 , 当 分 点 增加 时 , 小 和 不 减少 , 大 和 不 增加 . 
证 明 设 
Yi <Y < Wi+l. (3) 


那么 当头 i 时, 对 于 新 的 分 法 而 言 , [yk, yxr+1) 和 ek 并 无 变动 , 但 是 [yi;,yi+1) 却 分 
成 


(yi,9) 与 区 w+l) 
两 个 部 分 . 即将 e; 分 成 两 集 


ei= Ey <f < = Ey Ff < Yr). 


显然 的 是 


区 77 | | 
eGi 一 ei 十 ei， eiei = , 


mei = Mme’ + Mme”. (4) 
因此 , 将 so 中 的 wmei 换 作 yime! + yme”, 就 得 到 s. 由 (3) 与 (4), 得 
5 之 50. 


同样 可 证 S < 5o. 

推论 。” 任 一 小 和 s 不 大 于 任 一 大 和 5. 

证 明 ”任意 取 两 个 [4, B] 的 分 法 I 与 II I 所 对 应 的 小 和 与 大 和 是 si 与 5), II 
所 对 应 的 小 和 与 大 和 是 sz 与 52. 

将 I 与 II 中 一 切 分 点 合并 起 来 , 组 成 一 个 分 法 JI. 设 HI 所 对 应 的 小 和 与 大 和 
是 S53 与 S3. 由 引 理 ， 


S1 < 83, 093 < 52. 


由 是 , 从 

53 < 93 
得 

$1 < S2,) 
证 毕 . 


设 5o 是 一 个 大 和 , 则 任 一 小 和 s 都 满足 


$s < So. 
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因此 , 所 有 勒 贝 格 的 小 和 全 体 {s} 是 一 个 有 上 界 的 集 . 设 U 为 其 上 确 界 : 
U = sup{s}. 


那么 显然 是 
U < So. 


由 于 So 是 可 以 任意 取 的 . 所 以 上 式 亦 即 表示 勒 贝 格 的 大 和 全 体 {5} 是 一 个 有 
下 界 的 集 . 今 设 V 为 其 下 确 界 ; 


V = inf{S}. 
那么 ， 
s<Ux<VegS. 
但 是 
S—s< Amb, 
所 以 


Og<sV—-U< Amb, 


因为 和 可 以 任意 的 小 , 所 以 
U=V. 


定义 ”这 两 个 相同 的 数 Z 和 称 为 f(z) 在 集 EE 上 的 勒 贝 格 积 分 , 用 记号 
i 上 f(z)dz 
表示 它 . 如 不 致 与 别 的 积分 混淆 , 可 简写 为 
/ f(z)dz. 
五 
特别 当 互 = [a,4] 时 , 惯用 下 面 的 记号 


(D) 由 ‘f(s)dz, / aa 


由 上 所 证 , 凡 有 界 可 测 函 数 依照 勒 贝 格 的 意义 是 可 积 的 一 简称 为 (L) 可 积 . 
仅 由 此 点 大 致 可 知 (Z) 可 积 的 函数 范围 比 (R) 可 积 的 范围 要 广 得 多 . 特别 是 , 许多 
与 判定 可 积 性 有 关 的 问题 , 到 此 就 迎刃而解 , 不 像 在 (R) 积分 中 那样 麻烦 . 


定理 1 当 和 一 0 时 ， 勒 贝 格 的 小 和 s 与 大 和 8 都 趋 于 人 fajdz 
五 
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事实 上 , 从 不 等 式 
s< f(z)dz < 5, 
S—s<AmbE 


即 得 定理 1. 
由 此 定理 , 勒 贝 格 积 分 的 值 与 在 其 定义 中 所 用 到 的 数 A 和 B 是 无 关 的 . 为 什么 
呢 ? 因为 若 设 
4< fr)< 巨 ， 4< jz) < 也， 


并 且 B* < B. 将 [4,B] 分 成 
A=yo <h <Y < < yn= 8B, 


并 且 假 设 B* 是 分 点 之 一 , 即 设 
BB i 


那么 由 此 分 法 作 其 对 应 的 集 , 显然 是 
ek=2 (km). 
因此 得 到 , 
0 = >》 yemek = > YkMEk = 3 ， 
k 二 0 大 一 0 

其 中 s* 乃 是 由 [4,B*] 所 产生 的 勒 贝 格 的 小 和 . 将 分 点 加 密 然 后 取 其 极限 ， 则 由 
[4, B] 与 [4, B*] 所 得 到 的 积分 值 I 与 I* 是 相等 的 , 所 以 将 B 变动 不 会 影响 积分 的 
值 , 对 4 来 讲 亦 是 同样 . 这 个 事实 是 很 重要 的 , 因为 只 有 这 样 才 使 积分 定义 摆脱 了 
取 4 与 互 时 的 偶然 性 . 
82. 积分 的 基本 性 质 

本 节 将 要 建立 有 界 可 测 函 数 的 积分 的 一 连 串 性 质 . 

定理 1 ”假如 可 测 子 数 f(z) 在 可 测 集 媚 上 满足 


a 入 jz) 乏 b 


则 
cmB< |/ f(r)dr < D .mm 五 . 
E 


即 通 常 所 称 的 积分 平均 值 定理 . 
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证 明 设 n 是 一 自然 数 , 置 


二 Be 
n n 


则 
A 
因此 , 勒 贝 格 的 和 可 以 从 分 割 [4, B] 作 得 . 
但 是 , 当 
A<yesB 

时 ， 

n—1 n—1 n—1 

A 》 mex < 2 ykmerk BB >》, merx. 

k=0 k=0 k=0 

因此 ， 


A:mE<s<B.mbE. 


(e 2; ) mbE < 站 f(z)dr < ( + ;) mE. 
由 于 ”是 任意 的 , 故 定理 成 立 . 
由 此 定理 , 导出 几 个 简单 的 推论 . 
推论 1 如果 函数 f(z) 在 可 测 集 媚 上 取 常 数值 c, 则 


站 zjdz = cmE. 
E 


推论 2 如果 f(z) 不 是 负 的 (不 是 正 的 )， 那么 它 的 积分 也 不 是 负数 (不 是 正 
数 ). 


推论 3 如果 mE =0, 那么 任何 有 界 函 数 f(z) 在 已 上 的 积分 等 于 0: 


由 flw)av = 0. 


定理 2 设 f(z) 是 在 可 测 集 已 上 所 定义 的 有 界 可 测 函 数 , 而 忆 是 有 限 个 或 可 
数 个 两 两 不 相交 的 可 测 集 的 和 集 : 


书 = 》 有 天 (EkEr=%,k@#k’), 
k 


人 Flz)dz = 上 f(r)dz. 
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这 个 定理 表明 积分 的 完全 可 加 性 . 
证 明 ” 先 就 两 个 集 的 和 和 集 
E=E+E" (BE'E”=%) 
的 情况 证 之 . 


设 在 EE 上 是 
A 


将 [4, B] 用 点 yo, 如 ,…… ,yn 细 分 , 作 集 


ep = E(y < f <YH), = Ey < f < y+i), 


er = E" (ye < f < Yr+1), 


那么 
ek =eEk+ek (ekek = 2)) 
从 而 
也 一 1 n—l 名 一 
和 ykMEk = > ， ykmer 十 ykmMEN. 
k=0 k=0 k=0 
令 入 一 0 万 得 


/f(s — 上 fjdz+ 人 f(z)dz. 


这 样 , 我 们 已 经 证 明了 被 加 集 只 有 两 个 时 的 情形 , 用 数学 归纳 法 , 也 容易 证 明 被 
加 集 是 任何 有 限 个 时 的 情形 . 剩 下 来 的 是 当 


pm 
k=1 


时 的 证 明 . 此 时 ， 


所 以 当 n 一 cc 时 ， 
> mE:—0. (*) 


Sy Ex = Rn, 


k= 二 n+1 


那么 由 于 当 被 加 集 的 个 数 是 有 限时 定理 已 证 , 从 而 
he= ietf fe 
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再 由 平均 值 定理 , 乃 有 
A.mAR, <|/ az < B.:mAR,, 
R,, 
回顾 (*) 式 , R， 的 测度 mR,, 当 nn 增 大 时 趋 于 0, 因此 得 到 
az 一 0. 


Rn 


于 是 证 得 
上 fdr = 2 关 fdz. 
由 此 定理 , 导出 下 列 几 个 推论 . 
推论 1 假如 f(r) 和 g(z) 是 在 集 如 上 定义 的 两 个 等 价 的 有 界 可 测 函 数 , 则 


/fw = /sj 


A=E(f #9), B=E(f=9), 


| a= /= 


在 集 B 上 两 个 函数 是 相等 的 , 所 以 


far= f gar 


将 上 面 二 式 边 边 相 加 即 得 / f(x)dzx = 1 g(z)dz. 
E E 
特别 , 一 个 等 价 于 0 的 函数 , 其 积分 为 0. 
自然 , 最 后 一 语 之 逆 不 真 . 例如 在 [一 1, 十 1] 上 所 定义 的 函数 ffz) : 


忽 丈 忆 人 过 0)， 


事实 上 , 如 果 


则 mA = 0, 因而 


一 L(z < 0), 
十 1 0 
三 f(z)dz = | 9a+ f f(z)dr = -1+1= 0， 
可 是 函数 f(z) 并 不 等 价 于 0. 
但 下 面 的 推论 却 是 成 立 的 . 


从 五 中 除去 一 点 , 积分 上 f(z)dz 的 值 不 发 生变 化 , 所 以 函数 在 [a,5), (a, 9] 或 (cb 上 的 积 
分 , 均 不 妨 看 作 是 在 [0,4] 上 的 积分 一 律 记 作 / i 
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推论 2 设 f(z) 是 在 羽 上 不 取 负 值 的 有 界 可 测 光 数 . 如 果 f(z) 在 马上 的 积 
分 是 0: 
上 f(z)dz =0 (f(z) > 0)， 
则 f(z) 等 价 于 0. 
事实 上 , 由 于 
Bf>0=- E(t>). 
n=1 3» 
如 果 f(z) 不 对 等 于 0, 那么 有 如 下 的 no : 


mB(7> 志 ) = >0 
No 


4-E(f> 玄 )， 三 
则 
jzjdz > 0, ) Fa 


从 而 达到 矛盾 
/ f{z)dz > a > 0. 
E No 


定理 3 如 果 f(z) 和 F(z) 都 是 可 测 集 @ 上 所 定义 的 有 界 可 测 函 数 , 则 
hie + F(z)jdz = 人 f(x)dz 十 F(z)dz. 
证 明 设 
a<f(r)<b, A<F(2)<B. 
将 [a,9] 和 [4, B] 用 下 面 诸 点 
a= <h < < Yn =b, A=Y0 <Y < .wm 
细 分 . 置 


Ek = Q(yk < f < yk+1), E; = < Fe bE 
Tip = Bes G=0,L-...,N-1; k=0,1,. WA 


则 显然 的 ， 
坟 一 Ti,k, 
Lk 


. 122 . 第 五 章 ” 有 界 函 数 的 勒 贝 格 积分 
而 集 T;; 之 间 是 两 两 不 相交 的 . 因此 
he F)dzr = >/ F)dz. 
但 是 ， 在 集 Tik 上 
yk + Yi < f(7) + F(T) < ykti + Vit 
用 平均 值 定理 , 得 


(yk i)mTik < (f + F)dz < (yk+1 + Yiti)mT: k. 
Tu 


将 所 有 这 些 不 等 式 边 边 相 加 , 乃 得 


>》 (yk + Vi)mTk < Lv + F)dr < 》 (yrti + Yiri)mTsr. 
i zk 


和 式 
> YkMI:s 大 
太 
可 以 写成 
n—l N—1 
>》 Uk 3 ms ) 
k=0 i=0 
但 是 
N-1 N-1 N-1 
mlik=m | Tik|=m > Bor 
i=0 i=0 i=0 


所 以 和 式 (2) 可 以 写 做 


这 是 函数 f(z) 的 一 个 勒 贝 格 小 和 sy. 
同样 的 方法 可 以 计算 (1) 式 中 其 他 的 和 , 而 得 不 等 式 


srtse < [Ur+F)dr< Ss+t Sse, 


此 处 所 用 的 记号 是 不 讲 自明 的 . 


(1) 


(2) 


(3) 


将 [a 及 [4, B] 中 的 分 点 加 密 , 并 将 (3) 取 极限 便 得 所 要 的 结果 . 定理 证 毕 . 
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定理 4 设 flz) 是 在 可 测 集 媚 上 所 定义 的 有 界 可 测 函 数 , c 是 一 个 有 限 常 数 ， 


/star =¢ f lc) 


证 明 ” 当 c= 0 时 定理 自 真 . 
今 设 c > 0, 4 < f(z) < B. 将 [4,B] 用 点 yi 细 分 后 , 照 通常 那样 作对 应 的 ek， 
则 得 


则 


Cf (z)dz > cf (zx)dz. 
| | 


k=0 ~ ek 
但 是 在 e 上 ， 
Cyk < cf(T) < cyk+1) 
由 平均 值 定理 ， 
CYkMEk < / cf(z)dr < cyk+1imer. 
关于 施 行 加 法 万 得 


cs < / cf (Zjdz < cS, 
E 


其 中 s 与 5 分 别 表示 函数 f(z) 的 勒 贝 格 小 和 与 大 和 , 取 其 极限 即 得 所 要 的 结果 . 
最 后 , 设 c < 0, 则 由 


bi . [cf(z) + (—o)f(z)]dz = 人 cf(z)dzs + (-e) 上 flz)dz 


得 所 要 的 结果 . 
定理 证 毕 . 


推论 ” 若 f(r) 与 F(z) 是 可 测 集 妃 上 的 有 界 可 测 函 数 , 则 
A [F(z) - f(z)]dz = 上 人 Ptz- 人 Jodz 
定理 5 设 flz) 与 F(z) 是 可 测 集 羽 上 的 有 界 可 测 函 数 . 则 当 f(x) < F(z) 


f swar< | F(T)dz. 
E E 
事实 上 , 函数 F(z) 一 f(x) 不 取 负 值 , 所 以 


f Fas- /faz= (8-1)dr>0. 
定理 6 设 f(z) 是 可 测 集 忆 上 的 有 界 可 测 函 数 , 则 


] | ea 


时 ， 


< ) f(z)ldz. 
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P= Ef>0), N= E(f <0). 


ffa= sar+ f Far= filas— fflas 
fas= f last f War 


Ila-bl<at+b (ae>0,5>0) 


则 
但 是 


因此 , 应 用 初等 不 等 式 


后 , 证 明 即 告 完 成 . 


83. 在 积分 号 下 取 极 限 
现在 我 们 考虑 下 面 的 问题 : 设 在 可 测 集 妃 上 有 一 有 界 可 测 函 数列 
万 (z)， 户 (z)， js(z)， ee fn(7), er 


它们 依照 某 种 意义 (处 处 , 几乎 处 处 , 依 测 度 的 ) 收敛 于 一 个 有 界 可 测 函 数 下 (z). 我 
们 要 问 , 关系 式 


Ji 人 cjdz= 人 Pear 0 


是 否 成 立 ? 如 果 (1) 式 是 成 立 的 , 就 是 积分 的 极限 等 于 “极限 函数 ”的 积分 , 则 称 可 
以 在 积分 号 下 取 极 限 . 
一 般 地 说 , 积分 与 取 极 限 是 不 可 以 交换 的 . 例如 在 闭 区 间 [0,1] 上 定义 函数 列 


n, XE @ :) 
n 

0, ZE (%, ;) : 
n 


lm f(a} 0 


就 是 说 , 极限 函数 的 积分 等 于 0. 但 是 


fn(7) = 


那么 


上 i 


于 此 积分 的 极限 并 不 趋 于 0 
因此 , 自然 会 发 生 下 面 的 问题 , 要 在 f(z) 上 加 什么 条 件 才能 使 (1) 式 成 立 ? 对 
于 这 个 问题 , 此 地 仅 建立 如 下 的 定理 ， 
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定理 ( 王 . 勒 贝 格 ) ” 设 在 可 测 集 媚 上 ， 有 一 有 界 可 测 函数 列 户 (z)， 户 (z)， 
有 as(z)，.… 依 测度 收 仇 于 有 界 可 测 函 数 已 (z) : 


户 (z) => F(z). 
如 果 存 在 常数 KK, 对 于 所 有 的 n 与 所 有 的 z, 使 
(fn(T) < K 
成 立 , 则 
im fn(z)dz = | F(z)dz. 
证 明 首先 注意 到 , 对 于 几乎 所 有 的 z e EE, 关系 


IF(z)I< K (2) 


成 立 ， 为 什么 呢 ? 因为 根据 里 斯 定理 从 函数 列 {f(z)} 可 以 选 出 几乎 处 处 收敛 于 
F(Z) 的 子孙 数列 {fi, (7z)}. 即 


fn (2) — F(Z) 


几乎 处 处 成 立 . 从 | (Zz)| < K, 乃 得 (2) 式 . 
今 设 o 是 一 个 正 数 . 置 


An(o)= E(|fn— FI20), B,(o)= E(|fn — Fie 


则 


pa- 人 ea < 人 太一 Plaz 
=/ 办 -Flaz+ 上 人 办 -Pa 
An(o) Bn(o) 
|fn(z) — F(x)| < 2K 
在 4,(c) 上 几乎 处 处 成 立 . 用 平均 值 定理 , 乃 得 


y |fn— Fldz < 2K .mAn(o). (3) 
An(o) 


(不 等 式 |f, 一 F| < 2K 可 能 在 一 个 测度 为 等 的 集 上 不 成 立 , 但 是 这 件 事实 并 不 关 重 
要 . 例如 , 在 该 集 上 将 函数 | 所 (7) 一 下 (z)| 以 0 代 之 , 那么 不 等 式 (3) 对 于 4 中 所 有 
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点 都 成 立 了 . 但 是 因为 有 界 可 测 函数 在 一 个 测度 为 零 的 集 上 的 改变 并 不 影响 于 积分 
的 值 , 所 以 (3) 式 当 没 有 这 个 改变 时 也 是 成 立 的 .) 
为 一 方面 , 用 平均 值 定理 , 则 有 


/ |fn—Fldr <o.mBn(o)<o.:mE. 
Bn (o) 
将 此 式 与 (3) 式 合并 , 则 得 


Le ee 


于 此 , 对 于 任意 的 正 数 a, 取 适 当 小 的 o 使 
o:mE < 7: 
固定 o, 再 根据 依 测度 收敛 的 意义 , 当 n 一 oo 时 ， 
mAn(o) — 0. 


< 2KmAn(o)+o:mbE. (4) 


所 以 有 如 下 的 NN: 当 n>NN 时 ， 
2K .mAn(o) < 
于 是 对 于 这 种 n, (4) 式 变 为 : 


| A frdr — 人 Fdz 
因此 , 定理 得 到 证 明 . 
容易 明白 , 若 将 定理 中 的 假定 略 略 减 轻 : 设 不 等 式 


|fn(T)| < 天 


只 是 在 BE 上 几乎 处 处 成 立 , 则 照样 可 以 证 明定 理 仍旧 是 成 立 的 . 
其 次 , 由 于 依 测度 收敛 的 概念 广 于 通常 的 收敛 , 所 以 将 条 件 f(z) 一 > F(z) 改 
为 


二 
洒 


过 全 


如 (z) 一 F(Z) 
几乎 处 处 成 立时 , 定理 亦 真 (处 处 成 立时 更 不 必 说 了 ). 


84. 歼 曼 积分 与 勒 贝 格 积分 的 比较 
设 在 [a,b] 上 定义 (不 一 定 是 有 限 的 ) 函数 f(z). 设 zo € [a,9| 而 6 > 0. 函数 

f(x) 在 (zo 一 6,zo 十 6) 上 的 下 确 界 与 上 确 界 分 别 记 以 rs(zo) 与 Ms(xo), 即 
ms(zo) = inf{f (2)}, 


(zo 一 5 <zZ<zo 十 人 
Mi(tzo) 一 sup{j(z)} 
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(在 (zo 一 56,zxo +6) 中 , 自然 只 考虑 也 含 在 [a,9] 中 的 点 ). 
显然 的 是 


mas(zo) < f(x0) < Mi5(zo). 
当 5 变 小 时 , ms (zo) 决 不 减少 而 Ms(zo) 决 不 增加 . 因此 有 如 下 的 极限 : 
mm(zo) = lim ms(zo), M(zo) = lim Ms(zo). 
并 且 显 然 
ms(T0) 入 7m(Zo) < f(T0) < M(x0) < Mi(zo) 
定义 ” 孙 数 m(z) 与 M(z) 分 别称 为 f(z) 的 贝尔 下 函数 与 贝尔 上 函数 . 


定理 1 (R. 贝尔 (R. Baire)) 设 f(r) 在 zo 是 有 限 的 . 函数 f(z) 在 zo 为 连 
续 的 必要 且 充 分 的 条 件 是 
ml(zo0) = M (zo). (*) 


证 明 奉 f(z) 在 zo 为 连续 , 那么 对 于 任意 的 正 数 <, 存在 如 下 的 5 : 当 |lz-zol < 
6 时 ， 


|f(2) — f(zo)| < &. 
换言之 ， 对 于 (zo 一 0, TX0 十 0) 中 所 有 的 点 Ts 
fxzo) 一 << jz) < 了 zoj 十 E 
成 立 . 因此 ， 
f(z0) 一 < 所 mi(TZo) < Mi(zo) < f(x0)+ Ee. 
令 5 一 0, 得 
fxzo) 一 <E 乏 mm(zo) <& M(xo0) & jzo) 二 e， 
又 令 < 一 0, 万 得 (*) 式 . 所 以 条 件 (*) 对 于 连续 性 是 必要 的 . 
现在 要 证 当 条 件 (*) 成 立时 , zo 是 一 连续 点 . 事实 上 , 从 (*) 得 
mm 人 (Zo) = M(zo) = f(z0), 


所 以 f(z) 的 贝尔 函数 在 zo 取 有 限 值 . 
对 于 任意 的 正 数 <, 取 5 使 


ma(Zo) 一 <E< ms(zo) < m(zo), MI(zo) < Ms(z0) < M(zo) 十 E 
都 成 立 . 从 这 些 不 等 式 得 


jzo) 一 < ma(zo), Ma5(zo) < jzo) 十 <. 
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如 果 ze (zo 一 6,zo 十 6), 则 f(z) 介 乎 ms(zo) 与 Ms(zo) 之 间 . 因此 ， 
frzo) 一 < < jz) < f(xo) +e. 
换言之 , 当 jz - zol < 5 时 ， 
17(z) — jzo)| < s， 
此 即 表示 f(z) 在 zo 为 连续 . 
基本 引 理 设 有 [a,4| 的 一 系列 的 插入 分 点 法 : 
(i 


Q 一 .0 < Ti <…<z 山 = 六 


和 


当 1 一 oo 时 ， 


Ai 一 max 世 一 z 包 | 一 0. 


设 ml 是 函数 f(z) 在 局 本 中 的 下 确 界 . 作 函 数 pi(z) 如 下 : 
vilz)=m 包 (ze (zp, )), 
加 =0 (z=,00,..,20). 
假如 zo 不 等 于 Zz 中 (i = 1,2,3,:… ;二 0,1,2,… ,ni), 那么 
lim wi(zo) = m(zo). 


证 明 ”固定 i, 在 上 述 的 第 i 个 分 法 中 , 设 包含 zo 的 小 闭 区 间 为 |z 人 ,zi] 
由 于 zo 不 是 一 个 分 点 , 所 以 


z 和 <zo< zi 


因此 , 可 以 取 充 分 小 的 正 数 5, 使 
(zo 一 0, TX0 十 0) C Bw 3 
从 而 
mk < 7mn5(Z0)， 


或 者 , 也 就 是 


pilT0) < ms (zo). 
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令 6 一 0, 乃 得 
pi(z0) < m(zxo). 
如 果 m(zo) = -co, 那么 引 理 已 经 证 明 , 今 设 m(zo) > -oo 而 设 
h< m(zo). 
那么 有 如 下 的 6, 使 
ms (zo) > h, 
固定 5, 而 取 io 甚大 , 使 当 i > io 时 ， 


Ess S| C (zo — 6, Zo + 6), 


此 处 与 前 一 样 ，|z 息 ,z 外 ,| 是 含有 zo 的 闭 区 间 . 由 于 Xi 一 0, 所 以 这 种 io 当然 是 
存在 的 


对 于 i > io, 存在 着 


mk > 7m05(Z0) >h, 


也 就 是 说 
pi(T0) >h. 


这 样 一 来 ， 对 于 每 一 个 小 于 m(zo) 的 h, 有 如 下 的 20， 一 1 > ?20 时 ， 
h < pi(z0) < m(zo), 
由 是 , wi(zo) 一 mm(zo). 引 理 证 毕 . 
推论 1 贝尔 函数 m(z) 及 M(z) 都 是 可 测 的 . 


事实 上 , 分 点 {z 包 } 的 全 体 是 一 可 数 集 , 其 测度 为 0. 因此 , 由 引 理 ， gpi(z) 几乎 
因为 wi(z) 是 阶梯 函数 , 所 以 是 可 测 的 , 因此 m(z) 也 是 可 测 的 . 同样 , M(z) 也 
是 可 测 的 . 


推论 2 ”假如 引 理 中 的 子 数 f(z) 是 有 界 的 , 那么 
sm(D) { wilwar = (1) { made 
事实 上 , 当 |f(z)| < K 时 ， 
lpi(Z)| < K, |m(z)| < K. 


因此 yi(z) 与 m(z) 都 是 (ZL) 可 积 函 数 . 应 用 83 的 勒 贝 格 定理 , 即 得 所 要 的 结果 
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现在 我 们 对 于 推论 2 给 以 进一步 的 解释 . 我 们 注意 到 
， nl jab, ser 
Co) Pil(z)dr = 局 pi(T)dz = > 了 7 Es a | i 
a k=0 “ Tk 大 二 0 
其 中 s; 是 由 第 i 个 分 法 所 得 的 达 布 小 和 . 由 是 , 推论 2 表示 
lim s: = (L) m(z)drz. 
同样 , 达 布 大 和 收敛 于 贝尔 上 函数 的 积分 : 
Lim Si 二 (上) A M(z)dz. 
因此 
b 
SO; i C0) [M (z) 一 m(z)|dz. 


另 一 方面 , 在 分 析 课 程 中 , 已 证 明 有 界 函 数 f(x) 为 (R) 可 积 的 必要 且 充 分 条 件 
是 


Si 一 5i — 0. 


所 以 有 界 函 数 f(z) 为 (R) 可 积 的 必要 且 充分 条 件 是 
五 
(L) [M(z) — m(z)]dz =0. (1) 


此 (1) 式 当 M(z) - m(z) 等 价 于 0 时 是 成 立 的 . 反之 , 由 于 M(z) - m(zx) > 0， 

从 条 件 (1) 得 
MI(7z) ~ ml(z). (2) 

由 是 , 有 界 函 数 f(z) 为 (R) 可 积 的 必要 且 充 分 条 件 是 成 立 (2) 式 . 

将 此 结果 与 定理 1 相 联 系 , 得 到 下 面 的 定理 : 

定理 2 (H. 勒 贝 格 ) ”[a,9] 上 的 有 界 画 数 f(z) 为 (R) 可 积 的 必要 且 充分 的 条 
件 是 :f(z) 在 [a,b 上 是 几乎 处 处 连续 的 . 

这 个 精彩 的 定理 是 判定 (R) 可 积 性 最 简明 的 方法 ,必须 加 以 重视 . 在 81 中 我 
们 曾经 提 到 , 只 有 不 是 “ 太 不 连续 ”的 函数 才 是 (R) 可 积 的 . 这 和 句 话 现在 也 得 到 了 
解释 . 

现在 我 们 假设 f(z) 是 (R) 可 积 的 , 那么 f(z) 必 为 有 界 并 且 等 式 


m(z) = M(z) 


几乎 处 处 成 立 . 又 从 
ml(z) < f(z) < M(z), 
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所 以 等 式 
f(T) = m(z) 
也 几乎 处 处 成 立 . 今 f(z) 等 价 于 可 测 函 数 m(z), 所 以 f(z) 也 是 可 测 的 . 因 有 界 可 
测 函 数 是 (Z) 可 积 的 , 所 以 f(z) 是 (L) 可 积 的 . 于 是 得 到 结果 : 依照 黎 曼 意义 可 积 
的 函数 , 依照 勒 贝 格 的 意义 也 是 可 积 的 . 
最 后 , 由 于 f(z) 与 m(z) 是 等 价 的 , 所 以 


Df 四 . i 
但 是 , 在 基本 引 理 的 条 件 下 , 以 s; 表示 对 应 于 第 i 分 法 的 达 布 小 和 . 当 f(z) 为 
(R) 可 积 时 , 根据 分 析 的 知识 ， 
uA) | a 
但 是 , 我 们 已 经 证 得 
Be . Fa 
所 以 ee 
(B) { fw)ar = (CD /Joan 
因此 我 们 得 到 
定理 3 ”(R) 可 积 的 函数 必 为 (L) 可 积 . 且 两 积分 的 值 相 等 . 


末了 我 们 注意 到 下 面 的 事实 : 狄 利克 雷 函 数 %(z) (在 无 理 点 等 于 0, 有 理 点 等 于 
1) 是 一 个 等 价 于 0 的 函数 , 所 以 是 (LZ) 可 积 的 . 但 是 y(z) 却 不 是 (R) 可 积 的 (已 在 
81 中 讲 过 ). 于 此 可 见 定 理 3 之 逆 是 不 真 的 . 


85. 求 原 函数 的 问题 


设 f(z) 是 在 [a,8| 上 所 定义 的 连续 陨 数 , 在 [a, 9 中 每 一 点 f(z) 有 一 确定 的 导 
数 f'(z) (两 端点 a 与 b 只 是 单 侧 导 数 ). 现在 问 : 从 已 知 的 f(z) 如 何 获 得 f(x)? 
在 分 析 课程 中 所 熟知 的 是 : 假如 f'(z) 是 (R) 可 积 的 , 那么 


ja) = fo + 人 Fat 


但 是 有 这 种 可 能 的 情形 , 导数 (其 且 是 有 界 的 ) 未 必 是 (R) 可 积 . 为 了 要 援引 这 样 的 
例子 吕 , 我 们 引进 疏 集 的 概念 . 点 集 E, 使 任何 区 间 含 有 不 属于 五 的 闭 包 五 的 点 , 称 
为 朴 集 . 

中 这 样 性 质 的 第 一 个 例子 属于 意大利 数学 家 V. 沃 尔 泰 拉 (V. Volterra) (1881). 这 里 我 们 引进 的 
较 简 单 的 例子 是 从 下 面 的 书 中 借用 的 : I. C. 亚 历 山 德 罗 夫 和 A. H. 柯 尔 莫 艾 洛 夫 : BpeneHue 8 


TeOPUIO gyHKQM Le 半 CTBHTeENbHOTO TepeMeHHOrO, U3n. 3-e, 1938, 215 页 . 
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例 设 忆 为 有 界 闭 疏 集 , 而 具有 正 测度 @, a = inf b= sup 环 .我们 在 fa,b) 上 
定义 函数 f(z), 它 在 F 上 等 于 0, 在 下 关于 闭 区 间 [a,9| 的 余 区 间 (a,,b,) 上 等 于 
1 
(bn 一 an)(z 一 an)(T 一 bn) | 
易 证 在 上 处 处 存在 f'(z) = 0. 事实 上 , 设 zo EF 和 zz 是 [a,4] 中 的 点 而 位 在 xo 
的 右 方 . 如 果 z € 局 则 jz) = f(z0) = 0. 如 果 ze (an,bn), 则 zo < a <z. 因此 


(z — an)* (2 — bn)? sin 


们 一 TI0 之 了 一 Qn 


和 
2 一 f(xo) 


澳 一 Z0 


<(T—-an)(b—a) 和 (zz 一 Zo) 化 一 a)2. 


从 而 推 得 : 有 户 (zo) = 0 相似 地 可 得 f' (zo) = 0. 如 果 ze (an, bn), 则 


1 


f'(z) 一 2(Z 一 an)(z 一 bn 儿 27 一 an — bn) sin (如 一 an)(z 一 an)(z 一 Dn) 


sd Dd, 1 
bn 一 Qn (bn 和 am) an)(Z . bn) 


因此 , 在 [a,8] 上 处 处 存在 着 有 限 (甚至 为 有 界 ) 的 f'(z), 故 f(z) 在 [中 上 连 
续 . 由 f'(z) 的 表示 看 出 : 当 x 留 在 (an,bn) 而 趋向 a 或 b 时 , 则 fr(z) 没有 极限 
而 在 -1 与 +1 之 间 振 动 . 从 而 容易 推出 , 导 函 数 f'(z) 在 下 的 所 有 点 上 不 连续 , 而 
因 mF > 0, 故 f(z) 不 是 (R) 可 积 . 

因此 , 用 歼 曼 积分 不 能 充分 地 由 导 函 数 解决 求 原 函 数 的 问题 . 勒 贝 格 积分 是 解 
决 此 问题 的 有 力 工具 . 

定理 ” 设 函 数 f(z) 在 [a,b 中 每 点 有 一 确定 的 导数 f'(z). 假如 导 函 数 f'(7) 为 
有 界 , 那么 f'(z) 是 (L) 可 积 的 , 且 


f(r) =f(0)+ |/ f(t)at. 


证 明 由 于 f(z) 在 [ab 中 每 点 为 有 限 , 故 f(z) 是 一 连续 函数 . 将 f(z) 的 定 
义 范 围 扩 大 为 [cbp+H, 当 <z 和 b+li 时 ,规定 


f(z) = jb 二 (一 中产) 


中 可 以 这 样 来 作成 : 对 于 区 间 (a,b 内 的 所 有 有 理 数 写成 序列 ri,ra,r3,……… , 而 对 于 每 一 个 大 作 
区 间 (rk 一 6k,Tk 十 人 ) C (a,b), 取 5 >0 这 样 的 小 ,使 2(6: 十 52 十 53 十 :…)<b 一 a; 则 集 


oo 
F=[a,b]— (rk — kTk + 6k) 
k=1 


即 为 所 需要 的 集 . 
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肾 数 f(z) 在 [a,b 十 1] 是 连续 的 , 并 且 f'(zx) 是 一 有 界 函 数 . 
在 区 间 [a,b 上 作 函 数列 
】 
orz) =malf(z+ij-7G| m=12,3,..), 
那么 关系 
lim wn(z) = f(z) 

在 [a,b] 上 处 处 成 立 . 因为 连续 晴 数 yp,(z) 是 可 测 的 , 所 以 f(z) 是 一 可 测 函 数 . 再 
加 上 Ff'(z) 为 有 界 的 条 件 , 断定 f'(z) 是 (ZL) 可 积 的 . 


由 拉 格 朗 日 公式 
pn(®) =n|f (s+) -HG = (z+5) (0<0 1), 


因此 函数 列 en(z)(n = 1,2,3,…) 一 致 有 界 . 用 勒 贝 格 的 关于 在 积分 符号 下 取 极 限 
的 定理 , 乃 得 


b b 
f far = ,lim mo (1) 


[ewan fs (z+2) dz -nf fa 


" f(x)dz 一 no 


十 2 


nn 


但 是 


(关于 / (= 十 二) 的 积分 用 到 变量 变换 一 事 解释 如 下 : 由 于 这 个 函数 是 连续 的 ， 
此 积分 可 以 看 作 一 个 黎 曼 积分 . 因此 用 到 变量 变换 是 不 足 为 奇 的 ) 因此 
b b 十 蒜 a 十 十 
/ pn(Zjdaz = "| f(r)dr 一 "| f(z)dz. 
对 于 上 式 右边 两 个 积分 , 用 平均 值 定理 , 乃 得 
下 7 (e+ 名 


如 -Jf (a+) (< < haet,.<1), 
又 由 f(z) 的 连续 性 , 得 到 


[a 
lim, prs)dz = 40) — fo) 
再 由 (1) 式 , 乃 得 
pb 
f(0) = f(a) = / f(z)dz. 
将 5 改 为 ja, 中 的 任意 一 点 z, 即 得 定理 的 结果 . 


81. 非 负 可 测 函 数 的 积分 
在 本 章 中 . 我 们 要 把 勒 贝 格 积分 的 定义 推广 到 无 界 函 数 . 但 在 第 一 节 中 只 讨论 
非 负 的 函数 . 


引 理 1 设 f(z) 是 在 可 测 集 媚 上 定义 的 非 负 可 测 函 数 . 设 N 是 一 自然 数 ， 
置 中 
f(z),， 当 fz) < WN, 
[frz)jjx = 
N, 当 f(x)> WN, 
那么 [f(z)|N 有 是 一 可 测 函 数 . 
证 明 ”由 等 式 
E(f > alj， 当 a<N, 
El(lfln > a) = | 
当 a > N， 
即 知 引 理 是 成 立 的 . 
由 引 理 的 条 件 , 盟 数 [f(z)|ln 还 是 有 界 的 , 所 以 是 (LL) 可 积 的 , 此 外 
(f(z)]1 < [f(z)]2 < [f(z)]3 < 


从 而 得 


/Whas < | tlds < | lsdz < 
E E FE 
这 个 蚂 数 有 时 又 叫做 “用 数 N 对 函数 f(z) 的 截断 ”. 
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所 以 下 面 的 极限 是 存在 的 (有限 或 无 穷 ): 


vn fe 1 
定义 ” (*) 式 所 表示 的 极限 称 为 f(z) 在 B 上 的 勒 贝 格 积分 , 以 记号 


人 f(z)dzr 


表示 它 . 如 果 这 个 积分 是 一 有 限 数 , 那么 称 函 数 f(z) 在 忆 上 是 (L) 可 积 的 或 可 和 
的 . 


内 此 , 对 于 非 负 可 测 函 数 , 常 可 写 出 它 的 积分 , 但 是 仅 当 积分 是 有 限时 才 称 这 个 
盟 数 是 可 和 的 . 
对 于 勒 贝 格 意义 的 积分 , 记 作 


(1) J f(z)dz. 


f(z)dz. 


不 难 明白 , 对 于 有 界 ( 非 负 可 测 ) 函数 而 言 , 新 的 积分 定义 与 老 的 积分 定义 是 一 
致 的 , 因为 当 N 甚大 时 ， 


当 万 = [a,b] 时 , 则 又 记 作 


[f(z)]n = f(z). 
因此 , 凡 有 界 ( 非 负 可 测 ) 函数 都 是 可 和 的 . 
定理 1 如 果 f(z) 在 媚 上 是 可 和 的 , 那么 它 在 妃 上 几乎 处 处 有 限 . 
证 明 置 
A=E(f = 上 +oo). 
在 A 上 , [flz)lx = N, 因此 


[Vwaz > /四 van= Nim4 


假如 m4 > 0, 那么 当 N 一 co 时 , [5[fjndz 一 +eo. 这 是 与 假设 f(z) 为 可 和 是 不 相 
容 的 , 故 必 mA = 0. 


定理 2 若 mE 二 0, 则 一 切 非 负 函 数 f(z) 在 妃 上 为 可 和 , 且 适 合 
/ f(r)dr = 0. 
E 
本 定理 是 很 明显 的 . 
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定理 3 设 f(z) 和 g(rz) 是 忆 上 的 两 个 等 价 函数 , 则 


f(a)dz = | sl)ar. 


事实 上 , 使 等 式 f(z) = g(z) 成 立 的 点 z 有 [f(z)]n = [g(z)]w. 所 以 [f(z)]w 和 
[g(z)]n 也 是 等 价 函 数 . 其 余 的 证 明显 而 易 见 . 


定理 4 设 jz) 是 在 已 上 的 非 负 可 测 函 数 , Eo 是 互 的 一 个 可 测 子 集 , 则 


上 f(r)dr < . f(z)dz. 


事实 上 , 如 果 将 f(z) 改 为 [f(z)jw, 那么 这 个 不 等 式 就 很 显然 了 . 令 N 一 co, 即 
得 定理 中 的 结果 . 特别 , 当 f(z) 在 EE 上 是 可 和 时 , 则 f(z) 在 BE 的 任 一 可 测 子 集 Eo 
上 也 是 可 和 的 . 


定理 5 设 f(z) 和 F(z) 是 已 上 的 非 负 可 测 函数 , 则 当 f(z) < F(z) 时 


人 re)azs f Fle)dr. 


事实 上 , 由 不 等 式 
[zjjw < [FE(z)]w 


两 边 的 积分 , 取 其 极限 即 得 所 要 的 结果 . 
特别 , 当 F(z) 是 可 和 时 , 则 f(z) 也 是 可 和 的 . 


定理 6 ”如 果 (在 通常 的 假定 下 ) / f(z)dz =0, 则 f(z) 等 价 于 0. 
Eb 


证 明 因为 
0< 上 f(z)]dz < 人 f(z)dz, 


那么 函数 [f(z)]! 等 价 于 零 . 但 易 见 : 在 [f(z)]! 等 于 零 的 地 方 有 f(z) = 0, 因为 
[f(z)]i 只 取 f(z) 与 1 两 个 值 之 一 . 余下 的 论证 是 显而易见 的 . 


定理 7 设 f'(z) 及 f"(z) 是 在 妃 上 所 定义 的 两 个 非 负 可 测 函数 . 若 f(z) = 


f'(z) + f"(2), 则 
A (xz)dz. 
证 明 ”因为 对 于 任意 的 和 N 
[F(z)]w + {f"(z)]n < f(z), 


[waz+ /aas 人 rm 
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令 NN 一 oo, 旋 得 


/rar 人 as 人 1 (1) 
要 证 明 (1) 是 等 式 , 首先 证 明 对 于 任意 的 N， 
(f(z)]n 和 [f'(z)]ny + [f” (2)])n- (2) 
设 ro GE 五. 如 果 
f'(xo) < N, ff" (x0) 和 N， 
则 
[f(zo)lN < f(x0) = f(z0) + f° (x0) = [f(zo)]N + [f” (zo)]n. 
如 果 f'(zo) 与 久 (zo) 中 有 一 个 大 于 NN, 那么 
[f(zo)ln = N < [f' (zo)lv + [f” (zo)]y 
也 是 成 立 的 ; 因为 右 方 两 项 中 有 一 项 等 于 N, 其 余 一 项 > 0. 所 以 (2) 是 成 立 的 . 
将 (2) 式 积 分 , 得 


[waz < /mva+ 人 va 


[war < f fir+ f ta 


a fdzr < 上 frdz+ jadz (3) 
由 (1) 与 (3), 乃 得 所 要 的 结果 . 特别 当 f'(z) 与 f"(x) 都 是 可 和 时 , f(z) 也 是 可 
和 的 . 


定理 8 设 f(z) 是 在 妃 上 所 定义 的 非 负 可 测 函 数 , 而 大 > 0, 则 


从 而 


再 令 N 一 co, 万 得 


人 cjaz -人 7)dz 


证 明 ”车 上 = 0, 则 定理 自 真 . 若 k 是 任 一 自然 数 , 则 本 定理 是 定理 7 的 结果 . 
如 果 上 二 二 ， 而 m 是 自然 数 , 则 由 定理 7， 


人 Jaz =m f f(a 


3 = pe 二 上 a 
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由 是 可 知 当 为 正 有 理 数 时 定理 成 立 . 最 后 , 设 是 一 正 的 无 理 数 , 则 取 如 下 的 正 
有 理 数 > 和 RR:r <k < RR. 由 定理 5, 得 


" |/ f(a < 人 Dar < Ra/ f(z)dz, 


令 7 与 RR 趋向 于 k, 即 得 所 要 证 明 的 结果 . 


特别 , f(z) 是 可 和 的 话 , kf(z) 也 是 可 和 的 . 
下 面 要 证 明 一 个 非常 重要 的 定理 . 在 此 以 前 , 先 证 明 一 个 几乎 很 明显 的 引 理 . 


引 理 2 车 lim fn(z0) = FE(zo), 则 对 于 所 有 的 自然 数 NN， 
lim [fn(zo)jw = [F(zo)]N. 
证 明 ”如果 F(z0) > N, 则 当 适当 大 时 , f(zo) > N. 因此 (对 于 这 种 n) 
[fnktzojjw = N = [F(zo)]n. 
同样 的 , 如 果 F(zo) < N, 则 当 nn 适当 大 时 , f(z0) < N. 因此， 
[fn(zojjx = fn(z0) 一 下 (zo) = [F(zo)]N- 


剩 下 来 要 证 的 是 F(xo) = N 的 情形 .此 时 对 于 任 一 正 数 s, 有 如 下 的 no : 当 
nN No 时 ， 
fn(xo) >N-&e. 


因此 ( 当 n> No 时 )， 
N—e< [fn(Zo)]y < N, 


即 
|[E(zo)]w -Lpm(zojlw| <s (n> no). 
于 是 , 对 于 无 论 哪 种 情形 , 引 理 是 成 立 的 . 
定理 9 (P. 法 图 (P. Fatou)) 设 亡 (z), 户 (z)，…: 是 在 妃 上 几乎 处 处 收 化 于 
F(z) 的 非 负 可 测 函 数列 , 则 


/Fea < sup {/ rodz| .OD (*) 


巴 本 定理 在 几乎 处 处 收敛 的 条 件 改 为 依 测度 收敛 时 亦 成 立 . 事实 上 , 在 这 个 情形 下 , 从 {f(z)} 可 
以 选取 几乎 处 处 收敛 于 F(x) 的 子 函 数列 {fn (7z)}, 再 从 sup {/ fn (o)de) < sup {/ fn (zx)dr 
就 可 明白 . 不 过 要 注意 这 个 附注 并 非 是 定理 9 的 扩充 . 因为 在 定理 9 中 可 以 允许 F(z) = +oo, 而 
那 时 就 谈 不 到 什么 依 测度 收敛 了 . 
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证 明 ”由 引 理 , 当 n 一 co 时 , 关系 
[fn(z)]w 一 [F(z)]N 
在 EE 上 几乎 处 处 成 立 . 
由 于 [f(z)]Jn < N, 所 以 我 们 可 以 应 用 在 积分 号 下 取 极 限 的 勒 贝 格 定理 , 而 得 


[ [Flvdz = lim 上 fe 
但 , 对 于 任意 的 m， 


人 [fn]ndz < yh fnde < sup { } fdr)， 
下 Findz < sup { 上 人 fdr). 


再 令 N 一 co, 即 得 本 定理 . 特别 当 所 有 的 f(z) 为 可 和 且 


今 n 一 o00, 万 得 


/ f(z)dr < A < +oo 
E 


时 , 极限 函数 F(z) 亦 为 可 和 . 
推论 ”如果 在 定理 中 所 说 的 条 件 下 极限 


Jim, 人 六 Jaz (9) 
存在 , 则 
/ a A Pa (5) 
E no JB 


证 明 如果 极 限 (4) 是 +oo, 则 本 推论 显然 成 立 . 现在 假设 
lim 上 fndrz 一/ < 十 co， 
那么 对 于 任意 的 正 数 =, 有 如 下 的 no : 当 n> no 时 ， 
/ fndzr <l+e. 
E 
将 定理 用 到 函数 列 jno(z)， fnot+1(7), a 万 得 
/ Fdr<il+t+se, 
E 


又 因 e 的 任意 性 , 乃 得 (5). 
由 此 推论 之 助 , 容易 得 到 关于 积分 号 下 取 极 限 的 定理 . 
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定理 10 (B. 莱 维 (B. Levi)) ” 设 在 媚 上 , 有 收敛 于 F(z) 的 非 负 可 测 增 函数 
列 f(z)n = 1,2,.…) 
万 (zj < fo(7) < fal7) < +…. 
则 


| F(z)dr = lim / fn(r)dz. 
E no0 JF 
证 明 首先 , 因 极 限 
Jim, {fe 
存在 , 所 以 由 定理 9 的 推论 ， 
| Pa < lim /far 
另 一 方面 , 对 于 所 有 的 n, fn(7) < F(z), 故 


| fnlwar < 人 Fa 


lim frdr € / 天 ar. 
全 一 Doc fp E 


从 而 


定理 由 是 证 毕 . 
定理 11 设 在 集 妃 上 有 非 负 可 测 函 数列 wi(z),u2z(7),… .车 
S ur(z) 一 F(z), 
k=1 
则 _ 
/F(a 一 > [woer 
事实 上 , 我 们 只 要 设 ， 
fn(z) = >_ ux(z). 
k=1 


再 应 用 前 面 的 定理 就 能 得 到 证 明 . 
推论 ”在 定理 11 的 条 件 下 , 如 果 


Ce 
> wk(T)dr < 十 co， 
Rsz1 E 


那么 , 等 式 


mn Wk(2) = 0 (6) 


在 羽 上 几乎 处 处 成 立 . 
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事实 上 , 在 此 情形 下, F(z) 是 一 可 和 函数 , 因此 它 是 几乎 处 处 有 限 的 . 换言之 ， 
级 数 > wk(z) 是 几乎 处 处 收 和 敛 的 , 在 收敛 的 点 , (6) 式 自然 成 立 . 


定理 12 (积分 的 完全 可 加 性 ) 


设 可 测 集 妃 是 有 限 个 或 可 数 无 限 个 两 两 不 相 
交 的 可 测 集 Ek 的 和 集 : 


书 = 》 天 (EE.,=%2,k@#k'). 
k 
那么 对 于 所 有 在 已 上 定义 的 非 负 可 测 函 数 f(z), 成 立 等 式 : 


人 far = 5 上 ad 


证 有 明 ” 作 如 下 的 肾 数 wk(z) (k= 1,2,:…): 


{™ 当 ze 用， 
uk{Z) = 
一 ; TEE- Er. 


那么 , 显然 
f(2) = > _, uk(z), 
k 
因此 , ( 当 有 限 个 集 时 由 定理 7, 不 然 由 定理 11,) 得 


[fa = 于 /wd (7) 


我 们 计算 积分 人 wux(Z)dz. 为 此 , 注意 到 


[f(z)]n, 当 TE Ek, 
[wk(z)jw = 
0， 当 TEBEB— bE, 


所 以 


不 ee k wa 


/uaz= f faz, 
E Ek 


令 六 一 oo, 得 


代入 (7) 式 即 得 所 要 的 结果 . 
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82. 任意 符号 的 可 和 函数 


现在 我 们 要 对 于 任意 符号 的 无 界 函 数 给 以 勒 贝 格 积分 定义 . 不 久 即 可 看 到 : 这 
种 推广 , 并 非 对 于 所 有 的 可 测 函 数 都 是 可 能 的 . 
设 f(z) 是 在 可 测 集 EE 上 定义 的 可 测 函 数 . 从 f(z), 定义 f(z) 和 广 (z) 如 下 > 


{f(z),， 当 f(z)>0, 0， 当 f(z) > 0， 
六 (二 f_(z) = 
0， 当 f(z) < 0; = 当 f(z) < 0. 
那么 f(z) 和 f_(z) 都 是 非 负 可 测 函 数 . 所 以 
| fi(z)dz 和 / f_(z)dz 
E E 


都 是 存在 的 . 因为 
f(z) = f+(7) f_(2), 


[fwar -人 广 adz 


十 oo 一 (十 oo) 


所 以 很 自然 , 我 们 就 定义 


为 f(z) 的 积分 , 但 是 


是 没有 意义 的 , 所 以 
/ Hz)dz- 人 六 (az 
五 E 
是 当 并 且 只 有 当 f(z) 和 f_(z) 中 有 一 个 为 可 和 时 才 有 意义 . 
定义 1 如 果 fi(z) 与 f_-(z) 中 有 一 个 在 上 为 可 和 , 则 定义 


人 f+(z)dz — ) f_(z)dz 
为 f(z) 在 包 上 的 勒 贝 格 积分 (有 限 或 无 穷 ), 且 以 记号 


了 f(z)dz (1) 
E 
表示 它 . 


如 果 可 测 函数 f(z) 为 有 界 , 则 f(z) 和 f-_(z) 都 有 界 . 因此 , 对 于 有 界 销 数 的 
积分 , 新 的 定义 与 老 的 定义 是 一 致 的 . 假如 f(z) (纵然 是 无 界 的 ) 是 一 非 负 可 测 函数 ， 
那么 

f+(7)= f(z), f-(z)=0, 
可 见 新 的 积分 定义 与 老 的 定义 也 是 一 致 的 . 
积分 (1) 存在 且 有 限 的 必要 上 且 充 分 条 件 是 f(z) 与 f-(z) 都 可 和 |. 
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定义 2 ” 当 积分 / f(z)dz 表示 一 个 有 限 数 时 , 称 f(z) 在 EE 上 是 勒 贝 格 可 
E 
积 的 , 或 称 为 可 和 . 
凡 有 界 可 测 函 数 是 可 和 的 . 对 于 非 负 函 数 而 言 , 新 的 可 和 定义 与 老 的 一 致 
记 给 定 在 集 EB 上 的 可 和 函数 的 全 体 为 L(E), 在 不 致 引起 误解 时 可 简写 为 L. 那 
么 当 f(z) 是 一 可 和 函数 时 , 可 以 写 为 : f(z) e L. 


定理 1 函数 f(z) e 工 的 必要 且 充 分 条 件 是 : |f(z)| €E L. 且 此 条 件 满足 时 ， 


成 立 
/ra < folar 
证 明 因 
F(z)| = f(z) + f(z), 
由 8§1 定理 7, 得 
fia = f fae +t ff-(e)ae, 
从 而 定理 成 立 . 
下 面 几 件 事情 是 本 定理 的 推论 : 


I. 可 和 函数 是 几乎 处 处 有 限 的 . 
II. 若 mE = 0, 则 一 切 函数 flz) 在 媚 上 量 为 可 和 且 


/far = 0. 


III. 函数 若 在 已 上 为 可 和 , 则 在 E 的 任 一 可 测 子 集 上 也 是 可 和 的 . 

IV. 设 函 数 f(z) 与 F(z) 在 巨 上 是 可 测 的 , 且 |f(z)| < F(Z). 若 F(z) 可 和 , 则 
f(z) 也 可 和 . 

车 f(z) 和 9g(z) 在 上 是 等 价 的 两 个 函数 , 则 f(z) 与 9+(z) 等 价 , 广 (z) 与 
9_(z) 等 价 . 因此 , 下面 的 定理 成 立 . 


定理 2 设 函 数 flz) 与 g(x) 等 价 , 则 从 两 积分 f(z)dz 与 ra 中 一 
E E 
个 的 存在 可 导出 另 一 个 的 存在 并 且 彼 此 相等 . 


特别 , 函数 f(z) 与 g(z) 同时 可 和 或 同时 不 可 和 , 以 后 我 们 对 于 等 价 函数 不 加 以 
区 别 . 这 种 规定 是 很 有 用 的 : 例如 可 以 无 条 件 地 把 几 个 可 和 函数 加 起 来 . 因为 当 我 们 
把 两 个 函数 加 起 来 时 , 本 来 应 当 避 免 被 加 函数 取 异 号 无 穷 大 的 那 种 点 . 为 了 没有 这 
样 的 例外 , 我 们 可 以 在 这 种 点 上 改变 其 中 任 一 函数 之 值 , 因为 那 种 点 的 全 体 (由 于 函 
数 是 可 和 的 ) 成 一 测度 为 零 之 集 . 而 且 不 管 改变 的 是 哪 一 个 函数 , 也 不 管 改变 成 什么 
新 的 数值 都 没有 关系 ; 改变 后 的 新 的 和 跟 原 来 的 和 还 是 等 价 的 . 
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定理 3 (积分 的 有 限 可 加 性 ) ” 设 忆 是 有 限 个 两 两 不 相交 的 可 测 集 的 和 集 : 
E= SE, (Er Ek 一 人, kz 大 )， 
大 一 工 


假如 函数 f(z) 在 每 一 个 本 上 是 可 和 的 , 则 在 媚 上 也 是 可 和 的 , 并 且 


人 f(z)dz = > 上 aar 


证 明 ”由 $1 的 定理 12， 
Lie= Yh he 
fie = > 和 


两 等 式 的 右 方 都 是 有 限 数 , 因此 左 方 也 是 有 限 数 . 从 第 一 式 减 去 第 二 式 , 即 得 所 要 的 
结果 . 


当 被 加 集 的 个 数 是 可 数 个 时 , 虽然 f(z) 在 每 一 个 被 加 集 上 可 和 , f(z) 在 它们 的 
和 集 上 未 必 为 可 和 |. 


例 设 f(z) 是 (0,1] 上 之 一 图 数 , 其 定义 如 下 : 


s 2n 二 1 1 
i 
f(z) = "| (n= 1,2,3,:…:) 
-mh 当 pr 
那么 f(z) 在 每 一 个 半 闭 区 间 (二 | 上 是 可 和 的 , 并 且 


f(ydx=0, (n=1,23,.). 


二 
n 
1 


n+1 


但 是 f(z) 在 (0,1] 上 并 不 是 可 和 的 . 因为 


[ volar = > 9 后 jae = > Dr 


n=1 


但 是 ， 各 自荐 下 曾 的 关于 各 好 完全 训 和 柱 的 已 浊 


定理 4 “如果 函数 f(z) 在 集 刀 上 是 可 和 , 已 是 可 数 个 两 两 不 相交 的 可 测 集 的 
和 集 : 


E=)》 E. (EEk=%,k#k'), 
k=1 
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上 f(z)dz = 3 上 Gajd (2) 


定理 5 设 可 测 集 巨 是 可 数 个 两 两 不 相交 的 可 测 集 EE 的 和 集 . 若 f(x) 在 每 
一 个 Er 上 可 和 ， 又 落 


|f{z)ldz < +o%, 
上 
则 f(z) 在 已 上 也 是 可 和 的 且 (2) 式 成 立 . 
证 明 《” 当 定理 4 的 条 件 成 立时 , 则 由 8§1 的 定理 12, 得 到 


Lie= > re hie= Yh i 


并 且 上 述 二 等 式 的 左 方 是 有 限 的 (因此 右 方 也 自然 是 有 限 的 ). 作 二 式 逐 项 之 差 即 得 
定理 4 的 结果 . 


当 定 理 5 的 条 件 成 立时 , 则 (由 §1 的 定理 12) 


/ar= 本 . las 


由 此 得 到 |f| 在 EE 上 是 可 和 的 . 再 由 定理 4 即 得 定理 5 的 结果 . 
由 上 面 所 举 的 例子 , 从 而 知道 定理 5 中 最 后 一 个 条 件 不 能 改 为 级 数 


了 Fz)adrz 
k=1™ Ex 


的 收敛 . 
定理 6 如 果 f(z) 在 饭 上 为 可 和 ,上 为 一 有 限 常 数 , 则 函数 [jz) 在 瑟 上 也 


是 可 和 的 , 并 且 
sf (sa = x / f(x)dz. 
五 五 
证 明 ” 当 大 = 0 时 定理 自 真 . 若 丰 > 0, 则 基于 显然 的 等 式 
(kf)+ = kf+, (kf)- = kf, 
定理 可 以 归 到 81 的 定理 8. ( 即 : 作 两 等 式 


站 (kf)+dr =k 上 fydz 和 人 (kf)_dz =k 站 A 
逐 项 相 减 的 差 即 得 ) 
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最 后 , 设 k < 0. 首先 设 k= 一 1, 则 因 
(D+ =f ，(-f)-=f+, 


所 以 ， 


[ -tar= f fas- far = fa 
因此 , 当天 = -1 时 定理 也 成 立 . 车 上 是 任意 的 负数 , 则 


frrar=— {njaz = -nl f Faz = far 
所 以 定理 成 立 . 


推论 ”如 果 f(z) 在 轧 上 可 和 ,而 p(z) 在 忆 上 是 一 有 界 可 测 肖 数 , 则 P(z)j(z) 
在 已 上 也 是 可 和 的 ， 


事实 上 , 设 K = sup{lwp(z)|}, 则 |wp(z)f(z)| < Kf (2)|. 


定理 7 设 函 数 f'(z) 及 f(z) 在 忆 上 为 可 和 , 则 f(z) = f(x) 十 f"(z) 在 BE 
上 亦 为 可 和 , 且 
上 人 ro)aa | fea 十 [A (3) 
证 明 ” 捕 数 f(z) 之 可 和 是 由 于 
f(z)| < IF (2)| + |f" (2)l, 
及 81 的 定理 7. 余下 的 是 要 证 (3) 式 的 成 立 . 为 此 设 
Ei = E(f’ >0, f" > 人 0); E2= E(f" <0, f" < 0); 
Es = E(f' > 0, i + E4 = E(f' >0, < 
Es = E(f’<0, f”">0,f>0); Ee= E(f <0,f">0,f<0). 
6 


已 = >》 下 (EEk=%2,k@#k"), 
大 一 1 


因此 所 要 证 的 是 
| sa=f rart fo fa (k = 1,2, D0) 
上 面 六 式 可 以 一 一 证 明 . 例如 当 大 = 6 时 , 将 等 式 
f(z) = f(z) + f° (2) 


82. 任意 符号 的 可 和 苯 数 ,147 . 


改写 为 
-f(z) = f° (2) + [—f(z)), 
那么 就 使 右边 两 项 在 E6 上 都 是 非 负 函数 . 因此 , 由 81 的 定理 7, 得 


Cre = 上 人 fdz+ | fdr 


人 fdz = 人 1az+ 人 f"dz. 
定理 因此 证 毕 . 


下 面 的 定理 是 非常 重要 的 . 


定理 8 ”假如 函数 f(z) 在 电 上 是 可 和 的 , 那么 对 于 任 一 正 数 e, 有 正 数 6, 当 e 
为 五 的 任 一 可 测 子 集 而 me <6 时 ,有 


从 而 


| sa <Ee. 
证 明 ” 因 f(z) 是 可 和 的 , 所 以 |f(z)| 也 是 可 和 的 . 由 非 负 函 数 的 积分 定义 , 有 
No 使 
人 re- flr omas < Ss 
成 立 . 令 


E 


2No 


即 得 适合 条 件 的 6. 事实 上 ， 
|f (2)| = [f(z)l]mo 


在 上 是 一 非 负 函 数 , 所 以 对 于 巨 中 任 一 可 测 子 集 < 不 等 式 
{#0) = IDlmjars 人 {|f (2)| = [fallmsjaz 


成 立 . 从 而 
f isolar — f lfmoar < 5 


即 
f lal $+ [lanodr 


但 因 [|f(z)]n。< No, 所 以 


fsas < No me 
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于 是 
f HCalaz < > 十 No * F722E. 


从 而 显然 , 当 me < 5 时 有 


< E， 


/ If(z)ldz < =， 更 加 是 | | flz)dzr 


定理 证 毕 . 
所 证 的 积分 的 性 质 称 为 积分 的 绝对 连续 性 . 


$3. 在 积分 号 下 取 极 限 


第 五 章 83 中 的 勒 贝 格 定 理 , 允许 有 下 面 的 推广 . 
定理 1 (H. 勒 贝 格 ) 设 有 (7z), f(z), f3(T),… 是 在 羽 上 依 测度 收 化 于 F(z) 
的 可 测 函数 列 . 假如 存在 如 下 的 可 和 函数 GB(T) 适合 于 
| 户 (z)| < 8(z)， rT EE, n=1,2,.., (*) 
那么 
im 和 天 上 F(z)dz. 


证 明 首先 , 条 件 (*) 肯定 了 每 一 个 f(z) 的 可 和 性 . 同时 易 知 对 于 几乎 所 有 
的 rz, 有 
IF(z)| < (x). (1) 


事实 上 , 利用 里 斯 定理 , {f(z)} 中 有 子 敬 数列 {f(z)} 几乎 处 处 收敛 于 F(z). 从 
[fn (ZT)| < (7), 


取 极 限 , 乃 知 (1) 式 对 于 几乎 所 有 的 z 成立 . 

如 遇 必 要 , 那么 只 要 在 一 测度 为 0 的 集 上 改变 一 下 F(z) 之 值 , 使 (1) 式 处 处 成 
立 . 于 是 由 (1), 就 推出 F(z) 的 可 和 性 . 

对 于 任 一 正 数 o, 置 


An(o) = E(|fn — FI|>0), B.,(o)= E(|lfn — F|<Do), 
则 
E=An(o)+ Bn(o), An(o)N Bn(o)= 9, 


且 当 nn 一 oo 时 
mAn(o) — 0. 


83. 在 积分 号 下 取 极 限 


今 估计 下 列 不 等 式 : 


/tra [Far 


因 在 B.(o) 本 | jn FP < 0 故 


< [ lf» Pi 


= | tn- Pldz+ / |fn — Fldz, 
Anlo) Bn (o) 


/ |fn— Fldr <o:mBn(o)<o:mb, 
Bn (oo) 


男 一 方面 , 因 


|fn 一 天 | 和 25(z)， 
故 
站 If 和 Fldz < 2/ G(r)dz. 
4n(c) Ant{o) 
所 以 


fra [Far 


对 于 正 数 =, 取 正 数 o 使 


o-:mbE < 7 
然后 再 取 正 数 6, 使 一 切 可 测 集 e C 五 ,me < 6 时 关系 
下 B(zjdzr < 7 
成 立 , 这 是 由 于 5(z) 的 积分 的 绝对 连续 性 . 
最 后 取 如 下 的 no, 当 n> no 时 (对 于 上 述 固 定 的 o) 


mAn(o) < 0. 
因此 ， 


2 G(T)dr < 
An(o) 2 


总 合 (2), (3), (4), 则 当 n > no, 时 ， 


tar [Fle)ae 
定理 证 毕 . 


推论 在 定理 的 条 件 下 , 关系 
Jim, /efjdz= 人 ec)PGoaz 
成 立 , 其 中 elz) 是 任意 的 有 界 可 测 函 数 . 


< 


< Ee G(T)AdrI+o: mE. 
An({(do) 
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(2) 


(4) 
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事实 上 , 设 |p(z)| < K, 则 
Ip(z)fn(T)| < K GB(7). 
所 以 条 件 (*) 是 满足 的 . 剩 下 来 的 是 要 证 明 


2(z)jm(z) 一 yp(r)F(7). 
此 由 
B(lp 刀 一 2F|>o)c 巨 (大 -如 > 去 ) 
即 明 . 


定理 1 还 可 以 加 以 推广 . 为 此 必须 介绍 一 个 重要 的 概念 : 设 在 可 测 集 5 上, 有 
一 族 可 和 函数 M = {f(z)}. 设 fo(z) e M, 则 对 于 任 一 正 数 = 有 正 数 5, 当 


eCEh, me<56 


时 , 不 等 式 


<E 


| tole)ar 


成 立 . 但 此 5 与 M 中 的 函数 fo(z) 有 关系 . 一 般 地 说 , 对 于 M 中 一 切 函 数 可 以 通用 
的 5 是 不 存在 的 , 这 个 情况 提示 下 面 的 定义 . 


定义 ” 设 M = {f(z)} 是 在 上 定义 的 可 和 函数 族 . 如 果 对 于 任意 的 正 数 s， 
有 如 下 正 数 5 存在 , 当 


eCE, me<d6 


时 , 不 论 f(z) 是 M 中 哪 一 个 函数 , 不 等 式 


roaa 


成 立 的 话 , 称 此 项 数 族 在 EB 上 有 等 度 的 绝对 连续 积分 . 

定理 2 (G. 维 塔 利 ) 设 有 (7z), fo(7z), fa(7),… ， 是 在 可 测 集 电 上 依 测度 收 伍 
于 F(Z) 的 可 和 函数 列 . 如 果 这 些 函数 {f(T)} 在 妃 上 有 等 度 的 绝对 连续 积分 则 
F(T) 在 巨 上 是 可 和 的 , 且 


<E 


lm, 人 jdz 一 三 ra 
证 明 ”首先 说 明 F(z) 在 已 上 是 可 和 的 . 为 此 , 我 们 取 任 一 正 数 <, 于 是 有 正 数 


6, 当 me < 6 时 ， 
WA 


< 了 (n = 1,2,3,.….). 
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设 e 是 五 的 任 一 可 测 子 集 : me < 6. 置 


e+ 一 e( 灵 20)，e-= e(fn < 0)， 


则 
me+ <0，7ne_ < 0. 
因此 ， 
[ |fnldz 一 网 jndz| < 3 人 |fnldzx = / fndr| < 7 
从 而 


fa(z)ldz < (5) 


这 就 是 说 : 函数 列 {|f(z)|} 在 上 也 有 等 度 的 绝对 连续 积分 @. 
依 里 斯 定理 , 有 子 函 数列 {天 (z)} 几乎 处 处 收敛 于 F(z). 由 (5) 与 $1 中 法 图 的 
定理 , 得 到 


f iralas <Ee. (6) 


所 以 F(z) 在 e 上 是 可 和 的 . 但 是 e 是 测度 小 于 5 的 巨 中 任 一 子 集 . 已 可 以 分 解 为 
有 限 个 测度 小 于 5 的 子 集 的 和 集 , 因此 F(z) 在 EB 上 是 可 和 的 . 
现在 我 们 可 以 着 手 证 明定 理 中 的 主要 论断 . 设 c > 0, 像 上 面 一 样 置 


An(o) = E(lfn— FI>0o), Bn(o)= E(|lfn — F|< oh)， 


pu- 人 ru 
/ra -人 mm 


对 于 正 数 <, 取 正 数 o, 使 


< |/ |fn— Fldr+i+o:mE. 
An(g) 


从 而 


<| ilar+ / IFldz+o:mbE. (7) 
An(o) An(o) 


E 
‘mbE < -. 
OO"* mm 3 


由 于 在 开 首 时 已 证 的 事实 , 对 于 s > 0, 存在 如 下 的 正 数 6, 当 
eCE, me<s6 
时 [参看 (5) 及 (6)], 不 等 式 
/pe < 与 /me <: 


请 读者 注意 , 在 定理 的 条 件 下 , 我 们 已 经 顺便 证 明了 {|fn(z)|} 在 已 上 也 有 等 度 的 绝对 连续 


.152 . 六 章 可 和 函数 


成 立 . 但 当 NnNo 时 ， 


mAn{o) < 0， 
因此 (7) 式 变 成 
pm- f Fa <E. 
定理 证 毕 . 


推论 ”在 定理 的 条 件 下 , 等 式 


lim ees)ar = f vla) Fle)ar 


成 立 , 其 中 p(T) 是 任意 的 有 界 可 测 函 数 . 
事实 上 , 如 果 jy(z)| < K, 则 


[ p(x)fn(z)dz 


<K | 六 (zjlaz. 
因此 {yp(z)f(z)} 中 所 有 函数 , 也 有 等 度 的 绝对 连续 积分 
我 们 还 可 以 证 明 , 上 述 推 论 的 逆 也 是 真 的 . 为 此 , 我 们 必须 首先 证 明 下 面 的 重要 定理 . 


定理 3 (H. 勒 贝 格 ) ” 设 {所 (z)} 是 在 可 测 集 妃 上 的 一 列 可 和 函数 . 若 对 于 已 中 任何 可 
测 子 集 e, 等 式 


im / fn(s)dr =0 (8) 
成 立 ， 则 函数 列 {f(zZ)} 有 等 度 的 绝对 连续 积分 . 


证 阴 ”假如 定理 不 成 立 , 那么 存在 如 下 的 正 数 so : 对 于 任意 的 正 数 5, 可 以 找到 一 个 可 测 集 
e CE 有 具有 测度 me <5 和 下 标 n 使 


之 E0， (9) 


fn (zr)dz 


固定 6 而 看 最 初 的 N 个 函数 f(z), f2(z),… ,fn(z). 对 于 每 一 个 大 (z) 可 以 找到 正 数 6、 当 
me < bk(e CE) 时 , 使 
f fle)ar 


< ED (10) 


成 立 . 


将 6,61,62,.… ,6n 中 的 最 小 数 记 为 5*. 根据 上 面 所 说 的 事实 , 对 于 此 6*, 可 以 找到 可 测 集 
ecC 五 具有 测度 me < 6” 和 下 标 n 而 使 (9) 式 成 立 . 另 一 方面 , 因 me < 6k(k = 1,2,.:… ,NN), 
所 以 当 大 = 1,2,.… ,NN 时 (10) 式 成 立 . 因此 n> N. 

据 此 , 正 数 so 具有 如 下 的 性 质 : 对 于 任意 的 正 数 5 和 正 整数 W 有 可 测 集 e C EE 和 下 标 
n 使 

n>N, me<, /roaa 之 50 
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成 立 . 现在 我 们 固定 某 一 个 el C EE 和 下 标 ml 使 得 满足 


1 fn (zjdz| > en. 
基于 阴 数 访 , (x) 的 积分 的 绝对 连续 性 , 可 以 找到 51 > 0 使 得 当 集 eC 五 而 rne < 6 时 
fn (Tr)dzr < 


成 立 . 
根据 上 面 所 述 , 那么 可 以 取 集 ez C E 和 下 标 n2 使 


6 
n2 > n1, mes < 立 ， I/ juazjdz| > eo 
e2 


成 立 . 然后 再 取 bo > 0 使 得 当 me < bz(e C 五 ) 时 


J. fna (zr)dz 


ED 
过 
4 


成 立 . 不 难 明白 : 52 < 竺 . 
再 做 同样 的 手续 , 那么 可 以 取 集 es CE 和 下 标 na, 使 


02 
n3 二 人 2， Me < 本， 


/ | 1m(zjdz| > eo 


成 立 . 然后 可 取 63 > 0 使 当 me < 63(e C 五 ) 时 


Ja(z)dr 


ED 
二 -一 
4 


成 立 . 显然 的 是 : 03 = 2 
这 种 手续 继续 进行 , 于 是 我 们 得 到 互 的 可 测 子 集 列 {ex}, 严格 增加 的 下 标 列 {fnk} 及 正 数列 
{6k} 具有 如 下 的 性 质 : 
1) 
| i (njdz| > ao; 
2) 
MEk+1 = Ok. 


2 
3) 如 果 eCE 及 me < 65k, 则 


/六 em < 2 


由 此 性 质 , 得 pi < 二 ， 因此 


Ok Ok 1 Ok 2 
7m0(ek+1 十 ek+2 十 ek+3 十 ……) 过 二 十 一 一 十 一 一 


3 2 2 十 … 所 四. 


所 以 


Eo 
< = 
4 


fas (T)dz 
ek(exs1+ekt2+.…) 
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今 导 人 新 的 集 : 
Ak = ek — (Ek+1 + Ek+2 +"…), 


则 
] / 天 (zjdz > eo. (11) 
Ak 


同时 点 集 Ak 之 间 是 两 两 不 相交 的 (这 也 就 是 要 导入 A; 的 道理 , 并 且 这 也 就 是 Ak 的 不 同 
于 ek 之 处 ). 又 4k C ek, 因此 


mmu(4k+1i 十 4k+2 十 …) < ox. (12) 


现在 不 难 完成 定理 的 证 明 . 置 ki = 1 而 令 ko 是 任何 一 个 如 下 的 下 标 mm :mm > 1， 


ED 
[. fam (x)dz| < 2 
这 种 下 标 m 的 存在 , 由 条 件 (8) 即 可 明白 . 又 令 ks 是 任何 一 个 如 下 的 下 标 mm : mm > kz， 
/ je(z)dz| < 轩 . 
Ak] 十 4ka 
这 样 的 手续 继续 进行 , 得 到 一 列 严格 增加 的 数 :ka < k2 < ks < .…， 
/ fn (T)dz| < 2 (13) 
A4kl 十 … 十 4ki .1 
另 一 方面 , 由 不 等 式 (11)， 
| fr (sar) > jeo (04) 
ki 


最 后 , 由 (12) 乃 得 


Ta( 4k 二 Ak, ,2 十 Ak,,s 十 … ) < m(Aki+1 十 Ak,+2 十 … - ) < Ok， 
因此 


<0 
< (15) 


J jw (zjdz 
Aki 1 十 As | 2 十 … 
和 OQ= Ah 十 Ak。 + Axs 十 , 则 


人 Hu (Z)dz = 


将 (13), (14), (15) 诸 关 系 式 代 人 , 乃 得 


far (zjdz+ frr (sar+ fnne (z)dz, 


Api + An 1 ki 十 1 十 全 Ri 十 2 十 … 


I/ Hua)dz|> 色 (i = 1,2,3,.…), 
已 


但 此 式 与 (8) 式 矛 盾 . 因此 定理 证 毕 . 
这 个 定理 的 复杂 的 证 明 方法 久 常 被 用 到 , 读者 应 仔细 地 加 以 体会 . 
巴 又 称 “ 滑 背 法 ” (caoco6 ckornb3smero rop6a). 
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推论 1 设 在 可 测 集 忆 上 有 可 和 函数 列 { 户 (z)} 与 可 和 函数 玉 (z). 假如 对 于 任意 的 可 测 
集 e CC 万, 成 立 等 式 


Jim J Neds = / F(z)dz, (16) 
那么 {f(TZ)} 在 忆 上 有 等 度 的 绝对 连续 积分 . 


事实 上 , 依照 定理 3, {fn(z) - F(z)} 有 等 度 的 绝对 连续 积分 , 再 由 不 等 式 


/Penaa < ft) — F(z)}dz | Fw)ar 
即 得 所 要 的 结果 . 


推论 2 设 在 可 测 集 媚 上 定义 了 可 和 函数 列 {fn(Z)} 与 可 和 函数 开 (z). 假如 对 于 任意 的 
有 界 可 测 函 数 wo(z), 等 式 


十 


Ji 人 wjnlzjdtz= 人 ee)PGodz 
成 立 , 则 {所 (z)} 在 忍 上 有 等 度 的 绝对 连续 积分 . 


事实 上 , 特别 取 w(z) 为 已 中 可 测 子 集 的 特征 函数 , 则 问题 归结 于 推论 1. 这 个 推论 就 是 定 
理 2 的 推论 的 逆 . 
综合 上 述 , 乃 得 如 下 的 结果 . 


定理 4 (G. 维 塔 利 ) ” 设 在 可 测 集 已 上 有 可 和 函数 列 《 刻 (z)}， 依 测度 收效 于 可 和 函数 
F(z). 要 使 (16) 式 对 于 所 有 可 测 集 e C 已 成 立 , 其 必要 且 充 分 的 条 件 是 : {所 (Zz)} 在 已 上 有 等 
度 的 绝对 连续 积分 . 


所 当 注 意 的 是 : 要 {fn(z)} 有 等 度 的 绝对 连续 积分 必须 (16) 式 对 于 EE 中 任 一 可 测 子 集 e 为 


真 . 仅仅 从 关系 式 
lim . fn(T)dr = |/ F(zr)dzr, 
是 不 能 得 到 {fn(z)} 有 等 度 的 绝对 连续 积分 的 . 例如 在 [0, 1] 上 定义 了 如 下 的 函数 列 { f(z)}: 
fn (0) 0， 


Nn (o< < 去 )， 
2n 


fn(7)= $4 —n (去 <*<2)， 


0 ($<z<1). 
nn 


则 
li n(z)dz = 0. 
Bm | Ad =0 
但 是 由 于 
J 1 
/ f(z)dz = 2, 
0 
等 度 的 绝对 连续 性 不 能 成 立 . 


有 兴趣 的 是 : 对 于 符号 不 变 的 函数 , 事情 要 简单 得 多 . 且 看 下 面 的 定理 . 
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定理 5 设 在 可 测 集 羽 上 , 有 可 和 的 非 抽 函数 列 {f(z)} 依 测度 收 你 于 玉 (z). 如 果 在 集 
已 上 F(z) 的 积分 等 于 户 (z) 的 积分 之 极限 , 那么 在 羽 的 任何 可 测 子 集 四 上 所 (z) 的 积分 也 等 于 
fn(z) 的 积分 之 极限 . 


此 定理 易 从 法 图 定理 @ (第 六 章 81) 导出 . 事实 上 , 假如 定理 不 真 , 那么 存在 着 可 测 集 4 C 忆 
使 等 式 

li n(T)dr = ;dz 

Jim, | f(s)dz = { F(z)as 


不 成 立 . 那么 有 如 下 的 正 数 o, 有 无 数 个 所 (z)dz 超出 区 间 
上 


(mm- 和 /ra+ao] 
之 外 


假如 有 无 数 个 积分 下 fn(z)dz 小 于 . F(z)dz _ 20, 那么 不 妨 (以 此 子 函 数列 当 作 讨论 的 
对 象 ) 假设 
/ fn(lT)dzr < / F(zr)dr — 20 
A A 
对 于 所 有 的 n 成 立 , 这 是 与 法 图 定理 相关 盾 的 . 因此 , 必 有 无 数 个 的 n 使 


traz > /Playde+ao (17) 
A A 


成 立 , 且 不 妨 假 设 (17) 式 对 于 所 有 的 n 成 立 . 由 假设 , 就 BB 上 的 积分 而 言 , 极限 手续 可 以 与 积分 
记号 交换 . 所 以 , 当 n 适当 大 的 时 候 , 不 等 式 


If fn(T)dz 一 Flea 

成 立 , 因此 , 不 妨 假设 对 于 所 有 的 n 成 立 . 由 是 
/ fn(z)dz < / F(z)dr+io. 

E E 


<o 


置 B= 一 A, 从 上 式 减 去 (17), 乃 得 


人 peitz< 人 Pedro 


此 事 又 与 法 图 定理 相抵 触 . 

定理 证 毕 . 

由 此 定理 可 以 导出 

定理 6 (T. M. 菲 赫 金 哥 尔 茨 ) ” 设 在 可 测 集 已 上 有 可 和 函数 列 {f(T)} 依 测度 收 化 于 可 
和 肖 数 F(z). 那么 要 (16) 式 对 于 互 的 任 一 可 测 子 集 e 都 成 立 的 必要 且 充 分 条 件 是 


lim, Unloadr = {IF (od (18) 


Q@ 上 述 例子 表明 没有 条 件 fn(z) > 0 时 , 定理 不 成 立 . 
四 精确 地 说 , 是 从 该 定理 的 附注 中 导出 的 . 
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事实 上 , 如 果 (18) 式 成 立 , 则 由 定理 5, 知 此 等 式 对 任何 可 测 子 集 e C EE 成 立 . 但 当 {jf (z)|} 
从 而 {fn(z)} 有 等 度 的 绝对 连续 积分 时 , (16) 式 对 于 所 有 可 测 子 集 e C EE 是 成 立 的 . 

反之 , 如 果 (16) 式 对 于 所 有 可 测 子 集 e C EE 成 立 , 则 {f(z)} 有 等 度 的 绝对 连续 积分 , 因此 
(由 本 节 定 理 2 的 证 明 ) 可 知 {|fn(z)|} 也 有 等 度 的 绝对 连续 积分 . 应 用 定理 2 于 {|f(z)|} 即 得 
所 要 的 结果 . 

最 后 我 们 讲 一 个 定理 , 此 定理 是 等 度 的 绝对 连续 性 的 一 个 判别 法 . 


定理 7 (C.-J. 瓦 莱 -- 普 聚 ) ” 设 在 可 测 集 羽 上 有 可 测 函 数 族 M = {f(z)}. 假如 有 正 值 增 
函数 $B(u) (人 > 0)， jim $(u) = 十 oo， 并 且 对 于 M 中 任何 的 函数 f(z), 不 等 式 


人 |F(z)|l :更 (|J(z)l)dz < 4 


成 立 , 其 中 A 是 一 个 与 J(z) 无 关 的 有 限 常数 . 那么 f(z) 在 忆 上 是 可 和 的 , 并 且 M = {j(z)} 
具有 等 度 的 绝对 连续 的 积分 . 


我 们 首先 注意 到 复合 函数 $B(|f(z)|) 是 一 个 可 测 晒 数 [因为 当 a > 0 时 , E($(u) > a) 是 区 
间 (b, +oo), 所 以 E(G(If|) > a) = E(|fl > b)]. 今 证 定理 如 下 : 


对 于 正 数 =, 有 KK 适合 于 


€ 
$(K) ~ 2° 
固定 此 K. 设 e 是 EE 的 任 一 可 测 子 集 ， 又 设 f(z) 是 M 中 的 任 一 函数 . 置 el = elif(z)| > 
K). e2 = e(lf(z)| < K), 则 


< 


f ior= f alart f alar < sos { Wo ofa)Das + f Hela 


从 而 
/rolars Fl + Kmes < +K.me 


由 此 得 f(z) 的 可 和 性 . 置 6 = Fc 则 当 me < 6 时 ， 
f alar <Ee. 


定理 由 是 证 毕 . 
从 此 可 推出 例如 M 是 满足 不 等 式 


/ fi:(r)dr<A 
五 

的 Flz) 的 全 体 , 则 M 有 等 度 的 绝对 连续 积分 . 
第 五 章 与 第 六 章 的 习题 


1. - fn (72) > 0 日 / fn{(z)ar 一 0， 则 必 fn(z) —> 0， 但 是 ， fn(7) 不 一 定 几 乎 处 处 收敛 于 0. 
E 
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.关系 式 


fal 
[ira 
与 名 (z) 一 > 0 是 等 价 的 . 


. 若 an 一 0, 则 有 非 负 可 测 函 数列 {wn,(7z)} 使 > un(zjdz < +oo, 但 fun(z)+ 在 王 
n=1 E 


中 任何 一 点 不 收敛 于 0. 


， 如果 积分 


人 p(s)f lz)dz 
对 于 任何 可 和 函数 f(z) 存在 , 则 p(z) 几乎 处 处 有 界 ( 勒 贝 格 ). 


. 设 f(z) 是 在 集 吾 上 定义 的 有 限 可 测 函 数 . 设 下 列 诸 数 


1 Y-3,Y-2;,Y-1,Y0; UVU2 233 


适合 yk 一 oo,y 一 一 o0(k 上 一 00),0 < yk+ti 一 Vk 之 入 .又 置 ck = E(yk < 有 < yxr+ti), 则 
函数 f(z) 为 可 和 的 必要 且 充 分 条 件 是 : 对 于 任何 {yx}, 级 数 >- ykmek 为 绝对 收敛 . 


大 一 一 co 


. 在 习题 5 的 假定 下 , 如 果 级 数 并 炙 mex 绝对 收敛 的 话 , 那么 级 数 的 和 当 和 一 0 时 趋 于 


人 f(z)dz. 


7. 一致 收敛 的 〈 尽 ) 可 积 函 数列 , 其 极限 函数 亦 为 ( 民 ) 可 积 . 
8. 康 托 尔 的 完满 集 忆 的 特征 函数 是 (及 ) 可 积 的 . 
9. 如 果 f(z) 在 康 托 尔 集 Po 中 的 点 上 等 于 0, 而 在 Po 的 具有 长 度 为 3-” 的 余 区 间 上 等 于 mw， 


10. 


11. 


12. 


13. 


则 / f(z)dz = 3 (E. 蒂 奇 马 什 (E. Titchmarsh)). 
0 
要 使 非 负 可 测 函数 f(z) (a < x < b) 为 可 和 的 必要 且 充 分 的 条 件 是 : 2 nmE(f > n) < 十 cc 
( 奥 尔 贝 克 (Op6ekr) ) 
设 f(z) > 0 为 可 测 函 数 , 而 {jf(z)}w 是 由 f(z) < N 或 者 f(z) > N 而 规定 它 等 于 f(x) 
或 者 0. 如 果 f(z) 几乎 处 处 为 有 限 , 则 
dim, [ {fo)}war = 人 Ta 


要 f(z) 几乎 处 处 有 限 的 条 件 不 能 取消 . 
设 f(z) 与 g(z) 是 EB 上 所 定义 的 两 个 非 负 可 测 函 数 . 置 Ey = 五 (9 > y)，$(y) = 
/ f(z)dz, 则 


十 co 
f sora = stay 
E 0 
( 工 . K. 法 捷 耶 夫 (JI. K. Bamnees)). 


设 在 [0,1 上 有 nn 个 可 测 集 1, BE2,…… ,En. 如 果 [0, 1 中 每 一 个 点 至 少 属于 上 述 n 个 集 
中 的 g 个 集 , 则 Bi, 2,… , En 中 至 少 有 一 集 具 有 测度 > 了 (I. B. 康 托 罗维奇 (JI. B. 


KaHropoBxra)). 
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14，, 


15. 


16. 


17. 


18. 


19. 


20. 


21. 


22. 


设 f(z) 是 ja 如 上 定义 的 可 和 函数 . 又 设 a 是 一 如 下 的 常数 : 0 < a < b 一 a. 如 果 对 于 每 一 
个 测度 为 a 的 集 e, 有 关系 | f(s)ar 二 0, 则 f(z) ~ 0 (M. K. 卡 扶 林 (M. K. Tasypus)). 


设 f(z) 在 [ac, 世 上 为 可 和 而 在 [a, 5] 之 外 等 于 0. 设 


1 邢 十 hh 
vz)= 示 | ,f(a 


b b 
则 } Ip(zx)ldz < / |f(z)ladz (A. H. 柯 尔 莫 臣 洛 夫 (A. H. Konmoropos)). 


设 f(z) 是 在 lw, 日 上 定义 的 可 和 函数 . 如 果 对 于 [a 中 任意 的 c 有 / “f(z)dz = 0 的 话 ， 
那么 f(z) ~ 0. ” 


设 在 [a, 8] 上 , 已 给 可 和 严格 正 函 数 f(x). 设 0<g<<b 一 a, eC [a,b],， me > g，S 为 所 有 
这 种 可 测 子 集 的 全 体 . 证 明 
ipt { / f(az > 0. 


设 M = {f(z)} 是 在 [可 上 为 可 和 的 函数 族 . 如 果 M 有 等 度 的 绝对 连续 积分 , 那么 存在 
如 下 的 单调 增加 的 正 函 数 @B(w) (wu > 0)， lim 8(u) = +oo, 且 


b 
f Wo: olf(a)D)dr < A< +o 


对 于 M 中 任何 函数 f(z) 成 立 , 其 中 4 是 一 个 与 f(z) 无 关 的 数 ( 瓦 菜 - 普 桑 ). 
如 果 f(z) 在 [a,9] 上 可 和 , 那么 对 于 任意 的 es > 0 存在 这 样 的 在 [a,b] 上 连续 的 函数 p(x) 


使 得 
/ Flz) -elz)laz < &. 
如 果 f(z) 在 [ab 十 5(56 > 0) 上 可 和 , 则 
b 
im, / f(s+h) -f(a)ldr =0. 
设 在 [a, 上 给 定 可 测 函 数 f(z) > 0, 则 关系 式 
b b 
f Vealanas — f nd m0 m 一 oo) 


与 n.mB(f > n) 一 0 是 等 价 的 (IO. C. 奥 强 (IO. C. Ouan)). 
设 在 [a,9| 上 给 定 可 测 项 数 f(z) > 0 与 g(z) > 0. 如 果 存 在 有 限 极 限 


lim, f {f(a)ln ~ glzlhvjaa 


久 n:mB(f>n) 0, 则 n.mE(g >n) 一 0 (IO. C. 奥 强 ). 
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81. 主要 定义 、 不 等 式 、 范 数 


本 章 讨论 一 类 很 重要 的 函数 : 就 是 平方 可 和 的 函数 . 为 简单 起 见 , 假定 所 论 的 函 
数 都 是 在 EE = [a, 如 上 定义 的 . 

若 逢 函数 定义 在 任意 可 测 集 Eh Cc EE = [fw 引 上 的 那 种 情形 , 则 只 要 把 它 补充 一 
下 定义 , 设 它 在 集 EB - Eo 上 的 值 等 于 零 , 就 可 归结 为 上 述 情形 . 


定义 ”可 测 函 数 f(z), 满足 


jF2(z)dz < 十 oo 


时 , 称 为 平方 可 和 函数 ， 
平方 可 和 函数 的 全 体 通常 记 作 Lo&%. 
定理 1 Lz 中 的 函数 必 属 于 万 即 了 C 世 . 


从 不 等 式 
f(z)| < 二 居所) 
即 知 定理 成 立 . 
又 由 不 等 式 
f(z)g(o)l < FE) 
得 下 面 的 定理 ， 


四 有 时 为 指出 它 的 定义 闭 区 间 [a,, 就 记 为 Lz([a, 1). 
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定理 2 LIL, 中 两 个 函数 之 积 是 一 可 和 函数 . 
由 此 , 从 等 式 
(f 士 9) =f*+2fg+ 9 
得 到 
定理 3 ” 工 > 中 两 个 函数 之 和 与 差 都 属于 工 2. 


最 后 , 我 们 注意 到 下 面 显 然 的 事实 : 设 是 一 有 限 常数 . 当 f(x) e 工 > 时 , kf(r) 
亦 属 于 工 >. 


定理 4 ( 布 尼 亚 科 夫 斯 基 不 等 式 ) ”如 果 f(x) € L2,g(z) €E L2, 则 


2 b 
| /es < | / Piaaa| | rod (1) 


证 阴 ”我 们 来 讨论 二 次 三 项 式 
vw{u) = Au* + 2Bu + CO, 
其 中 系数 4, B,C 都 是 实数 且 4 > 0. 假如 对 于 所 有 的 4,w(w) > 0, 那么 
B"& AC. (2) 
事实 上 , 不 然 的 话 , 就 会 发 生 巴 盾 : 
yw 的 一 二 (4C ~ B’:) < 0. 
注意 此 事 以 后 , 置 
b b b b 
vw(u) = / [uf (7) +g(z)]2dzr = ww? / f?dzr + 2u Fogdz 十 / gz2dz. 
则 因 w(w) > 0, 从 (2) 式 得 到 (1) 式 . 定理 证 毕 . 
推论 ”如果 f(z) € L2, 则 
b b 
| Var < vee / f2(z)dz. (3) 


事实 上 , 于 (1) 式 置 g(z) = 1, 又 将 f(z) 换 以 |f(z)| 即 得 (3). 


@ 这 里 我 们 假设 了 / “12dz > 0. 假若 / ”2az = 0, 则 函数 f(z) 等 价 于 0, 此 时 不 等 式 (1) 变 成 
等 式 0 = 0. ” ” 


“ 162 : 第 七 章 ”平方 可 和 函数 


定理 5 ( 柯 西 不 等 式 ) ”如 果 f(z) € La,g(z) e L2, 则 


b b b 
V/ (f(z) + g(z)]?dz < \/ f2(z)dz+ Vf/ g2(z)dz. 


证 明 ”将 布 尼 亚 科 夫 斯 基 不 等 式 的 两 边 开 方 , 乃 得 


“a < ?fodz. i 
hi yh re yh 


将 上 不 等 式 乘 2 后 , 两 边 各 加 


f*dz+ 和 92dz， 
f + aya < (Vf ree: Vf ee) . 
由 此 即 得 定理 . 


柯 西 不 等 式 使 我 们 可 用 一 种 新 的 观点 来 研究 集 L2. 即 , 如 果 我 们 对 于 每 一 个 也 


数 ffz) e Lz, 赋予 数 
b 
f= / f2(z)dz 


与 之 对 应 , 那么 就 有 下 列 诸 性 质 : 

I | fl>=0, 当 /~0 且 仅 当 此 时 , fl = 0. 

II. kf == 作用, 特别 是 :一 用 = 站 AL. 

IIL. ||f + oll < ||fll + llgll. 

称 | 用 n 为 f 的 范 数 . 显然 , 上 fl| 与 实数 (或 复数 ) z 的 绝对 值 |z| 颇 有 相似 之 处 . 
此 相似 点 是 一 系列 重要 且 优 美学 说 的 起 源 . 

粗糙 地 说 , 绝对 值 在 分 析 中 的 基本 意义 在 于 , 利用 了 它 就 可 以 引出 数 轴 上 两 点 
间 的 距离 


万 得 


plz,y) = |z ~— yl. 
但 是 , 在 Lz 中 假如 我 们 把 数 
p(f,9) = —gll 
定义 为 了 与 g 的 距离 , 那么 范 数 的 引进 就 可 使 我 们 把 L。 当 作 某 一 个 “空间 ”. 
如 将 等 价 的 函数 看 作 是 同一 个 函数 , 则 距离 p(f,g) 具有 如 下 常见 的 性 质 : 
1) p(f,9) >0, 当 =9 时 上 且 仅 当 此 时 , p(f,g) = 0. 
2) p(f,9) = 2(9, 力 . 
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3) p(f,9) < p(f,h) + plh, 9). 

假如 对 于 集 4, 其 中 任何 一 对 元 素 z 与 y 都 已 定义 了 具有 上 述 诸 性 质 的 函数 
p(X,y) 的 话 , 称 4 是 一 度量 空间 . 

显然 , Za 是 度量 空间 . 由 于 对 于 工 的 这 种 观 氮 最初 是 布尔 但 特 想 出 来 的 ， 因此 
三。 又 称 为 希 尔 伯 特 空间 . 


82. 均 方 收敛 


利用 范 数 的 概念 , 在 希 尔 伯 特 空间 中 可 以 导入 极限 的 概念 ,这 种 极限 的 表达 形 
式 , 与 在 数 轴 上 的 极限 很 类 似 . 


定义 1 设 刻 ,fo,fs,… 和 了 都 是 Ls。 中 的 函数 . 如果 对 于 任意 的 正 数 e, 有 
N, 当 n > N 时 , 不 等 式 


fn—fl<e 
成 立 , 称 f 是 {fn} 的 极限 , 这 时 也 可 说 {fn} 收 敛 于 f, 或 记 趋向 于 了 记号 是 


dim =f 或 太一 f. 
此 处 , 我 们 必须 提醒 读者 注意 : 下 面 两 个 式 子 
jz) 一 jz) 和 太一 


是 有 深刻 区 别 的 . 第 一 个 式 子 表明 : 对 于 固定 的 z, 数列 {f(z)} 是 依照 通常 的 意义 
收敛 于 f(z) 的 . 而 第 二 个 式 子 是 表明 L2 中 的 元 素 列 在 定义 1 的 意义 下 收敛 于 一 个 
元 素 f. 用 通常 函数 论 的 话 来 说 , 户 一 f(f e L2) 的 意思 就 是 


lim。 n=70 = 


这 种 收敛 的 方式 称 为 图 数列 {f(z)} 均 方 收效 @@ 于 f(z). 
定理 1 ”假如 函数 列 {所 (zx)} 均 方 收敛 于 f(z), 那么 {所 (Zz)} 依 测度 收效 于 
f(z). 
证 明 设 o>0. 置 
An(o) = E(|fn — f| > 0). 
则 
b 
站 ( — f)2dz > / (六 -fair > 07 -We 
a An(o) 
中 作者 用 的 俄 文 是 “cxonmxmocTbio B cpemaex”( 相 当 于 英文 “convergence in mean”), 此 词 原 译 


“平均 收敛 ” 没有 问题 , 但 考虑 到 现在 多 数 书 中 称 这 里 所 说 的 收敛 类 型 为 “ 均 方 收敛 ”， 人 
称 法 . 一 一 第 5 版 校订 者 注 . 
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因为 o 是 固定 的 , 因此 
mAn(o) 一 0. 


所 以 亡 一 上 


推论 ”如果 函数 列 {f(z)} 均 方 收 伍 于 f(z), 则 必 有 一 子 函 数列 {f(z)} 几乎 
处 处 收 人 证 于 f(z). 


此 推论 从 定理 1 和 第 四 章 83 的 里 斯 定理 可 以 明白 . 但 是 我 们 也 可 以 直接 证 明 . 
从 假设 


b 
lim, { (fs -faz =0, 
必 有 如 下 的 {nx} :Nl1 < Nn2 <Nsa < , 
lL 
] CE — f)2dzr es 
因此 , 级 数 
> J 下 za 
大 一 1 ”2 
是 收敛 的 . 由 第 六 章 81 的 定理 11 的 推论 知 在 fa, 中 上, 关系 
fn.(T) 一 f (7) 


几乎 处 处 成 立 . 

可 注意 的 是 , 从 所 {7z) 的 均 方 收敛 于 f(z) 不 能 导出 f(z) 的 几乎 处 处 收敛 于 
f(z). 此 事由 第 四 章 $3 的 例 可 以 明白 . 

男 一 方面 , 即使 f(z) 一 f(z) 在 [a, 上 处 处 成 立 , 也 不 能 得 到 f(z) 均 方 收敛 
于 f(z) 的 结论 . 


例 ” 设 在 [0,1] 上 有 如 下 的 一 列 函 数 {f(z)}: 
当 0<z< 二 时 ， fn(7) = mw， 
在 [0,1] 中 其 他 的 点 ， jn(z) = 0， 
那么 显然 地 , 对 于 z e [0,1] 成 立 
Lim fn(£) = 0. 
但 是 ， 
f2(z)dr = J n2dz = n 一 十 oo. 
0 0 
定理 2 (极限 的 崔 一 性 ) ”Ls 中 的 函数 列 所 , fo, f3,…. 只 能 有 一 个 极限 . 
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证 明 ”假如 
fn 了 = fn—=9, 
则 
|f—gll < lf -— fr + fn — gl. 
不 等 式 的 右 方 收 伍 于 0, 故 必 
If — gll=0. 

从 而 f 一 g = 二 0 或 f = g. 定理 证 毕 . 

此 定理 亦 可 用 他 法 证 明 : 如 果 fn 一 ,fn 一 9g, 则 {所 (z)} 同时 依 测度 收敛 于 
f(z), 亦 依 测度 收敛 于 g(z), 因此 f(z) ~ g(z), 但 它们 在 Ls 中 是 看 作 同 一 个 元 素 的 . 

定理 3 ( 范 数 的 连续 性 ) 车 万 一 户 则 | 六 | 一 人 和 

证 明 ”从 显然 的 不 等 式 


fn < Hf +f — fll 
[EE | 
即 得 
[fr = HF < fr — fl. 
从 而 定理 得 证 . 


推论 ” 收 仇 函数 列 {fn} 的 范 数 是 有 界 的 . 


定义 2 设 {fn} 是 中 的 一 函数 列 , 如 果 对 于 任 一 正 数 a, 有 如 下 的 N : 当 
n>N,m>N 时 , 


lf — fmll <e 
成 立 , 那么 说 : 序列 { 刀 } 是 本 来 收敛 @ 的 . 
定理 4 假如 { 记 } 有 极限 , 那么 {fn} 是 本 来 收敛 的 ， 
证 明 设 
im, fn =f 
对 于 正 数 e, 有 NN: 当 n>NN 时 ， 
ln =< 3 


巴 此 词 的 俄 文 是 “cxomammaaca Ba ce6e (HocnenoBaTenbHOCTE )”, 现在 通常 称 这 样 的 函数 列 为 基 
本 列 . 一 一 第 5 版 校订 者 注 . 
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因此 , 当 m > N, n > N 时 , 成立 
fn — fmll < fn — f+ lf — fmll <&, 
定理 由 是 证 毕 . 
上 述 定理 之 逆 则 要 深刻 得 多 . 
定理 5 (E. 菲 舍 尔 (E. Fischer)) ”假如 {所} 本 来 收 伊 , 那么 {fn} 必 有 极限 . 


证 明 。 取 收敛 级 数 》、 工 , 对 于 每 一 个 大 取 ni 使 得 当 n> nk, m > nx 时 ， 


k=1 2 | 
Il 六 一 各 1 < 去 
成 立 . 
不 妨害 一 般 性 , 假设 
N11 <nNn2 < Ns < ', 
于 是 | 
| yw 2 fn < DE 
因此 ， 


和 | yj; fn | < 十 co. 
大 一 1 
由 81 的 不 等 式 (3), 得 
b 
VE 
因此 , 级 数 
D> {foess ~ frlde 
"ct Nk+1 Nk 
也 是 收敛 的 . 由 第 六 章 81 的 定理 11, 级 数 
|fni (z)| 十 > | 7 (x) -0 jn (zj| 
内 一 
是 几乎 处 处 收敛 的 . 因此 , 级 数 
fn (2) 十 a fn: (z)} 
大 一 1 
也 是 几乎 处 处 收 和 敛 的 , 这 就 是 说 : 极限 
im fn (7) 


几乎 处 处 存在 (为 有 限 数 ). 


82. 均 方 收 钱 . 167 . 


今 引 入 函数 f(z) : 当 im jx(z) 存在 为 有 限 数 时 , 即 令 f(z) 等 于 此 数 , 在 其 他 
的 点 则 令 f(z) 等 于 0. 函数 f(z) 显然 是 一 可 测 函 数 , 并 且 几 乎 对 于 [a,bj 上 所 有 的 
点 ， 

fn (7) 一 f(7). 


我 们 还 要 证 明 : 此 函数 f(z) 属于 希 尔 伯 特 空 间 , 并 且 是 {fi} 的 极限 . 
为 此 目的 , 对 于 任意 的 正 数 a, 取 如 下 的 N : 当 n > N, m > N 时 ， 


|fn — fmll < &. 
取 ko 甚大 使 nk。> N. 那么 对 于 任意 的 n > N 和 任意 的 大 > ko， 


b 
/ (fn fo Tas < e?. 


b 
/ (fa — fdz < e2， 


即 当 n> NN 时 ， 
fn — flge. 


于 是 定理 证 毕 . 

本 定理 中 所 述 希 尔 伯 特 空间 L 的 性 质 , 称 为 空间 的 完全 性 .读者 自然 已 经 看 到 ， 
此 地 的 定理 4 和 定理 5, 与 有 名 的 波 尔 查 诺 - 柯 西 的 收敛 准则 是 相似 的 . 波 尔 查 诺 - 柯 
西 的 收敛 准则 是 数 轴 RR 的 连续 性 的 多 种 表示 形式 中 的 一 个 . 此 性 质 可 以 由 下 面 几 个 
命题 中 的 任何 一 个 表达 出 来 : 

A. 如 果 将 数 轴 民 上 的 点 分 成 X 和 Y 两 部 分 , 使 X 中 的 任何 点 位 于 Y 中 任何 
一 个 点 之 左 , 那么 或 是 X 有 最 右 点 或 是 Y 有 最 左 点 . 

B. 有 上 界 的 集 必 有 它 的 上 确 界 . 

C. 有 上 界 的 单调 增加 的 变量 必 有 有 限 的 极限 . 

D. 如 果 {d，} 是 一 列 前 者 含有 后 者 的 闭 区 间 . 若 其 长 度 收 敛 于 0, 则 必 有 一 点 含 
在 所 有 的 d， 中 . 

E. 波 尔 查 诺 - 柯 西 收敛 准则 : 本 来 收敛 的 数列 {zs} 必 有 有 限 的 极限 . 

如 果 从 数 轴 及 上 除去 一 点 , 则 上 述 诸 定 理 就 不 再 成 立 . 

在 定理 A, B, C, D, E 中 只 有 最 后 一 个 E, 是 没有 用 到 家 线 及 上 点 的 次 序 概念 . 
因此 , 很 自然 的 , 在 较 数 轴 更 复杂 的 空间 中 也 可 以 用 类 似 于 E 的 判别 法 来 说 明 空间 
的 连续 性 . 


中 从 此 式 得 fn(z) -f(z) es L2, 因此 得 f(z) € Lz. 
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定义 3 设 4 是 空间 Za 的 一 子 集 . 假如 Ls 中 任意 一 点 吕 是 4 中 某 点 列 的 极 
限 , 则 称 4 在 L2 中 是 处 处 稠密 的 . 


用 泛 函 理论 中 的 语言 来 说 : 对 于 函数 类 4 c Lo, 如 果 Ls 中 任意 一 个 函数 是 4 
中 某 函 数列 (依照 均 方 收敛 的 意义 ) 的 极限 , 则 称 4 在 L2 中 处 处 稠密 . 

容易 看 到 , 要 4 = {9} 在 Ls。 中 处 处 稠密 的 必要 且 充 分 条 件 是 : 对 于 任意 的 
f e 工 和 任意 的 正 数 e, 在 4 中 有 9 适合 


|f—gll<e. 


定理 6 下 列 函 数 类 : 
M 一 有 界 可 测 函 数 类 
C 一 连续 函数 类 
己 一 多 项 式 类 
5 一 阶梯 函数 类 
中 任何 一 类 在 L2 中 是 处 处 稠密 的 . 如 果 函 数 的 定义 范围 [4,8] 是 [一 r,z], 则 还 有 
丰 一 三角 多 项 式 类 
在 L2 中 也 是 处 处 稠密 的 . 


证 明 ”1) 设 f(z) e L2. 对 于 任 一 正 数 s (由 积分 之 绝对 连续 性 ) 有 5 > 0, 当 
eC [abj，rne<0 


时 , 可 使 
/Fla 人 


由 第 四 章 $4 的 定理 1, 对 于 这 个 6, 可 以 找到 这 样 的 有 界 可 测 函 数 g(x) 使 
mE(f # 9) < 0， 


并 且 不 妨 假定 在 点 集 E(f 关 g) 上 9(z) = 0. 那么 


2 = 2 2 2 
-gh = f (gar = hd -9 sr=f 1 dz < e2， 
即 
If—gll<e. 
因此 定理 对 于 M 的 证 明 已 毕 . 
2) 设 f(z) e za, s > 0. 取 函 数 g(z)e M 使 
If -gl <3: 
@ 就 是 L2 中 的 元 素 . 
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设 lg(z)j| < K. 由 卢 津 定理 , 有 连续 上 盟 数 pw(z) 适合 


2 


mE(g #4) < 16FK’ Ip(z)| < K. 
这 样 ， 
b 
Pr k (9g — p)?dz 
=/ -var <4K?.mElg #9) < 
E(g#%) 4 

因 之 ， 

le 一 ol< 3; 
于 是 

If— vill<e. 
因此 定理 对 于 C 的 证 明 已 经 完成 


3) 设 f(z) EL2,e>0. 取 w(z)eC 使 
If -vl < 了 


然后 由 魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 , 有 如 下 的 多 项 式 P(z), 对 所 有 z e [a,6] 有 : 


已 
Ip(z) — 已 (z)| < Tt 


因此 ， 
le -PP= / (0- Par< mb- = 
从 而 
lp —Pl<3, 
于 是 
lf -Pl<e. 
因此 定理 对 于 P 的 证 明 已 成 


4) 设 f(z)e Lo,e>0. 取 wp(z)eC 使 
lf -vl <3: 
因为 yp(z) 在 [a,b] 上 是 连续 的 , 所 以 将 [a, 昌 用 适当 的 点 


C=a<c < < <cn=b 
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划分 为 若干 部 分 , 使 p(z) 在 每 一 个 部 分 上 的 振幅 小 于 一 -一 一 . 然后 引入 如 下 的 阶 


2Vb—a 
梯 肾 数 : 
s(Z) = (ck) (cx ST< Ck+li b= 0 1 由 


s(7)= (cn-1) (cn-1 7 < Db), 


则 对 [ae, 届 上 所 有 的 点 , |s(z) -yp(z)| < 二 因此 


ls 一 wl < 3, 从 而 /一 sl < 
因此 定理 对 于 S$ 是 真 的 . 
5) 最 后 , 设 fa, = [一 7,7], F(z) € Ly. 
对 于 任 一 正 数 <, 必 有 [7,7] 上 的 连续 函数 yp(zx) 适合 
If -wl < 3 
设 
|Ie(z)| < K. 
在 [7,7] 上 作 如 下 的 连续 郴 数 (x) : 
当 ze [-r+07] 时 ，V(z) = 92(z)， 
W%( 一 T) = p(7) 
而 在 [-r, 一 ”十 9 上 则 取 %(z) 为 线性 基数 , 旦 假定 


0 一 < GAKY 


函数 y(z) 在 [-,7] 上 是 连续 的 , 并 且 是 周期 的 : 
%(-m) = Wn). 
显然 , ly(z)| < K, 因此 
wy 一 T 十 6 2 
lo -w= -w= (wo-war<4K% < 
从 而 ， 
lf 一 Wl < 亏 : 
由 魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 (注意 %(z) 是 周期 的 !), 有 三 角 多 项 式 T(z) 适合 
Iw(z) — T(z)| < 1 nr<ZzSn, 
因此 


E2 


ly-7P= / Ww-T)a < 


所 以 lf 一 Tl < se, 于 是 定理 完全 证 毕 . 
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在 许多 问题 中 , 沙 数 列 的 弱 收 敛 , 也 起 很 重要 的 作用 . 
定义 4 对 于 Zaz 中 的 函数 列 有 (zx), fo(z),… ,假如 有 f(z) e Lz 使 关系 
im 让 9(zZ)jm(z)dz = / gls)f(s)ds 
对 于 L2 中 任 一 项 数 g(z) 成 立 , 则 称 {f(z)} 弱 收 敛 于 f(z). 
对 于 弱 收 敛 我 们 只 介绍 下 面 的 定理 : 
定理 7 ”车 函数 列 {所 (7)} 均 方 收 你 于 f(z), 则 {f(z)} 必 弱 收敛 于 f(z). 
证 明 设 9(z) e L2. 则 由 布 尼 亚 科 夫 斯 基 不 等 式 ， 


b 2 
人 9g(z)| jn(z) 一 raw | 
b b 
. / red| / [fn (2) -ta ， 


从 而 
b b 
/ gfrdz— | gfaz| < llgll :llfn — fl = 0. 
这 就 是 所 要 证 明 的 结果 . 
83. 正 交 系 


定义 1 ”两 个 在 fw 划 上 定义 的 函数 f(x),g(z), 如 果 满 足 关系 
1 lole)dz = 
则 称 f(z) 与 g(z) 互相 正 交 . 
定义 2 在 [ci 上 定义 的 函数 f(z) 如 果 满 足 
/ ji =1, 
则 称 f(z) 是 规范 的 . 


定义 3 ”对 于 在 [e, 吕 上 定义 的 函数 系 wi (7z),w2(7),wa(z),…… , 如果 每 一 个 函数 
是 规范 的 , 任何 两 个 是 正 交 的 , 则 称 此 郴 数 系 是 一 规范 正 交 系 . 
换言之 , 如 果 {wk(z)} 具有 条 件 


1 | 1 (i=k), 
; wi(T)wk(T)dr = 
0 (i &), 
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则 {wk(z)} 是 一 规范 正 交 系 . 显然 的 , 规范 正 交 系 中 任 一 函数 都 属于 Lz. 
例如 三 角 蚂 数 系 
由 Cosz SinZ cos2r Sin27zr 4 1 
VR’ Vi' Vi' Vi' Vi WW) 
看 作 在 [--x,7] 上 定义 时 , 成 一 规范 正 交 系 . 
设 Za 中 的 某 旺 数 f(z) 是 规范 正 交 系 中 函数 的 一 线性 组 合 : 


f(z) = clwl(Z) + czwa(Z) 十 …. 十 cnwn(z)， 


则 于 两 边 乘 上 wx(z) (k = 1,2,…… ,n), 然后 积分 乃 得 
b 
Ck = J f(T)wr (Tz)dz. 
所 以 系数 cl c2,.…… ,cn 是 完全 唯一 的 决定 的 . 特别 , 当 


T(z)= A+ >》 (ak COS kz + bk sin kx) 
k=1 


1 . I 
A= 冯 / Ts)dr, oag = 人 T(z) cos kzdz, 


bi = =-/ T(z)sin kzrdz. 


一 再 


对 于 三 角 上 基数 系 , 这 些 公式 是 傅 里 叶 (J. Fourier) 发 现 的 . 因此 有 如 下 的 一 般 定 
义 . 
定义 4 设 {wk(z)} 是 一 规范 正 交 系 , f(x) 是 Ls 中 某 一 函数 . 称 数 
b 
Cs / f(T)wr (rT) dr 
为 f(z) 关于 {wk(z)} 的 传 里 叶 系 数 . 
级 数 _ 
>》 ckwk(Z) 
k=1 
称 为 f(z) 关于 {wk(z)} 的 傅 里 叶 级 数 . 
现在 我 们 来 观察 一 下 , 在 希 尔 伯 特 空间 中 函数 f(z) 与 f(z) 之 傅 里 时 级 数 的 部 
分 和 之 接近 程度 如 何 . 就 是 说 , 设 


Sn(£) 一 区， Ckwk(Z)， 
大 一 工 
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为 此 目的 , 我 们 首先 计算 下 面 两 个 积分 : 


b b 
F f(r)Sn(T)dz, / S2(z)jdz. 


我 们 得 到 ， ， 
/ f(z)Sn (2)dr = “|f f(r(T)dz = bp 
b=1 k=1 
同样 可 得 到 ， ， 
S2(z)dz = > | wi(T)wk(T)dr = 示人 (2) 
i,k 类 一】 
因此 
b b nn 
1- Sal? = f (f° -2fSn + ss)dr = 人 Pt- 总 
, 大 一 1 
或 是 


If -Sn = 1 — > ee. (3) 
大 一 1】 


等 式 (3) 称 为 贝 塞 尔 (F. W. Bessel) 等 式 . 因此 左边 不 是 负 的 , 所 以 有 贝 塞 尔 不 
等 式 


So < NF?. 


k=1 
但 是 此 地 的 n 是 任意 的 , 因此 贝 塞 尔 不 等 式 可 以 加 强 为 


Oo 


ce < fl?. (4) 
上 二 1 
特别 , 当 等 式 
人 = 人 (5) 
==1 


成 立 的 时 候 , 则 称 此 等 式 为 封闭 公式 @. 它 有 非常 简单 的 意义 , 就 是 : 利用 贝 塞 尔 等 
式 (3), 封闭 公式 可 以 改写 为 


lim ||f — Sn|| =0. 
用 一 DO 


换 句 话说 , 封闭 公式 表示 : f(z) 的 傅 里 时 级 数 的 部 分 和 Sn(z) 收敛 于 ( 按 L2 中 
的 收敛 意义 , 或 称 均 方 收敛 ) f(z). 


中 或 称 为 帕 塞 瓦尔 (M. A. Parseval) 等 式 . 
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定义 5 设 {wk(z)} 是 一 规范 正 交 系 . 假如 此 系 对 于 Za 中 的 任 一 函数 能 使 封 
闭 公 式 成 立 , 则 称 {wk(z)} 是 封闭 的 . 


定理 1 假如 {wk(z)} 是 封闭 的 , 那么 对 于 Lo 中 任何 一 对 函数 f(z) 和 g(z)， 
等 式 


b oo 
f fw)9w)ar = Darb 
. k=1 
成 立 , 其 中 i ， 
和 / f(T)wr(T)dr, br = / gf(TZ)wk(zZ)dr. 
证 明 ”函数 f(z) 十 g(z) 的 傅 里 时 系数 是 ak + bk, 所 以 


If + gl = > (axk + bre), 
R=1 
从 而 得 到 
b b b Do Oo oo0 
| Frazt+2] foart f gar= 0+2 arbet Dh, 
| a 和 k=1 kk 二 1 龙王 1 


由 是 即 得 所 要 的 等 式 . 
定理 1 中 的 等 式 称 为 广义 封闭 公式 . 


推论 设 {wk(z)} 是 封闭 的 , 而 jf(z) e L2, 那么 在 任 一 可 测 集 EE C [a,b] 上 ， 
f(z) 关于 {wk(z)} 的 传 里 叶 级 数 可 以 逐 项 积分 , 即 


人 yu: oe | rls 


事实 上 , 设 g(z) 是 的 特征 函数 , 则 g(z) 显然 是 平方 可 和 的 , 所 以 问题 归结 于 
广义 封闭 公式 . 

值得 注意 的 是 : f(z) 的 傅 里 叶 级 数 洒 ckwk(z) 可 以 处 处 不 收敛 于 f(z). 

定理 2 (B. A. 斯 捷克 洛 夫 (B. A. Creknos)--K. 赛 维 里 尼 ) “ 设 函 数 类 4 在 
L2 中 是 处 处 稠密 的 . 假如 {wk(z)} 对 于 4 中 所 有 函数 都 能 使 封闭 公式 成 立 ， 那么 
{wk(z)} 是 封闭 的 . 


证 明 设 f(z) e L2, f(z) 的 傅 里 时 级 数 是 ”ckwk(z). 其 部 分 和 为 


Sn(f) = 》 ckwk(z). 


k=1 


那么 , 容易 看 出 : 
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1) Sn(kf) = kSn(f); 

2) Sn(fi+t+f2)= Sn(fi) + Sn(fo); 

3) Sn(f)| < If 

头 两 式 是 很 明显 的 . 至 于 第 三 式 由 (2) 式 及 贝 塞 尔 不 等 式 即 得 : 


llsa|l2 = Da< < ||fll?. 


注意 到 这 些 事情 以 后 , 取 Ls 中 的 任意 函数 f(z). 对 于 任意 的 正 数 <, 因为 4 在 
L2 中 处 处 稠密 , 故 必 有 函数 g(z) e 4 适合 


If -gl < 5: 
但 是 
一 SCPSI7 — gl + lg — Sn(o) + Sn(g) — Saf), 
并 且 
Sn(9) — Sn (P= 1Sn(g — PN < lg— fl < 3, 
所 以 


|f — Sa (PN < 3e+ lg — Sn(o). 
因为 对 于 g(z), 封闭 公式 是 成 立 的 , 所 以 有 如 下 的 no : 当 mn > no 时 ， 
lg — Sn(o) < 3 
因此 , 不 等 式 
If -Saf <e 
当 n > no 时 成 立 . 定理 证 毕 . 
推论 1 如 果 封 闭 公式 对 于 一 切 函 数 l,z,z2,z3,…… 都 成 立 , 则 {uwk(z)} 是 封 
闭 的 ， 
事实 上 , 对 于 任 一 多 项 式 
P(z) = Ao + Aiz + :+ Amz™, 
成 立 等 式 
Sn(P) = AoSn(1) + A1Sn,(72)+ -+ AmSn(z™), 
因此 


IP- Sn(P) < >》 14k| .zs — Sn(z*)l. 
天 一 0 
上 式 的 右 方 当 n 一 co 时 趋 于 0. 所 以 封闭 公式 对 于 一 切 多 项 式 是 成 立 的 . 但 是 
多 项 式 在 L2 中 是 处 处 稠密 的 , 因此 {wx(z)} 是 封闭 的 . 
然则 封闭 系 是 否 存在 呢 ? 下 面 , 斯 捷克 洛 夫 的 另外 一 个 推论 将 给 以 肯定 的 回答 . 
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推论 2 三角 函 数 系 (1) 是 封闭 的 @. 
事实 上 , 只 要 证 明 封 闭 公 式 对 于 一 切 三 角 和 多项式 
T(z)= A+ Sy COs kz + bi sin kz) 
k=1 
成 立 就 够 了 . 但 这 是 很 显然 的 @, 因为 T(z) 是 系 (1) 中 函数 的 线性 组 合 . 


定理 3 (F. 里 斯 -E. 菲 舍 尔 )” 设 {wk(z)} 是 [a,b| 上 的 一 个 规范 正 交 系 . 假如 
数列 c1,c2,c3,.' 满足 


OO 
> c? < 十 Co， 
大 一 1 


那么 存在 如 下 的 函数 flz) € 了 > : 
(1) ck 是 jz) 的 傅 里 叶 系 数 ; 
(2) f(z) 满足 封闭 公式 : 芝 c2 = | 2. 


证 明 置 
Sn(z) = 》 ckwk(z)， 
色 三 】 


并 先 证 序列 51, 52,… 是 本 来 收敛 的 . 为 此 , 设 m > m 并 计算 


pf m 3 
lsm sn? = / 过 ce dr 


大 一 人 十 1 
7 
= 二 ccc/ wi(z)jwk(z)jdz = >》 ， c2. 
ck 他 k=n 二 1 
设 s 是 任 一 正 数 , 则 有 N 如 下 : 当 m >7m > N 时 ， 
S Ce 
尼 二 To 十 1 


因 之 ， 
| 5 到 Snl| < s， 


此 即 表示 {S"} 是 本 来 收敛 的 . 
加 设 -Tn 二 x". 
@ 假 如 f(z) = 》 ckwk(z), 那么 两 边 乘 以 f(z) 再 积分 , 即 得 封闭 公式 
无 一 工 


三 f*(z)dz = 入 c?. 
久 k=s1 
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由 于 空间 Lz 的 完全 性 , 存在 如 下 的 昂 数 f(z) e 工 2 : 


lS, 一 了 | 一 


这 样 所 得 的 函数 f(z) 就 是 所 要 的 函数 . 事实 上 , 从 82 的 定理 7, 函数 列 {5, (7x)} 
弱 收 敛 于 f(z). 对 于 任意 的 g(z) e Lz, 等 式 


b b 
Jim / sols)ols)dz = f f(z)9(z)de 


成 立 . 特别 令 
9(Z) = wi(Z)， 
乃 得 
b | b 
/rajotlzjaz = im, { Snle)wilr)dr. 
但 当 n > i 时 ， 


b b Nn 
/ Sn(T)wi(T)dr = / 障 cr wwi(Z)az = ci， 
a a R= 


从 而 得 到 | 
/ f(z)wi(z)dz = ci 


因此 f(z) 满足 所 要 的 第 一 个 性 质 . 
在 这 个 情形 下 ,Sn(z) 乃 为 f(z) 的 傅 里 叶 级 数 的 部 分 和 , 且 关 系 式 


Isn— f=0 
由 f 的 定义 而 成 立 . 因而 封闭 公式 对 于 f(z) 成 立 . 定理 证 毕 . 
附注 ”满足 里 斯 - 菲 使 尔 定理 的 函数 只 有 一 个 . 
事实 上 , 如 果 有 两 个 函数 f(z) 和 g(z) 都 有 此 性 质 , 那么 由 第 一 个 条 件 , f(z) 与 
9g(z) 有 共同 的 傅 里 时 系数 . 再 由 第 二 个 条 件 乃 得 
5 一 了 on 一 和， 


从 而 得 到 f = 9. 
有 兴趣 的 事 是 : 如 果 将 定理 中 的 第 二 个 条 件 除 去 , 那么 是 否 还 保持 着 附注 中 所 
述 的 性 质 呢 ? 为 了 要 回答 这 个 问题 , 首先 建立 下 面 的 定义 : 
定义 6 设 {wx(z)} 是 在 [a,b] 上 属于 Lz 的 函数 系 . 如 果 Lz 中 , 除 零 函 数 电 而 
外 , 没有 函数 与 所 有 的 pk(z) 成 正 交 , 则 称 {ek(z)} 是 完全 正 交 系 . 
@ 回 忆 到 等 价 于 零 的 函数 看 作 恒 等 于 零 的 函数 . 
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在 此 定义 中 并 不 需要 假定 {fpk(z)} 是 一 规范 正 交 系 . 

我 们 现在 要 证 明 : 满足 里 斯 - 菲 舍 尔 定理 中 第 一 个 条 件 的 函数 为 唯一 的 必要 且 
充分 条 件 是 : 原来 的 规范 正 交 系 {wx (7z)} 是 完全 的 . 

事实 上 , 假如 {wx(z)} 是 完全 的 话 , 那么 当 f(z) 和 g(x) 有 相同 的 健 里 叶 系 数 


b b 
/ f(z)wn(z)dz = ‘ g(z)wk(zjdz (k=1,2,3,...) 


时 , f(z) 一 9(z) 乃 与 所 有 的 wk(z) 为 正 交 , 因此 f(x) = 9g(z). 

反之 , 如 果 函 数 系 不 是 完全 的 , 那么 存在 着 不 恒 等 于 零 的 函数 h(z),，h(zx) 与 函 
数 系 中 任意 函数 为 正 交 . 由 是 , 若 函 数 f(z) 满足 第 一 个 条 件 , 则 不 同 于 f(z) 的 函数 
f(z) 十 h(z) 也 满足 第 一 个 条 件 . 

对 于 规范 正 交 系 而 言 , 封闭 性 与 完全 性 是 一 致 的 . 

定理 4 规范 正 交 系 {wk(z)} 为 完全 的 必要 且 充 分 条 件 是 : {wk{(z)} 是 封闭 的 . 

证 明 设 {wx(z)} 是 封闭 的 . 如 果 晴 数 f(z) € Lz, f(x) 与 图 数 系 中 所 有 图 数 正 
交 , 则 f(z) 的 健 里 叶 系 数 均 为 0. 

因此 封闭 公式 即 为 网 

l= 2_,%=0, 
k=] 

从 而 得 到 函数 f(z) 恒 等 于 零 . 是 即 表 示 {wn(z)} 为 完全 的 . 

反之 , 设 {wk(z)} 为 完全 的 , 假使 说 有 函数 g(xz) e Lz 而 不 满足 封闭 公式 , 则 必 


须 成 立 
> < llgll?, 
k=1 


其 中 
cE = / g(z)wx (rz)dr 
是 g(z) 的 传 里 叶 系 数 . 由 里 斯 - 菲 舍 尔 定理 , 存在 如 下 的 函数 f(z) : 


b Co 
f(z)wr(zs)dz = ck, = 5 


h=1 


但 是 函数 f(z) - 9g(z) 与 系 中 一 切 函 数 是 正 交 的 . 又 {w(xz)} 是 完全 的 , 所 以 等 
式 . 
f(x) = g(7) 
成 立 . 此 事 与 条 件 
fl| < llgl| 
不 能 相 容 , 定理 因此 证 毕 . 
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推论 ”三角 函数 系 (1) 在 [-r,Tl 上 是 完全 的 . 


最 后 我 们 要 讨论 与 规范 正 交 系 有 关 的 一 个 问题 ， 
设 {fwk(z)} 是 [a, 上 的 规范 正 交 系 . 又 设 级 数 


2 (6) 
k= 二 1 
是 收敛 的 . 那么 由 里 斯 - 菲 舍 尔 定理 , 级 数 
》_，ckwk(z) (7) 
k=1 


是 L2 中 某 一 函数 f(z) 的 傅 里 叶 级 数 , 其 部 分 和 


Sn(2) = > CkWk (I) 


k= 二 1 
均 方 收银 于 f(z). 因此 , 有 子 函 数列 {5%,(z)} 在 [a,8] 上 几乎 处 处 收 伍 于 f(z). 可 以 证 明 下 标 n; 
的 选择 , 与 正 交 系 {wn(z)} 没有 关系 , 只 要 用 到 (6) 式 就 够 了 . 关于 这 个 问题 , 现代 有 一 系列 的 研 
究 . 我 们 引入 与 此 有 关 的 最 简单 的 结果 如 下 . 


定理 5 (C. 卡 契 马 什 (C. Kauarr)) 设 


Tn 三 > c2 . 
kk 二 7 
如 果 下 标 nl 二 n2 二 na 二 -… 使 
pT < 十 DC， (K) 
Ss=51 


则 函数 列 {Sn, (z)} 几乎 处 处 收敛 . 
证 明 ”假设 f(z) 是 满足 里 斯 - 非 舍 尔 定理 中 两 个 条 件 的 函数 , 则 由 贝 塞 尔 等 式 ， 


7—1 
ls — fF = — 2 cx 一 rn. 
Kk 二 1 


由 条 件 (K)， a 
> (Sni—1 — f)dz < 十 oo. 


1 一 1I ”4a 
所 以 由 第 六 章 81 的 定理 11, 在 fa, 中 上 5。_i(z) 几乎 处 处 收敛 于 f(z). 
另 一 方面 ， 


co b oo 
>/ [ckwk(z)] az = > ck < 十 cc， 
k=1"° k=1 
所 以 仍 由 第 六 章 81 的 定理 11, 在 [a,6] 上 关系 
cniwni(Z) 一 0 


几乎 处 处 成 立 , 从 而 得 到 
Sni(Z) 一 fl), 
此 即 所 要 证 明 的 结果 . 
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定理 6 (H. 拉 德 马赫 (H. Rademacher)) ” 设 小 (k) 是 单调 增加 的 正 函 数 , 且 当 上 趋 于 
二 oo 时 函数 由 (kk) 一 二 co, 车 


》_ W(b)cg < +oc， (8) 


kel 
又 下 标 数列 nj < ma 过 ns 二 -.. 满足 
wni) > %, (R) 
则 函数 列 {Sn (Z)} 几乎 处 处 收敛 . 
证 明 ”我 们 将 证 明 下 面 的 事实 : 当 数 列 mw 满足 (R) 时 , 一 定 也 满足 (K). 从 而 即 得 定理 的 
证 明 . 为 此 目的 , 我 们 将 条 件 (8) 改写 为 


oo ni+1i—1 


》， wb(k)ck < 十 oo. (9) 
i=1 k=ni 
而 由 (R) 力 得 
oo Ti+1 一 1 
》 1 ck < 十 co. (10) 
4 一 ] 大 一 mi 
那么 , 将 二 重 级 数 
n2—1 na—l na—1 
DD》 ， ck 十 > ck 十 > ， cf 十 i 
k=n1 大 一 mm2 大 一 mn3 
na—l na—l 
> cc 十 > cz 十 站 
天 一 嫉 2 天 一 mt3 (11) 
na—1 
一 c? 十 ee 
上 大王 m3 
一 seeee. 


列 列 相 加 的 级 数 是 收敛 的 . 因此 , 将 此 二 重 级 数 行 行 相 加 亦 为 收敛 , 因为 第 i 行 的 和 是 rn,. 所 以 
条 件 (K) 成 立 . 定理 证 毕 . 


附注 ”条件 (K) 与 (R) 是 等 价 的 . 事实 上 , 我 们 已 经 从 (R) 导出 (K). 今 证 其 道 : 设 m 满 
足 (K). 那么 , 将 (11) 行 行 相 加 , 得 一 有 限 的 和 . 将 (11) 列 列 相 加 , 即 得 条 件 (10). 如 果 置 


wk)=1i (ni <k<niti; t= 1,2,..:), 


则 (10) 式 可 以 写 为 (9) 式 或 (8) 式 . 显然 , w(k) 满足 拉 德 马赫 定理 中 的 条 件 , 而 ni 满足 (R). 


84. 空间 1 


欧 几 里 得 二 维 空间 R? 的 点 乃 是 有 序 的 实数 对 (a1, a2). 
对 于 RR? 中 任 一 点 M(ai,az), 作 从 原点 至 点 M 的 向 径 z 的 话 , 那么 点 M 的 
坐标 al 及 az 表示 向 量 xz 在 坐标 轴 上 的 射影 . 因此 数 对 (ai,az) 不 但 可 以 看 作 一 
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点 , 也 可 以 看 作 一 个 向 量 , 这 样 的 处 理 是 很 有 意义 的 . 设 有 两 个 向 量 z 二 (aas) 与 
== (b1,b2), 则 可 作 其 和 
T+y= (a1+bi,a2 + b2), 


又 对 于 向 量 > = (a1,a2) 可 乘 以 实数 上: 
kr = (kai, ka»), 


但 对 于 点 而 言 , 类 似 的 手续 就 做 不 起 来 . 


回 量 z = (al,a?) 的 长 是 
zl = /a? + a2. 


(我 们 顺便 注意 到 , 这 无 非 就 是 毕 达 哥 拉 斯 的 定理 信 ). 
其 次 , 对 于 向 量 z = (al,az) 与 y = (b1,bz), 以 两 向 量 间 交角 9 的 余弦 乘 其 两 向 
量 的 长 之 积 叫 做 zx 与 y 间 的 内 积 (x,y) : 


(zx,y) = zl| : yll cos 6. 
此 外 通过 向 量 的 射影 , 也 可 求 出 
(Zz,Yy) = albl + a2b2. 


知道 两 向 量 的 内 积 与 两 向 量 的 长 时 , 两 向 量 间 的 交角 可 由 关系 式 


(zx,Y) 
s0=———— (0<0O0<&” 
Ee ) 


决定 . 
特别 , 两 向 量 正 交 的 条 件 是 


(zx,Y) 一 Qibl 十 aopbo = 0. 


用 逐 字 相同 的 话 , 可 以 叙述 三 维 空间 R? 中 的 事情 : 

(1) 有 序 的 三 个 实数 z = (ai,a2,a3) 可 以 看 作 R3 中 的 一 点 也 可 以 看 作 RR? 中 的 
一 个 向 量 . 

(2) 两 个 向 量 可 以 相 加 . 向 量 可 以 乘 上 一 个 实数 . 向 量 z = (a1,az,a3) 之 长 ||z|， 


由 毕 达 哥 拉 斯 定理 是 
zl = Vai 十 a2 + a3. 
(3) 对 于 回 量 了 一 (al,a2， Q3) 与 Y 一 (bi, b2, b3) 可 以 作 其 内 积 


(x,y) = ||z|| : llyll cos0 = aibi + a2b2 + a3b3. 


@ 即 勾 股 定理 . 一 第 5 版 校订 者 注 . 
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(4) 已 知 内 积 (z,y) 和 向 量 的 长 , 从 


(zx, y) 


cos0 = ( <7) 
[Ed 


得 向量 间 的 交角 0. 
(5) 两 向 量 正 交 的 条 件 是 


(7z,Yy) = aibi + a2b2 + a3b3 = 0. 
上 面 所 述 的 关系 式 可 以 推广 到 n 维 欧 几 里 得 空间 R" 中 去 :n 个 有 序 的 实数 
z= (a1,02,..* ,an) 
称 为 R* 中 的 一 点 或 是 R* 中 的 一 个 向 量 . 
z= 二 (a1,Q2,… ,an) 的 长 ||zj| 是 


zl = Vaf 十 a3 十 … 十 a2. 


至 于 内 积 不 能 再 由 夹 角 来 定义 , 只 好 用 下 面 的 等 式 来 表示 : 


(2 y) = > ， akbk. 
k=1 
反 过 来 , 从 关系 式 


(Zz, Y) 
zl| : llyll 


可 以 定义 角度 9. 要 此 定义 合理 , 必须 证 明 


cos0 = (0 


[(z,y)| < ||zl| : llyll. 
如 果 这 事 已 证 实 (证 明 在 下 面 ), 那么 很 自然 地 ， 当 两 个 向 量 z = (a1,a2z,:… ,an) 和 
y 二 (bb ,bn) 满足 条 件 


【2 让 三 >》 akbk = 王 0 
k= 二] 


时 , 称 它 们 是 相互 正 交 的 . 
按 此 推广 过 程 继续 前 进 , 自然 会 引 到 “无 限 维 ”空间 Re 的 概念 上 去 , R” 亦 可 
记 为 lz. 不 过 对 此 问题 , 我 们 只 作 向 量 的 探讨 . 


定义 ”有 序 的 无 穷 实数 数列 


工 二 (al,a2,a3……) 
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OO 
llzl| = a¢ < 十 oo 
k=1 


时 , 称 z 是 空间 12 中 的 一 个 向 量 . 


称 ||zl| 为 向 量 z 的 长 或 范 数 . 
显然 , 如 果 ze 12, 则 对 于 任意 的 , 向 量 


满足 


kz = (Kal， Ka2， kas, 0 ) 
也 属于 1l2, 并 且 等 式 
lkzll = |k| : llzl| 
成 立 . 特别 是 : || -zl|| = ||zll. 
假如 炎 一 (Qi1, Q2, a3) …) 和 yy 二 (b1, b2, bs,:: *) 都 属于 l2, 那么 


T+Yy= (a1++bi,a2 + b2,a3+ ba,...) 


(ak + bk)? < 2(a2 + b2). 
又 由 不 等 式 
larbxk| < az? 一 b? 
知道 级 数 


(z,2) = 区 axbk 
kk 二 1 


是 绝对 收敛 的 , 称 其 和 为 向 量 z 与 y 的 内 积 . 
空间 12 与 Za 存在 着 密切 的 关系 . 任意 取 一 规范 的 完全 正 交 系 {wk(z)}, 对 于 工 。 
中 任 一 函数 f(z), 作 f(z) 的 傅 里 叶 系 数列 


Z = (C1, C2,C3,.**) 


与 之 对 应 , 于 此 ， 
Ck = / f(z)wr(r)dro. 


lzl| = 2 = fl < 十 oo， 
k=1 
知 z 是 ls 中 的 向 量 . 


@ 读 者 当然 知道 , 函数 f(z), wi(z) 内 的 变量 z 自然 不 是 空间 ls 内 的 向 量 . 


从 封闭 公式 
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容易 证 明 , 这 样 的 关系 是 一 对 一 的 . 事实 上 , Ls 中 不 同 的 两 元 素 (由 于 {wk(z)} 
的 完全 性 ) 对 应 于 ls 中 不 同 的 两 向 量 . 而 由 里 斯 - 菲 舍 尔 定理 , /。 中 每 一 个 向 量 是 工 ， 
中 某 一 函数 的 一 组 傅 里 叶 系 数 . 
但 这 个 对 应 , 除了 一 对 一 的 性 质 而 外 , 还 有 其 他 的 性 质 : 当 
ITI~f, y~g 
时 , 则 
r+y~f+yg, 
kr ~ kf. 


由 是 , 设 L2 中 的 元 素 有 1, fo.…… ,万 之 间 存 在 着 线性 关系 
kifit+ kz2f2t+ :+ knfn = 0, 


那么 将 及 ,2，,… ,fn 换 以 对 应 的 1 中 的 元 素 时 此 关系 式 也 成 立 [2 中 的 向 量 (0, 0,0,…) 
以 0 记 之 ]. 假如 将 此 事 与 等 式 
lzl| = fl 


合并 考虑 , 那么 空间 Za 与 lz, 依照 几何 意义 完全 相同 . 由 于 这 个 缘故 空间 ;> 也 称 为 
希 尔 伯 特 空间 . 
设 
T= (a,02,03,..°), Y= (bi,b2,b3,...) 
是 /2 中 两 个 向 量 , 而 f 与 g 是 Ls 中 相对 应 的 元 素 . 广义 封闭 公式 就 是 


A f(z)g(7z)dz = a = (z,y). 


k= 
由 此 关系 , 很 自然 地 , 称 积分 


pb 
) f(z)g(z)dz 


为 元 素 吕 f 和 9g 的 内 积 , 而 以 记号 
(f,9) 


一 


记 之 , 由 是 
Lf 9) mr (z, y). 
布 尼 亚 科 夫 斯 基 不 等 式 现在 具有 下 述 形状 : 
|(f,9)| < ||fl| : llgll. 
Ls 中 的 元 素 今 后 亦 称 为 该 空间 的 向 量 . 
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由 此 可 以 定义 Ls 中 的 元 素 f 和 g 间 的 角度 9 : 


_ _(f,9) 
fl llgl 


特别 , 我 们 以 前 定义 两 个 函数 f(z) 与 g(z) 互相 正 交 的 条 件 是 


cos0 (0<0<7). 


(f,9) = 0, 
这 刚好 就 是 Ls 中 两 个 元 素 相交 成 3 角度 的 等 价 条 件 . 
此 外 , 车 w(z) 是 规范 化 的 函数 : 
lwll= 1, 


则 w(z) 可 以 看 作 空间 Ls (或 lz, 因为 根据 上 述 , 二 者 是 一 样 的 ) 中 的 单位 向 量 . 在 
此 情形 下 , 可 以 用 通常 的 方法 定义 向 量 f 在 方向 w 上 的 射影 : 


Proj,f = ||fllcosb, 


其 中 9 表示 向 量 f 与 w 间 的 交角 . 换言之 ， 
b 
Er f= / f(T)w(z)dz. 


这 样 一 来 , f(z) 关于 规范 正 交 系 {wk(z)}@ 的 傅 里 叶 系 数 , 成 为 向 量 f 在 所 说 的 
项 数 系 的 方向 上 的 射影 . 
在 n 维 欧 几 里 得 空间 中 , 向 量 z = (a1,a2,a3,:… ,an) 的 长 是 


他 
lzll = ,| 2 ,02. 
万 二 1 


这 是 毕 达 哥 拉 斯 定理 的 拓 广 , 因为 ok 是 向 量 z 在 坐标 轴 上 的 射影 . 现在 我 们 考察 其 
中 的 m(m < n) 个 射影 . 要 知道 n 个 射影 是 否 全 落 在 所 考虑 的 m 个 轴 上 , 只 要 比较 
一 下 m 和 的 大 小 就 行 . 但 也 可 以 从 等 式 


7 
lzl? = > a2 
天 一 1 


是 否 对 所 有 的 z 成 立 来 判断 (因为 如 果 m < n, 一 定 可 以 找到 向 量 > 适合 于 2 < 
=} 
Izl). 此 外 , 还 可 以 从 能 否 找 出 一 个 方向 与 所 考虑 的 m 个 轴 全 部 正 交 来 加 以 决定 . 
对 于 无 穷 维 空间 L2, 凡 规范 正 交 系 {wi(z)} 就 是 一 组 正 交 坐标 轴 . 当 我 们 考虑 
某 一 组 正 交 系 的 时 候 , 要 和 弄 明白 这 一 组 是 否 已 包含 可 能 取 到 方向 的 全 部 , 我 们 就 无 法 
@ 并 不 是 必须 要 这 样 的 函数 系 , 才 使 L2 与 12 可 建立 相对 应 的 关系 . 
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直接 来 数 清 它 . 所 以 我 们 就 会 想到 将 关于 n 维 空间 所 说 的 另外 两 种 方法 加 以 拓 广 . 
在 拓 广 时 就 自然 会 引出 封闭 与 完全 正 交 系 的 两 个 定义 . 特别 , 封闭 性 与 完全 性 两 个 概 
念 对 于 规范 正 交 系 是 等 价 的 原因 变 成 很 清楚 了 . 
至 此 为 止 , 我 们 只 是 从 i 与 L2 的 联系 得 出 对 Ls 的 一 种 新 的 看 法 (这 当然 很 重 
要 ). 以 后 我 们 还 要 说 明 这 个 联系 对 建立 起 一 些 新 的 事实 是 有 益 的 . 
首先 , 不 等 式 
[(z, 9)| < lzll ol 


与 布 尼 亚 科 夫 斯 基 不 等 式 
|(f,9)| < ||fl|: llgl 
具有 同样 作用 , 都 表示 
Oo 2 oo De 
En: 的 的 ， 
二 1 k=1 大 一 1 
又 不 等 式 
lz+yll < lzll + llyl 
可 以 写作 


》 (ak + br)? < (Bar >》 02. (2) 
k=1 kk 二 1 


不 等 式 (1) 和 (2) 具有 纯粹 的 代数 性 质 ， 其 次 , 由 Ls 的 完全 性 , /> 自然 也 是 完 
全 的 [ 即 关 lim ||zn 一 xml| = 0 (mn 一 oo mm 一 00), 则 z1,z2,z3,… 是 收敛 的 ]. 

因为 任 一 n 维 空间 R" 是 空间 1s 的 一 个 闭 的 子 集 , 所 以 一 切 上 述 诸 性 质 (不 等 
式 (1), (2), 完全 性 ) 对 于 有" 也 成 立 . 

最 后 我 们 还 要 讨论 一 个 问题 , 从 这 里 我 们 可 以 看 出 L2 与 2 的 联系 是 多 么 有 用 . 

固定 L2 中 某 一 个 元 素 g(z). 对 于 每 一 个 f e L2, 取 数 


$(f) = (f,9) (3) 


与 之 对 应 . 这 样 就 在 L。 上 定义 了 一 个 取 实 数值 的 函数 , 具有 下 列 性 质 : 

1) $(fi+ f2) = $(f1) + B(f2); 

2) |B(f)| < KF (K = llgl)). 

如 果 以 L2 中 元 素 作 为 变量 的 函数 $B(f) 常 取 实 数值 且 具 有 性 质 1) 和 2), 那么 称 它 为 空间 
L2 上 的 一 个 线性 泛 函 . 我 们 可 以 证 明 , 除了 (3) 式 所 表示 的 以 外 , 在 五 上 不 存在 其 他 的 线性 
泛 函 . 


定理 (M. 弗 雷 歇 ) 车 $8(f) 是 空间 L2 上 的 线性 泛 函 , 那么 L。 中 有 唯一 的 元 素 gf(z) 使 
等 式 
$(f) = (f,9) 
对 于 L2 中 任何 元 素 f(z) 成 立 . 
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证 明 ”假定 利用 某 一 规范 正 交 系 , 得 到 Lz 与 12 间 的 一 一 对 应 ; 并 且 这 种 对 应 不 使 线性 关 
系 受 到 扰乱 ( 即 L2 中 元 素 间 的 线性 关系 经 对 应 后 变 成 ls 中 对 应 元 素 的 线性 关系 ), 并 且 对 应 元 素 
的 范 数 相同 ( 保 范 性 ). 设 f € Lz, 在 12 中 的 对 应 元 素 是 z. 假如 我 们 令 8B( 了 ) 与 z 对 应 , 那么 得 
到 一 个 在 jx 上 定义 的 泛 藉 5. $B 具有 下 列 性 质 : 当 zl € l2，x2 € [2 时 ， 


Si(zl 十 Z2) = BT1) + Bz2), 15(z)l < Kllzll. 
要 证 明 的 是 : !。 中 有 元 素 y 对 所 有 z 适合 
$7z) = (Z,2). (4) 
为 此 首先 证 明 $B 的 齐 次 性 质 , 即 设 a 是 一 实数 , 则 
56(az) = ag(z)， (5) 


此 式 当 a 是 正 整数 时 显然 成 立 . 由 是 (5) 式 当 a = 二 (m 是 正 整数 ) 时 也 成 立 ; 从 而 a 是 正 
的 有 理 数 时 (5) 式 成 立 . 其 次 , 以 0 表示 向 量 (0,0,0,:…), 则 


5(0) = £(0+0) = 25(0)， 
因此 得 到 $6(0) = 0. 所 以 (5) 式 当 a = 0 时 成 立 . 最 后 , 由 
0= $6(0) = $lz +(-7z)] = $(z) + $(—2z), 


知 8( 一 zx) = 一 $B(z); 因此 当 a 为 任何 有 理 数 时 都 是 对 的 . 剩 下 来 要 讨论 的 是 a 为 无 理 数 时 的 情 
形 . 设 > 是 一 有 理 数 , 则 
G(rr) 一 了 G(Z). (6) 


当 7 一 a 时 , (6) 的 右边 趋向 于 (5) 之 右边 . 而 (6) 的 左边 , 由 
1B(rz) — Blaz)| = 18((r — a)z)]| < Klr ~ al: llzll, 


趋向 于 (5) 的 左边 . 因此 (5) 式 成 立 . 


今 引 入 向 量 
€k 三 (0， , 0， 1 ,0 ) 
(第 项 等 于 1). 设 
@(ek) = A (k= 1,2,...), 
则 可 证 


2 一 (Ai, 42, 43，……) 
属于 lz. 事实 上 , 如 果 
Yn 一 (Ai, 42, 43,… , 4n,0,0,……)， 


则 yn = 》， 4kek, 从 而 


k=1 


$(yn) = 各 Ak Bler) = > 4. 
k=1 k=1 
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又 将 不 等 式 18(z)l < KK .jzll 用 到 yw 上去, 乃 有 


(Dex 
k=1 


ilyl| < K. 


现在 我 们 证 明 , 这 个 y 就 是 我 们 所 要 的 元 素 . 即 对 于 任意 的 z e l2, (4) 式 成 立 . 
设 


因 ”是 任意 的 , 所 以 


:二 一 {a1, a2, a3,..*) 
是 !> 中 的 元 素 . 置 
OE 
大 二 
GS (rn) = Dj ak GB{ er) = DAkak, (7) 
k=1 大 一 1 


当 nn 一 oo 时 , 上 式 右 边 趋向 于 (x,y). 另 一 方面 , 由 于 


gs(z) — $(zn| = [sz — zn)| < Kz -znll=K. \ yo 
大 一 只 十 1 


因此 @(zn) 一 6(z), 故 (4) 式 成 立 . 
今 设 y 在 L2 中 的 对 应 元 素 为 9. 又 设 f 为 L2 中 任 一 元 素 , f 在 12 中 的 对 应 元 素 为 z, 则 


$(f) = $(7) = (x,y) = (f,9). 
剩 下 来 要 证 明 : 在 L2 中 只 有 一 个 元 素 g 使 关系 
$(f) 一 (f, 9) 


对 于 L2 中 任 一 元 素 成立. 
如 果 这 样 的 元 素 有 gi 与 g2 两 个 , 那么 对 于 任意 的 f, 关系 


(f,g91— 92) = (f,91) ~ (jgz) = $(f)— $B(f)=0 
成 立 . 置 f = gi 一 g2, 那么 得 到 


(g1 — g2,91 — 92) = lg — g2)l* = 0, 


从 而 gl = gz. 定理 因此 完全 证 毕 . 
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85. 线性 无 关 组 


定义 1 设 plilz),pz(z)… ,en(z) 是 在 [ai 上 所 定义 的 m 个 函数 . 假如 有 不 
全 为 零 的 n 个 常数 A1, 42,:… , An 适合 z 


4ipl(Z) 十 42p2z(Z) + + Anpn(T) ~ 0, (1) 


则 称 {gpk(z)}(k = 1,2,… ,n) 是 线性 相关 的 n 个 函数 . 假如 不 存在 这 种 常数 , 即 从 
(1) 必 导 出 


那么 说 : pl(z),pa(z),…… ,pn(z) 是 线性 无 关 的 nn 个 明 数 . 


显然 的 , 如 果 n 个 函数 {pk(z)} 中 有 一 个 等 价 于 0, 则 {pk(z)} 是 线性 相关 的 ; 
线性 无 关 的 部 分 组 恒 为 线性 无 关 . 


定理 ] 规范 正 交 系 是 线性 无 关 的 . 
事实 上 , 假如 {wx(z)} (k = 1,2,:… ,n) 在 [a,b| 上 是 一 规范 正 交 系 , 那么 , 当 
> Akwk(T)~0 
大 一 | 
时 , 乘 以 wi(z) 然后 积分 , 得 到 


Ai=0 (i=1,2,...,n), 


由 是 即 知 定理 成 立 . 

定理 2 设 ni,n2z,… ,ni 是 两 两 相 异 的 ii 个 整数 , 则 1 个 函数 Tm,T"2,... ,Ti 
在 任何 闭 区 间 上 是 线性 无 关 的 . 

这 是 因为 多 项 式 只 能 有 有 限 个 根 的 缘故 . 

定义 2 限 数 列 pl(zj,pz(z)…… 中 任何 有 限 个 晒 数 系 为 线性 无 关 时 , 称 {ei(z)} 
是 线性 无 关 的 . 


例如 , 几 可 数 的 规范 正 交 晴 数 系 是 线性 无 关 的 , 如 函数 列 1, z,z2,…… 是 一 线性 
无 关系 . 

设 ol(z),pz(z),…… ,pn(z) 是 在 [a,b|] 上 属于 Lz 的 nn 个 函数 . 又 设 f,g 是 工 ， 
中 任意 二 个 函数 , 置 


b 
号 太 二 f(z)g(z)dz, 
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以 及 行列 式 
(plP1) (Pip2) 1 (Pp1, Pn) 
(p29Pp1) (Pp2,p2) 7+ (Pp2) Pn) 
(pn, P1) (pn;, Pp2) …: (Pn, pn) 


定义 3 ” 称 行 列 式 A。 为 困 数 系 p1(7T), p2(7T),… ,pn(z) 的 格拉 姆 (J. P. Gram) 
行列 式 . 
定理 3 子 数 系 
p1(7), Jp2(Z)) le) (2) 
为 线性 相关 的 必要 且 充 分 条 件 是 其 格拉 姆 行列 式 等 于 0. 
证 明 ” 设 (2) 是 线性 相关 的 nn 个 函数 , 则 有 不 全 是 0 的 一 组 常数 A1, A2,:… ,A 
适合 于 
41pl(Z) + 42pz(Z) + :+ Anpn(7) ~ 0. (3) 
将 此 式 依 次 乘 以 1 (Z)， p2 Lo 人 0 人 且 逐 一 积分 ， 万 得 
4i(pli,pl) 十 42(Ppl;pz) 十 … 十 4n(Ppli,pn) = 0, 
Ai(p2, Pp1) 十 42z(pa2,p2) 十 … 十 4n(p22,9n) = 0, (4) 
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Ai(pn, Pp1) 十 42(pn po) 十 … 十 4u(pnpn) = 0. 


将 (4) 式 中 的 A 看 做 未 知 数 , 则 (4) 是 以 A 为 行列 式 的 齐 次 线性 方程 组 . 但 
因 所 有 的 4k 并 非 全 是 0, 故 必 
An = 0. (5) 


由 是 (5) 式 是 线性 相关 的 必要 条 件 . 
今 设 A, = 0, 那么 齐 次 线性 方程 组 (4) 有 不 同 于 0 的 解 . 设 41, 42,… ,4 是 
这 样 的 一 组 解 , 使 (4) 成 为 恒等式 . 那么 


b 
/ pi(z)[Aip1(z) + -+ Anpn(z)]ds = 0; 


CE 


b 
/ won(z)[4ipl(z) 十 … 十 4npn(z)jdz = 0. 
将 上 面 的 等 式 顺 次 乘 以 A1, 42,… , An 而 相 加 , 则 得 


b 
/ [4ipl(z) 十 … 十 4npn(z)j dz = 0, 
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由 是 得 到 (3) 式 , (3) 式 乃 表示 系 {pk(z)} 是 线性 相关 的 . 
推论 ”如果 An 关 0, 则 行列 式 Al, 人 A2,… ,A。_!1 中 没有 一 个 等 于 0.@ 


事实 上 , 如 果 A 关 0, 则 {fpk(z)} 为 线性 无 关 , 所 以 任何 部 分 系 pi, pz …… ,pm(m < 
n) 是 线性 无 关 的 ; 因此 A 承 0. 


引 理 设 10Z), 22(Z) + ,Pn(T) 是 在 [a, b] 是 属于 L2 的 也 个 函数 . 置 


(pl 9p1) (P15P2) … (PipPn-1) pl(z) 
(p2,p1) (9p292) … (pa2pn-1) Pp2(7) 
Vn(z) = 》 (6) 
(pn, P1) (pn， p2) a (Pn, Pn—1) pn(T) 
则 
0 (k < n), 
(Wn, Pk) = | 

A» (k=n). 


证 明 ”要 做 Vw,(z) 和 wpk(z) 的 乘积 , 只 要 行列 式 (6) 的 最 后 一 列 乘 以 ok(z) 就 
行 . 至 于 Wn(z)ok(z) 的 积分 , 只 要 将 最 后 一 列 作 积 分 就 行 , 余下 的 是 明显 的 . 证 毕 . 


将 行列 式 w(xz) 关于 最 后 一 列 展开 , 万 得 
br(Z) = Aip1(7) + :+ An-1ipn-1(7) + An-_1ipn(7). (7) 


这 就 表示 , 如 果 {ek(z)} 是 线性 无 关 的 , 则 加 ,(z) 不 等 价 于 0 (因为 Ai 冯 0). 
以 yw,(z) 乘 (7) 以 后 积分 , 利用 引 理 , 得 


b 
/ wr (zs)dz = An_1An, (8) 
因此 A 与 An_1( 不 等 于 0) 是 同 号 的 . 同样 的 理由 可 知 Al 与 A,_2 是 同 号 , 以 
下 类 推 . 因此 ,A 与 Al = (wy1,w1) > 0 有 同 符 号 , 这 样 , 得 到 下 面 的 定理 . 
定理 4 ”线性 无 关 组 的 格拉 姆 行列 式 是 正 的 . 
由 上 面 所 讲 的 诸 事 实 , 可 证 如 下 的 命题 . 


定理 5 (E. 施 密 特 (E. Schmidt))” 设 在 [a,b 上 定义 着 有 限 个 或 可 数 个 线性 
无 关 的 函数 pl(z),pa(zZ),… . 那么 可 以 建造 如 下 的 规范 正 交 系 wi(7),w2(7),.… : (1) 
每 一 个 函数 wn(T) 是 fpk(z)} 最 初 n 个 函数 的 线性 组 合 ,， (2) 每 一 个 函数 pn(T) 是 
{fwk(z)} 中 最 初 n 个 函数 的 线性 组 合 . 


中 A 当然 是 (el,wl). 
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证 明 “ 置 
wi(z) = Se i (n > 2), 
其 中 如 (z) 由 (6) 式 定义 . 那么 {wi(z)} 就 是 所 要 的 函数 系 . 
事实 上 , 由 (7)， 


wn(z) = 》 akpk(z) 
k=1 


显然 成 立 , 因此 {wx(zx)} 满足 定理 中 第 一 个 要 求 . 

由 引 理 , w(x) 与 所 有 的 函数 pi(z),… ,pn_1(z) 是 正 交 的 , 因此 wu(z) 与 el(z)， 
… pn-li(z) (及 其 线性 组 合 ) 都 是 正 交 的 . 特别 , w(x) 与 wi (7z),… ,wn_1(z) 都 正 
交 . 因此 , {wx(z)} 是 两 两 正 交 的 函数 系 . 又 由 (8) 式 , 所 有 函数 w,(z) 都 是 规范 的 . 
故 得 {wk(z)} 是 一 规范 正 交 系 . 

剩 下 来 的 事情 是 要 证 明 


pn(7) = 2 bkwk(z) (9) 
大 二 1 


此 事 当 n= 1 时 自然 成 立 . 今 设 当 < mm 时 为 真 . 则 由 (7) 


1 7m 一】 4 
pr(z) = A Vn) 一 > 大 pk 
~ k=] m— 


于 此 , 将 右边 的 ym(z) 换 以 VAm-_1Amwm(7), 又 将 pk(z)( = 1,2,… ,m 一 1) 写成 
wli(z) ,wk(Z) 的 线性 组 合 , 则 知 当 n = m 时 , (9) 式 成 立 . 定理 证 毕 . 


附注 ”两 系 {pk(z)} 和 {fwk(z)} 中 有 一 是 完全 的 话 , 他 系 也 是 完全 的 . 


其 理由 是 : 着 h(z) 与 一 系 中 所 有 的 函数 成 正 交 , 则 h(z) 与 他 系 中 一 切 函 数 也 
成 正 交 . 


例 ”函数 系 


1, L， 2Z2， zs, i 


在 [-1 +1 上 是 线性 无 关 的 . 因此， 由 上 述 正 交 化 的 定理 ,， 从 {z"*} 可 以 得 到 在 
[-1, 十 1] 上 的 一 系 规范 的 正 交 多 项 式 


Lo(x), Li(x), L2(7), -…， (10) 


其 中 L,(z) 是 n 次 的 多 项 式 @. 多 项 式 (10) 称 为 勒 让 德 (A. ML Legendre) 多 项 式 . 
中 依照 定理 , Cn(z) 的 次 数 不 大 于 mw 但 是 它 也 不 小 于 n, 因为 


n 
LT Qk Li(T). 
大 一 0 
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定理 6 勒 让 德 多 项 式 系 是 封闭 的 . 
证 明 ”由 施 密 特定 理 ， 
下 ”一 >》 akZk(z)， (11) 
k==0 


由 83 的 开始 所 述 , 此 地 的 ak 乃 是 z" 关于 {Lk(z)} 的 傅 里 叶 系数 . 将 (11) 乘 
以 zm, 然后 在 [1,+1] 上 积分 , 乃 得 


Iz" = 2 ok. 
天 一 0 
此 即 表示 封闭 公式 对 于 每 一 个 函数 z"(n = 0, 1,2,…) 是 成 立 的 , 由 斯 捷克 洛 夫 定理 
的 推论 1, 知 {Lk(z)} 是 封闭 的 . 
推论 。” 兄 数 系 1, ZX,7T?,:.. 是 完全 的 . 


86. 空间 Z 与 有 
在 本 节 中 我 们 要 简短 地 叙述 空间 Za 的 一 个 推广 . 


定义 1 设 fz) 为 一 可 测 函 数 ( 跟 以 前 一 样 , f(z) 的 定义 域 是 某 一 闭 区 间 fa, 如 )， 
p 之 1. 当 


b 
/ 7 
时 , 称 f(z) 是 p 次 轩 的 可 和 函数 . 所 有 此 种 函数 的 全 体 记 作 二 显然 [1 一天 
定理 1 设 feL(p>1), 则 feL. 即 LbpcCL. 


事实 上 , 置 已 = [ab A=E(fl<1), B=E-A4, 则 f(z) 在 A 上 显然 是 可 和 
的 , 而 在 B 上 , 由 于 |f(zx)| < |f(z)l?, 可 知 f(z) 在 B 上 也 是 可 和 的 . 
同样 可 证 


定理 2 ” 设 两 个 函数 都 属于 L,, 则 其 和 亦 属于 Ly. 
事实 上 , 设 f(z),g(z) 都 是 Zr 中 的 函数 . 取 
E=[a,b, A= E(lfl<|gl), B=E-A4, 
则 在 4 上， 
|f (x) + g(x)|? < {|f(z)|+ 19(z)|}? < 2°|9(2)0, 


双击 
f(z) + g(z)lPdz < 2z / ER 
A A 
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同 理 可 证 | |f(z) + 9(z)l?dz 是 一 有 限 数 


容易 明白 , 若 f(z) e 5, 则 kf(z) 亦 属于 L,, 其 中 大 是 “有限 常数 
设 p>1. 称 


是 p 的 共 罗 指 数 . 因 a 

0 
知道 : 当 g 是 p 的 共 恩 指数 时 , p 亦 为 gq 的 共 辐 指数 . 若 p = 2, 则 gq = 2; 所 以 2 是 自 
共 轿 的 (因此 , 上 面 所 讲 的 在 空间 Ls 中 成 立 的 性 质 , 不 一 定 能 一 一 移 到 空间 L, 上 


去 ). 
定理 3 若 f(z)€ Lp, 9(7)E Lo, 则 当 p 和 9g 成 共 罗 指 数 时 , f(T)g(z) 是 可 和 


的 , 并 且 不 等 式 
p b q b 
| Helpdz lg(zjladz (1) 
成 立 . 


证 明 设 0<a<1 现在 讨论 函数 


b 
| / f(z)g(z)dz 


VT)=7* -ar (0<z< 十 oo). 


它 的 导 函 数 W(z) = afzcz-1 -1 在 0<z<l 中 是 正 的 , 当 rz > 1 时 是 负 的 . 由 是 
y(z) 在 z=1 取 最 大 值 , 所 以 


Vr) < VI)=1-a (0<z< 十 oo). 


因此 , 对 于 所 有 的 xz > 0， 


rr <ar+t+l(l— oa). (2) 


设 4,B 是 两 个 正 数 , 于 (2) 中 置 > = 5 再 乘 以 B, 则 得 


A°B'-° «< aA+ (1 -a)B. 


(3) 


所 以 不 等 式 (3) 当 4 > 0, B > 0 时 是 成 立 的 . 
立 的 . 
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现在 我 们 来 证 明 本 定理 . 假如 f 与 g 中 至 少 有 一 个 肾 数 等 价 于 0, 则 定理 自 真 . 
现在 假设 


b 
f Waar >0, f lashar>o0 


作 函 数 
Pp(7) 一 一 7(zZ) 二 EE . 
f(z)lPdz /oa 
于 不 等 式 (3), 置 
A= |p(z)P, B= |y(z)ls， 
则 得 ee 
le(z)y(zl < = + 2 (4) 


所 以 w(z)7(z) 是 可 和 的 . 因 之 , f(z)g(z) 也 是 可 和 的 . 因 


b b 
| wrar= f maar=1, 
故 将 (4) 式 积 分 , 得 到 ， 
| losalar < + i= 


= 
p 
从 而 得 到 不 等 式 


b p b q b 
j (a)glo)laz < /fenan | } lg(z)ladz. 


此 式 较 (1) 更 强 . 
不 等 式 (1) 称 为 赫 尔 德 (O. L. H6lder) 不 等 式 , 是 布 尼 亚 科 夫 斯 基 不 等 式 的 推 
广 , 后 者 是 (1) 式 当 p = 2 时 的 情形 . 


定理 4 车 f(x) € L,, g(x) € Ly (p > 1), 则 


Pp b p b p b 
Y J (2) + g(a)ledz < f Ifa)leds + A lg(z)lrdz. (5) 


证 明 当 p=1 时 定理 自 真 . 设 p > 1, g 是 p 的 共 斩 指 数 . 
根据 定理 2, f(z) + 9g(z) 属于 工 ,, 所 以 |f(z) 十 g(z)|?/9 属于 Lo. 将 赫 尔 德 不 等 
式 中 的 f(z) 换 以 |f(z)|,g(z) 换 以 |f(z) 十 g(z)|?/9, 万 得 


b 
二 17(z)| .1f(z) +g(z)lP/adz 


p b qa b 
< / Hanar | / |f(z) + g(z)lrdz. (6) 
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同样 
b 
/ lg(z)| -|f (x) +g(z)lz/adz 


p b q b 
<y f le(zjar tj | |f(z) + g(z)lpdz. (7) 


If +gl?=|f+9|:|f + gl?/? < |f|:|f + 9|?/? +l9|:|f + gl?/®. 
由 (6) 与 (7), 得 


eat jraz + / fre} \/ "i 


从 而 得 到 (5). ( 当 [ |f +gjPdz 关 0 时 , 以 ( [ +e) 除 上 式 即 行 . 若 积 分 
等 于 0 则 定理 自 真 ). 


称 (5) 为 闵可夫 斯 基 (H. Minkowski) 不 等 式 . 当 p = 2 时 即 为 柯 西 不 等 式 . 
对 于 若干 个 数 的 和 而 言 也 有 相当 于 上 面 的 赫 尔 德 不 等 式 和 闵可夫 斯 基 不 等 式 : 


nn p nh q nn 
p 
> < > ?P 。 | > 9g ， 一 一 一 |， 
天 二 1 天 一 天 二 1 Px| w 四 了 一 (8) 


1 
p 她 p nn p nL 
Dlak + brl? < lagl? + | _lbrl? (p>1). (9) 
天 一 1 大 一 1 Kk 二 1 


定义 2 设 f(z)€ Ly, 称 


p b 
= {fear 


为 f(z) (看 作 L, 中 的 元 素 ) 的 范 数 . 


显然 , 范 数 具 有 下 列 诸 性 质 : 

I |fl| > 0, 当 f(z) ~ 0 且 仅 当 此 时 , fl|=0. 

II. ||kf = Ix| 中, 特别 是 , || 一 镍 = 站. 

II. ||f + gll < |Ifl + llgll. 

有 了 L, 中 元 素 的 范 数 的 定义 , 可 以 将 从 前 关于 L。 所 说 的 几何 学 概念 施行 于 
Lp. 假如 {f(z)} 中 一 切 函 数 都 属于 L,, 且 f(x) e Ly, 则 当 


b 
lim, { lfn(o) -f(rdr =0 
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时 , 称 { 亡 (z)} 是 p 阶 平均 收敛 于 f(z). 如 同 在 Ls 中 的 情形 一 样 , 我 们 可 以 从 p 阶 
平均 收敛 导出 依 测度 收敛 的 性 质 , 且 极 限 相 同 ( 视 等 价 的 两 函数 为 同一 函数 ), 如 同 
在 Lz 时 之 情形 一 样 , 我 们 可 证 范 数 的 连续 性 以 及 极限 的 唯一 性 (等 价 的 两 函数 视 为 
同一 函数 ). 又 可 仿照 Ls 中 的 情形 , 定义 本 来 收敛 函数 列 的 概念 . 从 而 知道 L, 中 的 
函数 列 具 有 极限 的 必要 且 充 分 条 件 是 此 函数 列 为 本 来 收 化 (空间 L, 的 完全 性 ). 

由 于 没有 什么 新 的 概念 , 所 以 我 们 不 再 加 以 证 明 . 同样 , 下 面 种 种 事实 我 们 也 不 
加 以 证 明 (参阅 82 的 定理 6): M,C, PS 和 7 了 (后 者 满足 一 a = 2r) 在 空间 L, 中 
是 处 处 稠密 的 . 

当 p>1 时 , 亦 可 引进 弱 收 和 敛 的 概念 : 设 {所 (7)} C Lp，f(z) e Ls, 假如 等 式 


b b 
lim, | Acjolzjdz = 人 Jejg(zjdz (10) 


对 于 Ls (此 地 g 是 p 的 共 斩 指 数 ) 中 任 一 函数 g(z) 成 立 , 则 称 { 刀 (z)} 弱 收 敛 于 
f(z). 利用 赫 尔 德 不 等 式 , 易 证 : 平均 收 和 敛 的 函数 列 是 弱 收 敛 的 , 且 极 限 相 同 . 

当 p=1 时 , 则 > 不 具有 共 恩 指数 . 此 时 , 设 {f(z)} C IL，f(z) e 工 , 如 果 (10) 
式 对 于 任 一 有 界 可 测 天 数 g(z) 成 立 , 则 称 {f(z)} 弱 收 敛 于 f(z). 显然 , 若 {f(z)} 
是 一 阶 的 平均 收敛 , 则 亦 为 弱 收 敛 , 且 极 限 相同 . 

最 后 , 我 们 简短 地 叙述 一 下 空间 I，(p > 1). 所 谓 1, 力 满足 条 件 


DO 
p 
lzll = (ier < 十 oo 
R=1 


T = (71,T2, 73,.**) 


的 一 切实 数 数列 


的 全 体 . 称 ||zl| 为 is 中 元 素 z 的 范 数 . 如 同 i。 中 所 述 , 我 们 可 以 定义 ls 中 两 个 元 素 
的 和 z 十 y 及 1, 中 元 素 z 与 实数 之 积 kz. 

范 数 具有 我 们 已 熟知 的 性 质 : 

I llzl > 0, 当 z=0( 即 z= (0,0,0,:…)) 时 且 仅 当 此 时 , zl| = 0. 

II. ||kzl| = | :jlzll, 特别 是 : 上- zl = jlzll. 

II. lz + yll < llzll + llyll. 

前 面 两 个 性 质 是 很 显然 的 , 第 三 个 性 质 由 (9) 式 即 得 [(9) 式 虽 然 是 对 于 有 限 个 
和 而 说 的 , 不 过 运用 极限 手续 以 后 可 以 推广 到 无 穷 级 数 的 和 上 去 ]. 因 范 数 概念 的 引 
入 , 我 们 可 以 引入 i, 中 元 素 列 的 极限 概念 , 元 素 列 的 本 来 收敛 , 在 i,。 中 处 处 稠密 的 
集 等 概念 . 我 们 可 以 证 明 ! 中 元 素 列 的 极限 是 唯一 的 , 范 数 是 连续 的 , 空间 具有 
完全 性 , 但 是 我 们 在 此 地 不 加 详 述 . 
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第 七 章 的 习题 


pt 


bd 


设 {fn(z)} 是 L2 中 依 测度 收敛 于 F(z) 的 函数 列 . 若 上 册 上 < K, 则 {f(z)} 弱 收 伍 于 
F(z) (F. 里 斯 ). 


2. 如 果 函 数列 {f(z)} 在 L2 中 弱 收 敛 于 F(z), 则 nj < 天 (H. 勒 贝 格 ). 
3. 在 L2 中 , 弱 收 敛 于 下 (z) 的 函数 列 {fn(z)} 未 必 是 依 测度 收敛 . 
4. 如果 {f(z)} 在 L2 中 弱 收 合 于 F(z), 且 fnl| 一 |, 则 {fn(z)} 均 方 收敛 于 F(z) (F. 


10. 


11. 


12. 


13. 


里 斯 ). 


b 

. 假如 积分 / f(z)g(z)dz 对 于 Ls 中 所 有 的 函数 f(z) 存在 , 则 g(z) € L2 (H. 勒 贝 格 ). 

。 凡 规范 正 交 系 至 多 是 可 数 的 . 

. 设 {wk(z)} 是 [a,b|] 上 封闭 的 规范 正 交 系 , 则 在 [a, 上 关系 》 ,wk(z) = 十 co 几乎 处 处 成 


k=1 


立 (W. 奥 尔 利 奇 ). 


.在 上 述 条 件 下 , 对 于 任何 可 测 集 。 其 测度 me > 0 的 常 是 了 /wadz 一 +oo (W. 奥 尔 和 


k=1" © 


奇 ). 


- 有 限 的 函数 系 在 L2 中 不 可 能 是 完全 的 . 


设 {wk(z)} (k = 1,2,:… ,n) 是 一 个 规范 正 交 系 . 又 设 f(z) e L2. 对 于 线性 组 合 » AkWk(T), 
k=1 

作 范 数 ||f 一 》 Akwk , 则 此 范 数 当 Ak = (f,wk) (k= 1,2,… ,n) 时 取 最 小 值 (A. 焦 普 

列 尔 (A. Temiep)). 


设 {wk(z)} 是 一 完全 的 规范 正 交 系 . 假如 {ypx(z)} 是 L2 中 满足 
ce pb 
> [wk(z) — exk(z)jj dr < 1 
k=1" 4 


的 一 系 函 数 , 那么 {pk(z)} 也 是 完全 的 (H. K. 巴里 (H. K. Eapm)). 
设 在 [一 7”,7] 上 有 函数 f(x) E Lo， f(z 十 27) = f(z). 置 


py 人 f(z+t) - fz- to 


Ey 


则 函数 列 gn(z) 在 [一 7,7] 上 均 方 收敛 于 L2 中 之 一 函数 g(z), 且 


” sint 
la < Wl 人 at 


其 中 乘 数 Stdt 不 能 再 减 小 (开工 . 那 汤 松 ) 
设 在 [a, 媳 上 f(z) 属于 Lz, 在 [a,9] 之 外 f(z) = 0. 置 
1 工 十 五 
p(z)= 章 J fa 


则 lell < Ifil (A. H. 柯 尔 莫 戈 洛 夫 )， 


14. 
15. 
16. 
人 
18. 
19. 


20. 


21. 
22. 
23. 


24. 


25. 


26. 


27. 
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在 前 题记 号 下 , 当 h 一 0 时 函数 pw(z) 在 L2 中 均 方 收敛 于 f(z) (A. H. 柯 尔 莫 臣 洛 夫 ). 
试 将 习题 1,2,3,4,5,13,14 关于 Lz 的 结果 推广 到 空间 L, (p > 1) 上 去 . 

证 明 空 间 Lp(p > 1) 是 完全 的 . 

证 明 空 间 lp(p > 1) 是 完全 的 . 

有 界 序列 x = {fzk} lzl| = sup{|zx]} < +oe 一 一 的 全 体 ， 所 成 的 空间 m 是 完全 的 . 


设 [a,b] 上 的 连续 函数 的 全 体 是 C. 若 取 C 中 F 的 范 数 ef = max|f(z)|, 则 C 是 一 完全 
的 空间 . 


如 果 在 函数 集 4 中 不 存在 异 于 零 的 函数 而 与 函数 系 {pk(z)} 中 所 有 郴 数 成 正 交 ， 则 称 
{fek(z)} 在 4 中 是 完全 的 ， 在 (R) 可 积 的 函数 集中 为 完全 的 规范 正 交 系 未 必 是 封闭 的 
(IT. M. 大 赫 金 哥 尔 茨 ). 


若 1<r<p, 则 Lp CL. 

着 1l1<r<p 则 lO. 

设 p>1,f{fn(ZT)} C Lp. 车 f(T) 为 p 阶 平均 收 钱 于 F(x), F(Z) e Lp, 则 当 1<r<p 时 
{fn(z)} 为 7 阶 平均 收敛 于 F(z). 

设 1&r<p, Yn = 人 El. 若 zn 在 空间 Ll 中 收敛 于 z, 则 zn 在 is 
中 也 收敛 于 zx. 

如 果 数 列 【ak} 有 如 下 的 性 质 ， 对 于 任意 的 {zk} e ls (p > 1) 能 使 5 axzk 收敛 , 骨 


大 一 1 


ee 
ark} Elo, 但 一 十 -=1. 
{or} els, 但 + 


如 果 {ak} 有 如 下 的 性 质 : 对 于 任意 的 {zk} e ! = ,能 使 》 akzk 收敛 , 则 {ax} e mm, 即 
天 一 工 
sup{|akx|} < 十 oo. 


设 p>1. 若 jz) 与 g(z) 能 使 闵可夫 斯 基 不 等 式 (5) 中 等 号 成 立 , 则 必 9g(z) = Kf(z), 其 
中 天 >0. 
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81. 单调 函数 
在 闭 区 间 [o, 避 上 定义 的 郴 数 f(z), 当 
z<y (1) 
时 , 若 不 等 式 
f(z) < f(y) 


常 成 立 , 则 称 f(z) 是 一 增 函数 . 

若 由 (1) 有 f(z) < f(y), 则 称 f(z) 是 一 严格 增 函 数 . 假如 由 (1) 有 f(x) > 
f(y)[f(z) > jg)], 则 称 f(z) 是 一 减 函 数 [严格 减 函 数 ]. 增 函 数 与 减 函 数 均 称 为 单调 
函数 [严格 单调 函数 |. 若 f(z) 是 一 减 函 数 , 则 一 f(z) 是 一 增 函 数 . 故 研究 单调 函数 
不 妨 假设 是 增 函 数 , 并 且 今 后 我 们 常 假 设 函 数 是 有 限 的 . 

设 f(z) 是 在 [a,9] 上 定义 的 增 函 数 . 设 zo 满足 


a< zo<b, 
而 {zn} 是 任 一 如 下 的 点 列 : 
Tn > Wns lim zn = Z0， 
在 数学 分 析 课 程 中 已 证 明 一 定 存在 有 限 的 极限 


lim f(zn), 
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并 且 这 个 极限 正好 是 f(z) 在 (zo,0] 的 下 确 界 : 
inf{f(z)} (zo <z <b). 
因此 它 与 {zn} 的 选择 无 关 , 我 们 记 它 做 
f(zo+0) (a < zo <b). 
同样 可 以 定义 
f(z0—0) (a< zo <Db). 
易 知 
f(zo—0) < f(z0) < f(zo+0) (a< zo <b), 
fla) < fla+0), f(b—0)< f(b). 
因此 函数 f(z) 在 zo 为 连续 的 必要 且 充 分 的 条 件 是 
f(rzo —0)= f(z0) = f(zo +0). 


[如 果 zo 等 于 a 或 等 于 b, 那么 只 要 考虑 fae+0) = f(a) 和 f(b 一 0) = f(b) 的 成 立 
与 否 好 了 .] 
我 们 分 别称 数 


flzo) — f(zo—0), f(zo+0)— f(zo) 
为 f(z) 在 zo 的 左 方 跳跃 和 右 方 跳跃 , 而 称 两 者 之 和 f(zo + 0) 一 f(zo 一 0) 为 f(z) 
在 zo 的 跳跃 (在 端点 a 和 6b 只 考虑 一 方 的 跳 距 ). 
引 理 ” 设 f(z) 是 在 [a;, 引 上 所 定义 的 增 函 数 . 设 Ti,zT2，… ,Tn 是 [a,b| 内 部 的 
任意 点 列 ， 则 


[fla+0)— fl] + SF(ze+0)— f(zk— 0) +[f() — f(0—0)) < fF(6) — f(a). (2) 


k=1 
证 明 ”我 们 不 妨 假设 
Qa<T<T2<..<Tn<b. 
置 a = zao.b = zn+l, 又 引入 如 下 的 点 YoY ,yni 
Tk < 多 <Zk+HI (k=0,1,2,... ,n). 
则 
f(zk +0)— f(zk —0) < f(y) — fy-1) (k= 1,2,..-,n) 

fla+0)— f(a) < f(yo) — f(a), 

f(b) — f(b—0) < f(b) — f(yn)- 
将 这 些 不 等 式 边 边 相 加 , 即 得 (2). 
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推论 [a,b] 上 的 增 函 数 , 只 能 有 有 限 个 的 点 , 其 跳跃 大 于 已 给 正 数 o. 


事实 上 , 设 函 数 f(z) 在 [a,9] 内 部 的 点 ri zz,…… ,zn 具有 跳跃 大 于 o, 则 由 (2)， 
得 
no < f(b) — fla), 
因此 ,n 不 大 于 全 一). 
定理 1 设 f(z) 是 [a,b|] 上 的 增 函 数 ， 则 其 不 连续 点 至 多 是 可 数 无 穷 个 . 设 
T1, C2, 3 是 f(z) 在 [a,b| 内 部 所 有 的 不 连续 点 ， 则 


flat+0)— f(ao)] + Do [f(z +0)— f(zk —O)]+ [f(b) — f(b—0)] < f(6) — f(a). (3) 
k=1 


证 明 记 f(z) 的 不 连续 点 的 全 体 为 瑟 , 又 记 Hi 是 互 的 一 子 集 , 在 下 中 任 
何 点 , f(z) 之 跳跃 大 于 z 那么 


H=H+H2+H3s+t+::, 


由 于 每 一 个 Hi 是 有 限 集 , H 是 一 可 数 集 . 
不 等 式 (3) 乃 由 不 等 式 (2) 经 过 极限 手续 得 到 的 . 
设 f(z) 是 在 [a,9] 上 定义 的 增 函 数 . 作 如 下 的 函数 s(z) : 
s(a) =0, 
s(z) = [f(a+0)— f(a)]+ > [f(zx +0)— f(z — 0)] 


+[f(z)— f(z—0) (a<z<®b). 
称 s(z) 为 f(z) 的 跳跃 函数 , 显然 的 , s(z) 也 是 增 函 数 . 
定理 2 增 函 数 flz) 与 其 跳跃 函数 s(z) 的 差 
2(Z) = jz) — s(7) 
是 一 连续 增 函 数 . 
证 明 设 a<z<wv<4b. 将 不 等 式 (3) 用 到 [z,g 上 去 , 帮 得 不 等 式 
s(y) 一 sz) < f(y) 一 f(z). - (4) 


从 而 
p(T) < p(y), 
所 以 p(z) 是 一 增 函 数 . 
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其 次 , 在 (4) 中 令 y 趋向 于 zx, 则 得 
s(T+0)— s(x) < f(z +0)— f(z). (5) 
男 一 方面 , 由 s(z) 的 定义 和 xz <w, 得 
f(z +0)— f(r) < s(y) 一 s(z)， 
从 而 当 y 一 z 时， 
f(z+0)— f(z) < s(r+0)— s(z). 
将 上 式 与 (5) 联系 , 得 
f(z+0)— f(z)= s(z+0)— s(z), 
因此 得 到 
p(T+0) = yp(7). 
同样 可 得 yg(z - 0) = yp(z). 所 以 p(x) 是 一 连续 函数 . 
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设 f(z) 是 在 任意 集 4 上 所 定义 的 函数 . 

对 于 4 的 每 一 个 子 集 五 , 作 实 数 f(z)(z es EE) 的 全 体 , 记 此 全 体 为 f(E). 换 言 
之 , 如 点 y 使 方程 式 f(z) =y 在 BE 得 到 zz 的 解 , 则 f(E) 即 由 此 种 点 y 的 全 体 所 组 
成 , 而 且 不 含 其 他 的 点 . 

称 实数 集 f(E) 为 的 像 , 而 称 E 为 f(E) 的 原 像 . 此 种 由 EE 到 f(E) 的 运算 
称 为 EE 到 f(E) 上 的 映射 . 


定理 1 设 1) El C Ez; 2) E = 》 En, 则 分 别 成 立 : 1) f(E1) C f(E2); 2) 


n=1 


f(E) = > f(En). 
n=1 


这 是 很 显然 的 事 . 

当 4 与 f(4) 的 映射 是 一 对 一 的 时 候 , 那么 映射 的 理论 就 特别 简单 . 此 时 存在 
反 消 数 z = g(y), 定义 于 集 f(4) 而 取 值 于 集 4. 在 这 种 情形 下 , 关系 

. 机 5 ) ey [I f (En) 
名 二 外 n=1 

成 立 . 特别 , 假如 Ei 与 Eo 不 相交 , 则 FE:) 和 f(E2) 也 不 相交 . 

作为 这 种 “好 ”映射 的 例子 , 比如 定义 在 4 = [a,8] 上 的 连续 的 严格 增 函 数 便 是 . 
此 时 f(4) = [f(a), f(b)]. 

映射 的 理论 对 于 研究 函数 的 微分 , 颇 有 用 处 . 
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定义 假如 有 收敛 于 0 的 数列 hi, h2, ha, 四 (hn, zz 0)， 使 
jzo + hn) — f(z0) 


也 


存在 , 则 称 入 (不 论 入 是 有 限 数 或 无 穷 ) 是 函数 f(z) 在 zo 的 一 个 导出 数 . 
当 入 是 f(z) 在 zo 的 一 个 导出 数 时 , 记 作 
A = Df(z0). 


假如 在 点 zxo, f(z) 存在 导数 f'(z0) (不 论 是 有 限 或 无 穷 ) 的 话 , 那么 它 也 是 一 个 
导出 数 Df(zo), 但 此 时 f(z) 在 点 zo 再 也 没有 别 的 导出 数 . 

作为 反面 的 例子 我 们 来 看 狄 利克 雷 函 数 (7) : 当 z 为 无 理 数 时 W(z) 等 于 0, 当 
z 为 有 理 数 时 W(z) 等 于 1. 

假如 zo 是 一 有 理 数 , 那么 


ee 有 利和 0 ， 
h 


lim = 六 
也 一 OO 


-z h 为 无 理 数 . 
因此 , yw(z) 在 zo 有 三 个 导出 数 :-co,0, +co; 除 此 而 外 别 无 其 他 导出 数 . 当 zo 为 无 
理 数 时 有 同样 的 情形 . 


定理 2 设 f(z) 是 在 [a,b| 上 所 定义 的 函数 , 那么 在 [a,b] 中 各 点 都 有 导出 数 . 


证 明 设 zo € [a,. 设 {hn}(hn 关 0) 是 一 收敛 于 0 的 数列 且 zo + he [a,9]. 


置 
f (zo 十 hn) 一 f (Zo) 
nn 


如 果 {on} 是 一 有 界 数 列 , 那么 由 波 尔 查 诺 - 魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 必 有 收敛 子 数 列 {0,, }， 
设 其 极限 是 和 则 入 就 是 f(z) 在 zo 的 一 个 导出 数 . 如 果 {cn} 无 界 , 例如 无 上 界 , 那 
么 必 有 {on,} 趋 于 +co. 此 时 , +oo = Df(zo). 

定理 3 设 f(z) 是 在 [ab 上 所 定义 的 函数 . 设 zo e [a,0]. 函数 f(x) 在 zo 存 
在 通常 导数 的 必要 且 充 分 条 件 是 f(z) 在 zo 的 一 切 导出 数 都 彼此 相等 . 

条 件 的 必要 性 其 为 显然 , 且 已 述 于 前 . 

对 于 条 件 的 充分 性 , 设 和 为 其 所 有 导出 数 的 共同 值 , 必须 证 明 下 面 的 事实 : 对 于 
一 切 收敛 于 0 的 数列 {hn}(h, 关 0), 存在 极限 
f (xo + hn) — f(x0) 
假如 不 是 这 样 的 话 , 那么 至 少 存在 一 个 数列 {hn} (hn 一 0, hn 关 0), 使 

二 f(zo 十 jn) — f(xo) 


nh 


lim 


人 一 DO 


一 入 . 
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不 收敛 于 入 . [我 们 不 妨 就 -oo < 入 < +oo 来 讨论 , 如 果 入 = 土 oo, 则 所 述 可 更 简单 
化 ]. 因此 有 正 数 <, 使 无 穷 个 的 o 在 (入 - s, 入 + e) 之 外 . 这 个 无 穷 集 当中 应 该 含有 
一 个 收敛 数列 {ow}, 收敛 于 一 个 极限 4 (有 限 数 或 无 穷 大 ), 这 个 py 是 f(z) 在 zo 的 
一 个 导出 数 , 但 与 入 不同, 此 事 与 假 设 矛盾 . 


引 理 1 设 jlz) 是 [ab 上 所 定义 的 增 函 数 , 则 其 一 切 导 出 数 不 取 负数 ， 

这 个 引 理 , 其 为 明显 . 

引 理 2 设 f(z) 是 在 [a,] 上 所 定义 的 严格 增 函 数 . 假如 对 于 羽 C [a, 中 每 
一 点 Z, 至 少 有 一 个 如 下 的 导出 数 


Df(x) <p (0<p<+o), 


mf(E)<p:.mE. 
证 明 任 取 =s > 0. 且 选 一 如 下 的 有 界 开 集 G : 


ECG, mG<m E+ie. 


其 次 设 po > p. 如 果 zo € EB, 则 必 有 收敛 于 0 的 数列 {hn}, 使 
Jim f(xo + hn)— f(zo) 


) 

n—+o0 hn, 

在 此 情形 下 , 当 n 足够 大 时 , [zo, zo + hn] 吕 将 完全 含 在 G 中 . 此 外 , 对 于 所 有 足 
够 大 的 m， 


= Df(7z0) < 7. 


f (zo + hn)— f(zo) 
hn 


于 此 我 们 不 妨 设 上 述 二 式 对 于 一 切 n 都 成 立 . 现在 我 们 来 讨论 闭 区 间 


< Do. 


dn (zo0) = [zo, zo + hn], An(zo)= [f(zo), f(zo + hn)]. 
因 f(z) 是 一 增 晴 数 , 所 以 
fldn(z0)] C An(zo). 
又 因 这 些 闭 区 间 的 长 度 是 
mdn(z0) = |hn|, mAn (To) = |f (zo + hn) — f(zo)l, 
所 以 


mAn(zo) < po mdn (7z0). 


O 于 此 我 们 假设 hn > 0. 如 果 hn < 0, 则 应 考虑 [zo + hn,zo]. 不 过 我 们 可 以 用 [a, 6] 表示 介 平 
a 与 8 间 的 数 的 全 体 , 不 论 a < 8 或 是 a > 8. y 
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由 于 h, 一 0, 上 必 有 An(zo), 其 长 可 任意 小 , 又 因 五 的 像 f(EE) 乃 由 一 切 f(xo) 
所 组 成 , 而 f(zo) 含 在 Au(zo) 之 中 , 所 以 f(B) 是 依照 维 塔 利 的 意义 被 Au(z)(z E 
E) 所 覆盖 全. 于 是 在 这 些 闭 区 间 中 , 可 以 找到 两 两 不 相交 的 闭 区 间 列 {A (zi)}(i = 


f(E)— DY_ An, oo)| = 0. 


4==1 


1,2,3,.…), 使 
"| 
显然 ， 


mf(E) < 》 mAni(zi) < po >_ mdn, (zi). 


$==1 te 


我 们 注意 : 不 但 An,(z;) 间 任 何 两 个 不 相交 , 且 dn,(zi) 之 间 也 没有 两 个 相交 


的 @. 
因此 oo Oo 
>》 mdn, (zi) = mm 细 全 四 
i 一 1 i=1 
但 因 _ 
CE 
i=1 
所 以 


mf(E) < pomG < polm’E + el. 


令 = 趋 于 0, po 趋 于 p, 即 得 引 理 2 的 结果 . 


用 相似 的 方法 , 不 过 略为 复杂 一 些 , 可 证 
引 理 3 设 f(z) 是 [a,6] 上 所 定义 的 严格 增 函 数 . 如 果 对 于 忆 C [wb 中 每 一 


点 Z， 至 少 存在 一 个 如 下 的 导出 数 
Djf(z)>9 (gq>0), 


那么 
mf(E)>aq:m’E. 
证 明 ” 当 g = 0 时 定理 显然 成 立 . 今 设 g > 0. 设 go 是 一 小 于 9 的 一 个 正 数 . 对 
于 s > 0, 取 如 下 的 有 界 开 集 CQ@: 
GDfE), mG<mf(E)+e. 
设 函 数 f(z) 在 EE 中 的 连续 点 的 全 体 为 5. 则 -5 至 多 是 一 可 数 集 , 因为 单调 


函数 之 不 连续 点 的 全 体 至 多 是 一 可 数 集 . 
@ 这 里 用 到 f(z) 为 严格 增 的 条 件 , 否则 可 能 有 An(z) 为 一 点 , 就 不 能 应 用 维 塔 利 定理 . 
@ 事 实 上 , 如 果 z € dn, (zi) Nn dny (zx), 则 f(z) € Ani(zi)mAnk(zk). 

四 注意 , 集 f(E) 是 有 界 的 , 因为 它 含 在 闭 区 间 [f(a), f(b)] 内， 


8$2. 集 的 映射 、 单 调 函数 的 微分 . 207 : 


设 zo € E, 则 必 有 {hn} 适合 于 


hs 0 lim f+ hn) — f(z0) 


TL—+O0 


我 们 不 妨 假 设 对 于 所 有 的 mw, 不 等 式 
f(zxo + hn) — f(zo) 二 


nn 


= Df(7z0)> 9. 


n 


d0 
都 成 立 . 因此 , 也 像 以 前 一 样 , 记 
qdn(zo) = [zo, zo+ jn]， An(zo) = [f(z0), f(zo 二 jn)]， 
则 得 z 
mAn(7z0) > qo : mdn (x0). 


如 果 zo e 5, 那么 当 nn 适当 大 时 所 有 闭 区 间 [f(zo), f(zxo + 各)] 将 完全 含 在 G 
之 中 . 我 们 又 不 妨 设 对 于 所 有 的 n,G 2 [f(zo), f(zo + hn)]. 

点 集 5 依照 维 塔 利 的 意义 完全 被 闭 区 间 du(z)j(z e 5S) 所 覆盖 . 所 以 在 这 些 闭 区 
间 中 可 以 选取 两 两 不 相交 的 闭 区 间 列 {d，, (zi)}, 使 


m 8 六 Sh 加 = 0. 


和 一 


因此 
mS < 》 mdn, (wj < ~ >》 mAns(zi). 
9 i=l 


4 一】 
但 因 An, (zi), 如 同 di,(zi) 一 样 , 也 是 两 两 不 相交 的 (此 地 正好 用 到 f(x) 的 严 
格 增加 的 条 件 ), 所 以 


DmAn (zi) =m > A | < mG <m*f(E)+e. 
上 


ts1 


于 是 得 到 
me*5 < Im"f(E) 4 可 


令 e 趋向 于 0， qo 趋向 于 g 即 得 
mf(E) > qm’sS. 
但 wgms+m*(E 一 S) 二 m*5S, 所 以 引 理 3 成 立 . 


推论 设 f(z) 是 [ai 上 的 增 函数 , 则 使 f(z) 至 少 有 一 个 导出 数 为 无 穷 大 的 
点 Z 的 全 体 成 一 测度 为 零 的 集 . 


.208 . 第 八 章 ”有 界 变 差 函数 、 斯 蒂 尔 切 斯 积分 


事实 上 , 首先 假设 f(z) 是 一 严格 增 函 数 . 此 时 如 果 
mE(Df(z) = +oo) > 0， 


则 瑟 的 像 f(E) 的 外 测度 应 该 是 无 穷 大 , 但 这 件 事 是 不 可 能 的 ， 因 为 f(E) 位 在 
[f(a), f(b)] 中 之 故 . 于 是 , 对 严格 增 函 数 断 言 已 证 明 . 假如 f(z) 是 增 函 数 而 并 非 严 
格 增 , 那么 


g(7) = jz) 十 7 
成 一 严格 增 函 数 . 由 于 
g(r +h)—g(7) _ f(z+h)— f(z) 
h 
当 Df(z) = +oo 时 , 必定 Do(z) = +o0. 但 已 证 对 于 g(x) 而 言 , 断言 成 立 ; 因此 对 于 
f(z) 也 是 真 的 . 
引 理 4 设 j(z) 是 在 [ab 上 所 定义 的 增 函数 . 设 了 < 9g. 又 设 析 vc [a,b], Eo 
中 任 一 点 x 有 两 个 导出 数 D1f(z) 和 Daj(z) 使 得 


十 1， 


D1if(7) <p <q< D2f(7), 
则 mE,a = 0. 
事实 上 , 首先 假设 f(z) 是 一 严格 增 函数 . 那么 应 用 引 理 2 和 引 理 3， 
mf(Epg) < pm Epa, mf(Ep,q) > qm Ep,g, 


从 而 
qm” Ep,g < DT Ep,q, 
所 以 m*E,,a =0. 

假如 f(z) 不 是 严格 增 的 , 那么 g(z) = f(x) +z 是 一 严格 增 函 数 . 将 已 经 证 明 的 
事实 用 到 g(x) 上 去 , 就 可 以 完成 引 理 4 的 证 明 (分 别 以 p+1 与 ag 二 1 代 换 p 与 q). 

现在 , 让 我 们 证 明 本 节 中 的 主要 定理 . 

定理 4 设 f(7z) 是 在 [a,0] 上 定义 的 增 函 数 @, 那么 在 [a, 如 中 几乎 对 于 所 有 的 
ZX, f(z) 存在 有 限 的 导数 f'(z). 

证 明 ” 设 在 [a,5] 中 , f'(z) 不 存在 的 点 的 全 体 为 五 . 那么 当 zo e EE 时, 必 有 不 
相等 的 两 个 导出 数 Dif(z0) 和 Da jf(zo). 今 设 D1f(z0) < Dzf(zo). 因此 可 以 取 有 理 
数 p 和 9 使 

Dif(z0) <p < gq< D2f(7o0). 
中 读者 须 注意 , 此 地 并 不 要 求 函数 连续 . 
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显然 是 


E= Ep, 


(p,9) 
D2f(z) 适合 
Dijf(z) <Dp<9q< Dazf(z)， 
式 中 的 加 法 记号 》 ”施行 于 一 切 有 理 数 对 (p,9), 但 p < 4. 


(p,9) 


依照 引 理 4, 每 一 个 Es 之 测度 是 0, 而 5 了 中 项 数 是 可 数 的 , 所 以 mE = 0 


(p,q) 
由 是 , f'(z) 在 [中 中 几乎 处 处 存在 .又 由 引 理 3 的 推论 ,Prtz) = +oo 的 点 x 
其 全 体 是 一 测度 为 零 的 集 , 因此 定理 完全 证 毕 ， 


今后 当 说 到 增光 数 f(z) 的 导 函 数 f'(z) 时 , 我 们 将 算 作 它 全 部 被 定义 . 也 就 是 
说 , 对 于 [a,8] 上 所 有 的 z. 符号 f'(z) 都 有 意义 . 为 此 在 f(z) 没有 导数 的 点 即使 是 
无 穷 大 , 约定 总 是 f'(z) = 0. 


定理 5 设 f(z) 是 [a,b] 上 定义 的 增 浮 数 , 则 其 导 函 数 j(z) 是 可 测 的 , 且 
b 
f fw)as < 00) ~ fo), 
此 式 表 示 jj(z) 是 一 可 和 函数 ， 
证 明 我们 将 f(z) 的 定义 范围 扩大 如 下 : 
当 bp<z 和 b+1 时 ,定义 f(x) = f(b). 


于 是 (可 能 除了 z =。 而 外 , 但 f(b) 原来 只 是 左 导数 ) 对 于 f(z) 存在 导数 f'(z) 的 
点 z, 成 立 


f(z) = lim n 1 (= + ;) 一 9 
这 就 表示 , j(z) 是 几乎 处 处 收敛 的 可 测 函 数列 @ 的 极限 函数 , 所 以 是 可 测 的 . 又 
因 了 (zx) 不 取 负 数 , 所 以 由 第 六 章 81, 勒 贝 格 积分 
b 
f ra 
是 有 意义 的 , 由 法 图 定理 [第 六 章 $1]， 


a {ff | (z+ ;) 本 f(e)| | 


@ 函 数 f(z) 及 / (z 是 2) 都 是 增 函 数 , 所 以 都 是 可 测 的 . 事实 上 , E(/ > c) 或 是 空 集 或 是 一 个 
区 间 . 
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b b+ 二 
J f (z+ 二 ) w=/ f(z)dr 
(此 地 并 没有 用 到 勒 贝 格 积分 变量 变换 的 理论 , 因为 增 函 数 f(z) 依 黎 曼 意 义 是 可 以 
积分 的 ), 所 以 


. 1 (z+ ;) -ya dz = A f(z)dz 一 三 f(z)dz 


= 310- /fdr < L700) ~ fo)) 


也 


但 因 


从 而 得 到 | 
/ f(z)dz < f(b) — f(a). 

我 们 在 习惯 上 , 以 为 导 函 数 的 积分 即 为 原 函 数 ， 因 此 对 定理 中 的 不 等 号 看 不 大 
顺眼 . 但 是 一 般 地 说 , 上 式 中 等 号 可 能 不 成 立 , 甚至 当 函数 f(z) 是 连续 时 等 号 也 未 
必 成 立 . 

例 ， 设 _ 是 康 托 尔 的 完满 集 将 它 的 余 区 间 集 分 成 如 下 的 类 别 : 第 一 类 是 一 
个 区 间 


第 二 类 是 两 个 区 间 (5,5) 515) ,第 = 类 是 四 个 区 辣 (二 , 萝 ) 


1 
Fi 27 27 / 


a 19 20\ /25 26 a 、 
(未 坊 ),( 回 ,加 ) (路 , 各 ) , 依 此 类 扒 在 第 ”类 中 有 2"-! 个 区 间 | 
今 作 函数 8(z) 如 下 : 
当 ze (33) 时 ， 6(z) = > 
当 ze (53) 时 ，@(z) = 7 当 ze (B13) 时 ，@(z) = 
在 第 三 类 的 四 个 区 间 中 96(z) 依次 取 值 5， 5， 3 5， 一 般 地 说 : 在 第 n 类 的 2n-1 
个 区 间 中 6(z) 依次 取 值 


1 3 5 2 一 1 


于 是 6(z) 在 PP 的 余 集 Go 上 有 了 意义 , 它 在 Go 的 每 一 个 构成 区 间 上 是 常数 ， 
但 总 的 说 来 在 Gu 上 是 一 增 函 数 @. 在 上 , 补充 68(z) 的 定义 如 下 : 


8(0)=0,， 6() = 1 
对 于 介 乎 0 与 1 之 间 的 而 中 的 点 zo, 则 令 


e6(zo) = sup{ GO(7)} (x € Go, 7 < zo). 
最 简单 的 方法 可 用 归纳 法 证 明 . 详细 的 情形 留 给 读者 自 证 . 
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容易 看 出 , 86(z) 是 在 整个 闭 区 间 [0,1] 上 定义 的 一 个 单调 增 函 数 . 

我 们 还 可 以 证 明 , 6(z) 是 一 个 连续 函数 . 这 可 以 从 下 面 的 事实 看 出 , 因为 6(z) 
在 Go 上 所 取 隔 数值 已 经 在 [0,1] 中 处 处 稠密 . [事实 上 如 果 增 函数 f(z) 在 zo 有 一 
不 连续 点 , 则 至 少 (f(zo 一 0)，f(zo0)) 或 (f(z0)， f(zo + 0)) 中 之 一 就 没有 f(zx) 的 函 
数值 .| 所 以 68(z) 是 一 连续 的 增 函 数 , 并 且 6'(z) 在 [0,1] 几乎 处 处 等 于 0 (在 Go 中 
每 点 当然 是 6'(z) = 0). 因此 ， 


站 8'(r)dr =0 < 1= 606(1)— 98(0). 
0 


b 

以 后 我 们 还 要 建立 使 | f(z)dz < f(b) - f(a) 中 等 号 成 立 的 条 件 . 

最 后 在 这 里 , 我 们 证 明 一 个 很 有 用 处 的 定理 . 

定理 6 设 媚 是 fa, 引 中 任 一 测度 为 零 的 集 ,那么 一 定 存在 这 样 的 连续 增 函 数 
az), 使 

o'(z) = 十 oo 

在 点 集 电 上 处 处 成 立 . 

证 明 ”对 于 每 一 个 自然 数 n 作 这 样 的 有 界 开 集 G。 使 


Gn 了 了 五， mGn < 去 


我 们 置 
VWntzZ) = m{Gnla, 2)}. 
那么 加 (z) 是 一 非 负 的 增 连 续 蚂 数 , 且 满 足 不 等 式 
0 < Yn(7) < 去 
所 以 函数 网 
oz) = Yn(z) 
n=1 
也 是 一 个 非 负 的 连续 增 郴 数 . 
设 zo € EE, 则 当 |h| 充分 小 时 ，[zo,zo 十 及 完全 含 在 G,。 之 中 [固定 mj]. 对 于 此 
种 h (为 简单 计 , 不 妨 设 h > 0), 我 们 得 到 
Wn(Zo t+ h) = m{Gn Nla,Zzol t+ Gn NN (zo, Zo + hl} 
一 Wn (To) 十 h, 
从 而 


pn (To t+ h) — pn(z0) _ 


h 
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但 是 不 论 什么 自然 数 N, 当 |h| 充分 小 时 ， 


o(zo+h)—o(z0) 、 nTo+h) -Yn(r0) 
Tt 之 > = NN, 


由 此 得 到 


o'(zo) = +o0. 
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在 本 节 中 要 讲 一 类 非常 重要 的 因数 ， 即 所 谓 有 界 变 差 图 数 , 这 类 函数 是 与 单调 
盟 数 有 密切 关系 的 . 
设 f(z) 是 [a,5] 上 定义 的 有 限 盟 数 . 在 [a,4] 中 作 如 下 的 分 点 


To=a<T1<7T2<...<ITn=b, 
且 作 如 下 的 和 , 
V = f(zer) — F(z). 


k=0 


定义 1 称 V 的 上 确 界 为 f(z) 在 lo, 可 上 的 全 变 差 @, 记 作 V(f). 当 


VD) < +eo 
时 , 称 f(z) 在 [中 上 是 有 界 变 差 下 的 , 或 称 f(z) 在 [a,b 上 具有 有 界 的 变 差 ， 
定理 1 单调 函数 是 有 界 变 差 的 . 
本 定理 , 就 增 函 数 来 证 明 就 够 了 . 设 f(z) 在 [e, 中 上 是 一 增 函 数 , 那么 f(zk+1) 一 
f(zxk) 不 是 负 的 . 从 


no—l 
V = > {f(znr) ~ f(zn)} = f(b) ~ f(o) 


k=0 
得 到 定理 的 证 明 . 
满足 利 普 希 茨 (R. Lipschitz) 条 件 的 函数 是 有 界 变 差 函 数 的 又 一 例子 : 


定义 2 在 [ob 上 所 定义 的 有 限 函 数 f(z), 如 果 有 常数 K 常 使 不 等 式 
|f(z) — fF) < KIz—Y 


对 于 [a,b] 中 任何 两 点 z,y 成 立 , 称 f(z) 在 [a,b] 上 满足 利 普 希 蒋 条 件 . 
译 者 注 . 


中 俄 文 是 HONHAA BapHAaumMfi 或 IOJIHOB HH3MECHCHMUS. 


@ 或 称 是 有 限 变 差 的 . 
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假如 f(z) 在 [oa 的 每 一 点 z 中 具有 有 界 的 导 函 数 f'(z), 那么 由 拉 格 朗 日 的 
公式 : 
f(z)— f(y) = 大 zz 人 (CC<z<2h)， 
即 知 f(z) 是 满足 利 普 硕 茨 条 件 的 . 
假如 f(z) 在 [ca 如 满足 利 普 希 茨 条 件 , 则 
[f(zk+1) — f(zxr)| < K(Tkt+1 — Tk), 
从 而 
V < K(b— a), 
所 以 f(z) 是 一 有 界 变 差 的 函数 . 
连续 也 数 的 全 变 差 可 以 是 无 穷 大 , 例如 
7( 2) = 2co8 (0O<z 人 <1, 10)=0), 


如 果 在 [0, 1] 中 采取 分 点 


那么 容易 证 明 


从 而 得 到 ， 
Y¥(f) = +o%. 
定理 2 有 界 变 差 函 数 是 有 界 的 . 
事实 上 , 对 于 a<z<b, 


V = f(z) — f(o)| + IF) — fo)| < VU) 
从 而 得 到 
(f(z) < |f(a)| + V(F). 
定理 3 两 个 有 界 变 差 函 数 之 和 、 差 、 积 仍 为 有 界 变 差 函 数 . 
证 明 设 f(z) 和 go(z) 在 [a, 可 上 是 两 个 有 界 变 差 函数 . 置 s(z) = f(x) + 9g(z)， 
则 
ls(zk+i) 一 s(zk)| < | (Tk+1) 一 ze)| 十 lg9(zk+l) ~ 9(zx)), 
从 而 
b 
V(s) < V(f) + V(g), 
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所 以 s(z) 是 有 界 变 差 的 函数 , 同样 可 证 f(z) - g(z) 是 有 界 变 差 的 . 
其 次 设 p(z) = f(z)g(7z). 置 


A=sup{|f(z)|}, B= sup{lg(7)|}, 


则 
lp(zk+1) 一 p(zk)| < |f (Tk+1)9(Tk+1) — f(Tk)g9(Tk+1)| 
+|f (zr)g(Tk+1) 一 f(Tr)g(Tk)| 
< BIf(zrr1) — f(zxr)| + Alg(zk+1) — 9(Tx)|, 
从 而 


Vlp) < BV(f) + AV(g), 

所 以 f(z) g(z) 也 是 有 界 变 差 的 . 

定理 4 设 f(z) 和 g(z) 都 是 有 界 变 差 的 . 若 |g(z)| >o > 0, 则 2 也 是 有 
界 变 差 的 . 

证 明 留 给 读者 . 

定理 5 设 f(z) 是 [a,b|] 上 的 有 限 函 数 ,又 a<c<b, 则 

VO) = V1) + VO) 0) 
证 明 ” 设 在 [a,c| 与 [c,b| 中 各 各 插入 分 点 : 
Yo=a< < <Yym=c 20=C<A<:…<2n=b, 


又 作 


mm—1 


n—1 
Vi= Dfyet) fy) Va= DIf (zk+i) — fz). 


k=0 大 一 0 


分 点 {yk} 和 {zk} 也 是 [cj 的 分 点 , 对 于 这 个 分 法 所 对 应 的 和 记 之 为 V, 则 
V=Vi+V\. 


由 此 立即 可 得 ， 
Vi+V < V(f). 
因此 得 到 不 等 式 8 
V(f) + V(f) < V(N). (2) 
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又 [a, 引 中 所 插入 的 分 点 
T0=a<T1<:.…<rIn=b 


中 假设 有 一 点 是 c. 设 c = zm, 则 对 于 这 个 分 法 所 对 应 的 和 Vy， 
m—1 n—1 
V= 2》，|f(zk+l)- (zhl+ 2 |f(zr+1) — F(zx)| = V+ 
k=0 大 一 7m 


此 处 页 与 WW 是 对 应 于 [a,c] 与 [c,4b] 的 和 . 由 是 
V < Vf) + VS) (3) 


上 述 不 等 式 只 有 对 于 这 种 分 法 , 其 分 点 含有 c 点 者 已 证 是 成 立 的 . 实际 上 , 不 等 
式 (3) 对 于 一 般 的 分 法 都 是 成 立 的 , 因为 在 分 点 中 添加 一 个 新 的 分 点 时 所 对 应 的 和 
不 会 减少 . 所 以 由 (3) 得 到 


VU) < $F) + VS). (4) 
由 (2) 与 (4), 乃 得 (1). 


推论 1 设 a<c<b. 如 果 f(z) 在 [a,b|] 上 是 有 界 变 差 的 , 则 f(x) 在 [a,c 及 
[c, 中 上 也 是 有 界 变 差 的 . 其 逆 亦 真 . 


推论 2 ”车 [a, 中 可 分 为 有 限 个 部 分 , 在 每 一 部 分 区 间 中 f(z) 成 为 单调 函数 , 则 
f(z) 在 [a,b|] 上 是 有 界 变 差 的 . 


定理 6 函数 f(z) 是 有 界 变 差 的 必要 且 充 分 条 件 是 f(z) 可 以 表示 为 两 个 增 函 
数 的 差 . 


证 明 ”其 充分 性 由 定理 1 与 定理 3 即 知 . 为 了 证 明 其 必要 性 , 置 


r(z) =V(f) (a<z<D) 
T(a) 一 0. 


由 定理 5, x(z) 是 一 增 函 数 . 置 
v(z) = r(z) — f(z), (5) 
则 可 证 v(z) 也 是 增 函 数 . 事实 上 , 当 a < xz <y 和 时, 由 定理 5， 
vy) = 7() — f(y) = (2) + YF) — f(y), 


所 以 
v(y) — v(x) = V(f) — [f(y) — f(z)]. 
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但 是 由 全 变 差 的 定义 ， 
f(y) - f(z) < Vf), 
所 以 得 到 
v(y) — v(z) > 0, 
因此 v(z) 是 一 增 项 数 . 由 (5) 式 力 得 
f(7) =T(Z) — v(z), 
这 是 所 要 的 表示 式 子 . 
推论 1 如 果 f(z) 在 [a,b] 上 是 有 界 变 差 , 则 f'(z) 在 [a,b|] 上 几乎 处 处 存在 且 
为 有 限 , 并 且 f'(z) 在 [a,b|] 上 是 可 和 的 . 
推论 2 有 界 变 差 函 数 的 不 连续 点 的 全 体 至 多 是 一 可 数 集 . 在 每 一 个 不 连续 点 
zZ0 存在 着 两 个 极限 
flzo +0) = lim f(z) (z > zo)， 
f(xo 一 0) = dim fe) (2 < wo): 
设 
Ti Ta T3, 让 汪汪 < b) (6) 
是 r(z) 或 v(z) 之 不 连续 点 的 全 体 . 作 跳 跃 函数 


sr(z) = Ir(a+0)— (a) + 2 Ir(zk +0)— (zx — 0)) 


+[r(z)— "(rz—0) (a<z < 人 Db), 
sv(7) = [v(a+0)—v(a)]+ > [v(xx 十 0) 一 z(zk 一 0)] 


本 


十 [(z) — v(x — 0)], 
sx(a) = 3v(4) = 0. 
(如 果 zk 是 r(z) 或 v(z) 的 连续 点 , 那么 zk 所 对 应 的 一 项 就 化 为 0. 并 且 可 以 指出 ， 
z(z) 的 不 连续 点 不 可 能 是 r(z) 的 连续 点 , 于 此 不 拟 详 述 .) 
设 


s(Z) = sr(Z) 一 sv(Z)， 
则 
s(z) = [f(a+0)— f(a)]+ > [f(z +0)— f(zx— 人 0) 


Tk<I 


+[f(z)— f(z—0)) (a<z< 5b), 
s(a) = 0. 
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s(z) 也 是 一 个 有 界 变 差 函 数 , 称 为 f(z) 的 跳跃 函数 . 显然 , 如 果 从 (6) 除去 f(z) 的 
连续 点 吕 , 则 s(z) 仍旧 没有 什么 改变 . 所 以 我 们 不 妨 假设 (6) 中 一 切 点 都 是 f(z) 的 
不 连续 点 . 

我 们 在 §1 定理 2 中 已 知 


T(Z) 一 sr(Z) 和 v(x) 一 sv(z) 


都 是 连续 的 增 函 数 . 由 是 
P(Z) = f(x) — s(z) 
是 一 连续 的 有 界 变 差 消 数 , 换言之 , 我 们 已 经 证 明了 
定理 7 任 一 有 界 变 差 函 数 可 表示 为 它 的 跳跃 函数 与 一 个 连续 的 有 界 变 差 函 数 
的 和 . 


$4. 黑 利 的 选择 原理 


在 本 节 中 我 们 要 讲 一 个 在 应 用 上 很 重要 的 定理 , 就 是 E. 黑 利 (E. Helly) 的 定理 . 
首先 我 们 证 明 两 个 引 理 . 


引 理 1 设 在 [ab 中 上 定义 着 无 穷 个 函数 万 = {f(z)}. 如 果 有 常数 K, 使 
If(z)|< K (1) 


对 于 甩 中 一 切 函 数 成 立 , 那么 对 于 [a,] 中 任何 一 个 可 数 集 羽 , 从 函数 族 百 中 可 以 
选 出 一 列 函 数 {f(z)}, 使 在 巨 中 每 点 收敛 . 


证 明 ” 设 马 = {zx}. 函数 族 五 在 点 zl 所 取 函 数值 的 全 体 
{f(z1)}, 


由 (1) 式 , 是 一 有 界 集 . 所 以 由 波 尔 查 诺 - 魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 , 其 中 存在 一 个 收敛 子 
数列 : 
入 (21), 2° (zz lim fA 2) = A (2) 


函数 列 {内 (z)} 在 zz 所 取 值 的 数列 
fi (22), f2" (22), fa (72), -~ 
也 是 有 界 的 . 所 以 在 {f(z2)} 中 又 可 选取 一 个 收敛 的 子 数 列 
ji (za)， 及 (za)， 有 (za) ,lim f(z2) = 42. (3) 


中 可 以 指出 , (6) 中 第 一 个 点 不 会 是 这 种 点 . 读者 将 会 从 85 定理 1 知道 . 
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所 当 注意 的 是 : (3) 式 中 任何 两 个 函数 户 "， 各 "” 间 的 次 序 与 原来 在 (2) 式 中 相同 . 
将 此 手续 继续 施行 , 乃 得 可 数 无 穷 个 的 收敛 数列 : 


fi (z), f(z), fa (2), 7 lim fAV(z1)= Ah, 
fi (za)， fa (za)， F322), £7 ,lim f(z2) = 42， 
fm) Bn), Fm) im fr" (zk) = 4k， 


并 且 每 一 个 后 排 的 函数 列 是 前 排 的 子 函 数列 (选取 子 列 时 元 素 前 后 次 序 不 打 乱 ). 
现在 我 们 从 上 面 的 行列 取 其 在 对 角 线 上 的 函数 列 
{fA™ (zx)} (n= 1,2,...). 


这 个 函数 列 正 是 我 们 所 要 的 . 就 是 说 , 它 在 E 中 每 一 点 是 收敛 的 , 事实 上 , 对 于 任意 
{fA (zk)} (n>k) 
乃 为 {内 (zk)} 的 子 数列 , 所 以 必定 收敛 于 A. 因此 , 引 理 1 证 毕 . 


引 理 2 设 在 [a,b] 上 定义 了 无 穷 个 增 函 数 斑 == {jf(z)}. 假如 有 常数 K 使 
If(z)| < K 


对 于 瓦 中 一 切 函数 成 立 , 那么 从 下 可 以 选 出 函数 列 {所 (7)}, 使 在 [a, 的 每 一 点 收 
仇 , 且 其 极限 函数 p(z) 也 是 一 个 增 函 数 . 


证 明 ”应 用 引 理 1 于 书 取 互 为 [ab 中 一 切 有 理 点 加 上 点 a (如 a 是 无 理 点 ). 
从 焉 中 可 以 选取 函数 列 
Fo = {fm(z)}， 
使 在 EE 中 任何 点 zk, 存在 有 限 的 极限 
im f(s). (4) 
现在 定义 如 下 的 函数 (z), 当 zk e 五 时 ， 
(zk) = lim f (zx). 


函数 y(z) 仅 在 BE 上 有 意义 , 在 巨 上 , V(r) 是 一 增 函 数 , 就 是 说 : 当 zk 和 zi 都 属于 
bE, 且 Tk< Ti 时 ， 
VTk) < VTi). 
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在 ia, 中 中 其 他 的 点 , 即 在 (a, 5| 中 的 无 理 点 x, 则 定义 
Vz) = sup {y(z)j (zx € E). 


于 是 %(z) 乃 为 [a,b] 上 的 一 个 增 函 数 , %(z) 的 不 连续 点 的 全 体 @ 至 多 是 可 数 的 . 
现在 要 证 明 , 在 w%(z) 的 每 一 个 连续 点 zo 成 立 
lim f™ (x0) = Yr0). (5) 
事实 上 , 对 于 任意 的 正 数 se, 可 以 找到 EE 中 的 点 zk 和 zi 使 
Tk <To<T, PTi) — PT) < 2 
成 立 . 固定 这 些 点 ， 然后 取 ng 使 当 有 > no 时 ， 
f(zx) 一 y%(zh| <.7， [te 一 切 (zi)| < 5 
易 知 对 于 这 些 n, 成 立 
Wzo0) —e < fT) 和 f(zi) <W%(zo) 十 6， 
又 因 
f(r) < fm(zo) < Fn)(zi)， 
所 以 当 n > no 时 成 立 
Wz0) —e < f(z0) < wr0) + 
因此 得 到 (5). 
于 是 等 式 
Jlim f(z) 一 Y(z) (6) 
只 有 对 于 w(z) 的 不 连续 点 (其 全 体 记 作 Q, 至 多 是 一 可 数 集 ) 可 能 不 成 立 . 
然后 我 们 再 应 用 引 理 1 于 而, 把 Q 当 作 引 理 1 中 的 E, 而 EB 中 的 点 不 满足 等 
式 (6). 因此 可 以 在 而 = {fm(z)} 中 选取 一 列 {f(z)} 使 得 对 于 [ac 中 中 各 点 都 收 
伍 (因为 在 序列 {f(z)} 收敛 的 地 方 , 其 子 序列 {f(z)} 也 收敛 ). 置 
p(z) = lim fn(z), 
则 函数 y(z) 是 一 增 函 数 . 


定理 (E. 黑 利 ) ” 设 在 [a,b] 上 给 定 无 穷 个 有 界 变 差 的 函数 FF 二 {f(z)}. 如 果 有 
常数 K, 使 ， 
f(T) < K, V(f)<K 
对 于 矿 中 一 切 函 数 成 立 , 那么 从 下 中 可 以 选 出 在 [oa 如 上 处 处 收 仇 的 函数 列 { 太 (z)}， 
其 极限 函数 p(z) 也 是 有 界 变 差 的 . 


220 . 第 八 章 “有 界 变 差 函数 、 斯 蒂 尔 切 斯 积分 
证 明 设 f(z)e 不 置 
r(z) = V(f), v(z) = r(z) - f(2). 
r(z) 与 v(z) 都 是 增 函数 , 它们 是 
|r(tz)| < K, lv(z)| < 2K. 
应 用 引 理 2 于 {r(z)}，{fr(z)} 中 有 收敛 函数 列 {rk(z)} : 


lim Tk(Z) = a(7). 


设 rk(z) = V(fi), 那么 对 于 每 一 个 rk(z) 有 内 (z) = mk(z) 一 太 (z) 与 之 对 应 . 再 应 
用 引 理 2 于 {vk(7z)}, 得 到 收敛 函数 列 {v0 (zx)} : 


lim ve: (2) = BP(Z). 
因此 得 到 F 中 的 一 个 收敛 函数 列 
ji(Z) = Nks (TL) 一 Vkt(zZ)， 
其 极限 函数 
p(Z) = atz) — B(7) 


是 两 个 增 函 数 之 差 , 所 以 是 有 界 变 差 的 函数 . 
定理 证 毕 . 


85. 有 界 变 差 的 连续 函数 


定理 1 设 f(z) 是 在 [a,6] 上 定义 的 有 界 变 差 吕 数 . 如 果 z= zo 是 f(z) 之 一 
连续 点 ， 则 I 二 To 也 是 
r(z) =V(H) 
的 连续 点 . 


证 明 设 zo < 5b. 先 证 r(z) 在 xo 是 右 连续 的 . 为 此 对 于 任 一 正 数 <, 在 [zo, 
中 作 如 下 的 分 点 


20 < EL TT < Tn = 


使 


n—l1 


V= D(z) flew)l > YI) —e. (1) 


大 一 0 
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因为 加 入 新 的 分 点 , 决 不 减少 V, 所 以 不 妨 假定 


[f(z1)— f(zo)| < <. 


由 (1)， 
b nn—1 
Vf) <s+ 2 f(zeri) — f(zn))| 
大 一 0 
nh—1 
<2e+ D(aer) — flow) < 2e + V7) 
k=1 
因此 ， 


V(f) < 2e， 
T0 


7T(Z1) 一 ua < 2E. 
故 
T(zo 十 0) 一 T(zo) < 2e. 
但 因 = 是 任意 的 正 数 , 所 以 
"(zo 十 0) = T(zZo). 
设 zo > a, 同样 可 以 证 明 r(zo - 0) = r(zo), 即 r(zo) 在 zo 左 连续 . 
推论 ”有 有 界 变 差 的 连续 函数 可 用 两 个 连续 的 增 函 数 之 差 来 表示 . 
事实 上 , 设 f(z) 在 [ab 上 是 一 连续 的 有 界 变 差 函数 , 则 


r(z) = V(f), v(z) = r(z) - f(z) 


是 两 个 连续 的 增 函 数 . 
设 f(z) 是 在 [a,9|] 上 定义 的 连续 函数 . 在 [a,9] 中 插入 分 点 : 


zo 王 CC<ZI<7Z2<…<zn 一 六 [max(Tk+1 — Zk) = A, 


作 和 
V = >》 |f(zk+l) — frr), 2 = > wh 
大 一 0 


大 一 0 


此 处 wk 表示 f(z) 在 [zx, zk+1] 上 的 振幅 . 
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定理 2 设 f(z) 在 [a,b|] 上 连续 . 如 果 入 一 0, 则 上 述 之 V 和 0 都 趋向 于 f(z) 
b 
的 全 变 差 V(J)@. 


注意 , 这 里 并 没有 假定 f(z) 是 有 界 变 差 的 . 


证 明 ” 当 分 点 加 多 时 , V 决 不 减少 . 另 一 方面 , 于 (zw zk+i) 中 添加 一 个 新 的 分 
点 , 则 V 的 增加 不 会 超过 f(z) 在 [zkzk+a] 的 振幅 的 两 信 
b 
取 任何 一 数 4 < V(j), 又 作 一 个 和 


Y ”> 4. 
假设 此 地 的 和 V* 是 对 应 于 下 面 的 分 点 
7Z0 王 QG<2Z1<2z2<.… <znm 一 0 


取 正 数 5 甚 小 , 使 当 |z” - z'| < 5 时 ， 


f(z") -flz)1< 二 
那么 , 当 A < 5 时 , 对 任意 分 法 有 


Am 


YY > 4. (2) 


事实 上 , 有 了 分 法 (了 之 后 , 我 们 造 一 个 新 的 分 法 (II), (IT) 是 由 (TD 加 上 分 点 
{zt} 而 成 . 假设 对 于 分 法 (ITD 所 对 应 的 和 是 WW, 则 


Wz>V". (3) 


男 一 方面 , 分 法 (II) 也 可 从 (上 每 次 增加 一 个 分 点 , 共 增 m 次 而 得 . 而 对 于 每 


一 分 点 之 添加 ,V 之 增 量 小 于 一 二 全 ,所 以 
Yo 一 Y < 一 


将 此 式 与 (3) 联系 , 乃 得 


@ 这 里 所 述 仅 限 于 连续 函数 有 效 , 例如 在 [-1, +1] 上 定义 f(x) 如 下 : f(0) = 1, f(z) = 0 (z 尖 0). 
则 
V(f) =2, 
但 对 于 [-1, +1] 中 任何 一 个 分 法 而 不 以 0 为 分 点 的 话 , 则 
V=0, f=1. 
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因此 , 知道 当 和 < 5 时 (2) 式 必 成 立 , 但 因 关系 V < V(J) 是 常 成 立 的 , 所 以 与 


(2) 式 合 并 , 即 得 
vr- 


现在 已 经 不 难 证 明 关 于 9 方面 的 事情 了 . 一 方面 显然 是 
QV. 
如 果 对 于 某 种 分 法 , 已 得 对 应 的 2, 然后 加 入 新 的 分 点 , 使 在 新 分 点 上 , 孔 数 取 
下 面 的 数值 : 


(4) 


mk = min{f(x)}, Mk = max{f(z)} (zk & 7 & Zk+1), 


则 对 于 加 入 新 的 点 以 后 的 分 法 而 言 , 其 所 对 应 的 和 了" 就 不 小 于 4, 由 是 


0 < Vf). (5) 


由 (4) 和 (5), 乃 得 ， 
-YU 


定理 2 证 毕 . 
巴 拿 赫 将 上 述 定理 用 到 连续 的 有 界 变 差 函数 上 去 , 得 到 一 个 非常 有 趣 的 结果 . 


设 f(z) 在 [a,b] 上 是 连续 的 . 又 设 
m= min{f(z)}, M = max{f(7)}. 
今 于 [m, M] 上 定义 如 下 的 函数 N(y) : 设 m < y < M,N(y) 是 方程 
f(z)=Y 
的 根 的 个 数 . 如 果 对 于 某 y, 根 有 无 穷 多 个 , 则 定义 
N(y) = +oo. 


称 蚂 数 N(y) 为 巴 拿 赫 的 指标 函数 . 
定理 3 ( 巴 拿 赫 ) 巴 拿 赫 的 指标 函数 是 可 测 的 , 且 


M b 
{NwWav=V0) 


证 明 将 [oa 分 成 2” 等 分 , 置 


一 
di 一 区 =| 
CE (k = 2,3,.… ,2 
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又 作 如 下 的 函数 L(y) (k = 1,2,3,:… ,2") : 如 果 
f(7)=Yy (6) 


在 间隔 dx 中 至 少 有 一 个 根 , 定 L(y) = 1; 如 果 在 dx 中 方程 f(z) = vy 没有 根 , 则 定 Lk (vy) = 0. 
设 f(z) 在 dk 的 上 确 界 下 确 界 分 别 为 mk, Mi, 则 Lr(y) 在 (mx, Mi) 中 等 于 1, 而 在 [mx, Mx] 
之 外 万 为 0, 因此 函数 Lk(y) 顶 多 只 有 两 个 不 连续 点 , 所 以 是 可 测 函 数 . 现在 


M 
/ Li(y)dy = Mk — mk = wk, 


wk 表示 f(z) 在 闭 区 间 d 上 的 振幅 ， 
最 后 , 我 们 作 晴 数 
Nn (y) = Li1(y) + L2(y) + :+ L2n (y), 


对 于 那些 至 少 含有 方程 (6) 的 一 个 根 的 间隔 dx 来 讲 ，N(y) 刚好 表示 这 种 dx 的 个 数 ， 显 然 ， 
Nn(y) 是 一 个 可 测 函 数 , 并 且 成 立 


M 2" 
Nn(Y)dy = 2 wk, 
™ k=1 


所 以 由 定理 2, 乃 得 
b 
ee 人 Nn(y)dy = V(f). 
因为 
Ni(y) < Na(y) < Na(y) 和， 
所 以 极限 
N*(y) = lim Nn(y) 
是 存在 的 (有 限 或 无 穷 ). N*(y) 是 一 可 测 函数 . 由 第 六 章 81 中 的 莱 维 定理 ， 


M M b 
[Nay= ,lim NswWay= V7). 


如 果 我 们 能 够 证 得 
N"“(y) = NOy)， (7) 
那么 定理 完全 证 毕 . 
从 
Nn(y) & N(Y), 
得 到 


N*(y) < N(vy). (8) 
设 gq 是 不 大 于 N(y) 的 自然 数 . 那么 可 以 找到 方程 (6) 的 9 个 两 两 相 异 的 根 : 
Zi < Z2 < .…. < Zo. 
取 n 甚大 使 


b—a 
2m 


< min(zk+l — Tk), 
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那么 g 个 根 zk 分 别 在 不 同 的 dk 中 , 因此 


Nn (y) 之 qd) 
从 而 得 到 
N’*(y)> 9. (9) 
当 N(y) = +co 时 , 可 取 9 任意 的 大 , 因此 亦 得 N* (yy) = +eo. 如 果 N(y) 为 有 限 , 则 可 以 取 
q 二 N(y), 而 (9) 式 变 成 
N*(y) > N(y). 
再 由 (8) 式 即 得 (7) 式 . 
推论 1 连续 函数 f(T) 为 有 界 变 差 的 必要 且 充 分 条 件 是 :f (ZK) 的 巴 拿 赫 指标 函数 N(y) 是 
可 和 的 . 
推论 2 设 f(z) 是 一 连续 的 有 界 变 差 函数 , 那么 使 方程 flz) = 3 具有 无 穷 个 根 的 y, 其 全 
体 成 一 测度 为 零 的 集 (在 yy 轴 上 ). 


事实 上 , 此 时 巴 拿 赫 指标 函数 既 为 可 和 , 所 以 是 几乎 处 处 为 有 限 . 


86. 斯 蒂 尔 切 斯 积分 


此 地 我 们 要 讲 黎 曼 积分 的 一 个 非常 重要 的 推广 , 就 是 斯 蒂 尔 切 斯 (T. J. Stieltjes) 
设 f(z) 与 g(z) 是 在 [ce,b 上 定义 的 两 个 有 限 函 数 . 于 [c, 中 中 插入 分 点 


0 一 全 裤 21 妆 25 二 


又 在 每 一 部 分 闭 区 间 [Zk, Tk+1] 中 任 取 一 点 Ek 而 作 和 


0 = 3 f(ék)[g9(zTk+1) 一 g(xx)]. 


大 一 0 
如 果 当 


入 一 Imax(Zzk+l — Zk)—0 


时 , 不 论 分 法 如 何 , 也 不 论点 & 的 取 法 如 何 , o 常 趋 于 同一 个 有 限 的 极限 7， 则 称 此 
极限 I 为 f(z) 关于 g(z) 的 斯 蒂 尔 切 斯 积分 , 而 用 记号 


f(z)dg(z) 或 是 (5) 了 f(z)dg(z) 


表示 工 
确切 地 说 : 对 于 任 一 正 数 s, 有 如 下 的 正 数 6, 如 果 当 入 < 6 时 , 不 管 分 法 如 何 ， 
&k 的 取 法 如 何 , 不 等 式 


Ilo —Il<e 


226 . 第 八 章 ”有 界 变 差 函数 、 斯 蒂 尔 切 斯 积分 


成 立 的 话 , 那么 称 了 为 f(x) 关于 9(z) 在 [a, 中 上 的 斯 蒂 尔 切 斯 积分 . 
当 g(z) = z 时 , 斯 蒂 尔 切 斯 积分 显然 就 是 黎 曼 积分 . 
斯 蒂 尔 切 斯 积分 具有 下 面 几 种 显而易见 的 性 质 : 
1 


b b b 
/ [f(z) + fa(z)]dg(z) = / fi(z)dg(z) + / fa(z)dg(z). 


b b b 
/ f(z)dlg1(z) + g2(z)] = / jzjdgi(z)+ f(z)aga(z). 
3. 假如 与 ! 是 两 个 常数 , 则 
b b 

f Rejalelz) = f f(r)agls). 
上 面 三 式 之 意 是 : 当 右边 存在 时 , 则 左边 也 存在 , 且 两 边 相 等 
4. 当 a < c<b 时 , 下面 三 个 积分 都 存在 的 话 , 那么 等 式 

b c b 
/ f(z)dg(z) = ] f(z)dg(z) + 1 f(z)dg(z) 


成 立 . 
为 了 证 明 这 个 性 质 的 成 立 , 只 要 在 作 和 o 时 , 取 c 为 [a,9] 的 分 点 就 行 了 . 


b c b 
由 / fdg 的 存在 , 不 难 证 明 站 fdg 和 / fdg 也 都 存在 . 但 其 逆 不 真 , 举例 于 


例 设 f(z) 和 g(z) 是 在 [-1,+1] 上 定义 的 两 个 函数 : 
0 (-1gz<0) 0 (-1<z<0) 
mo-| -| 
1 (0<z< 1), 1 (0&2 人 1), 
则 
0 1 
£ f(a)dg(z), 站 f(z)dg(z) 
均 存在 , 其 值 均 为 0 (因为 和 oc = 0). 但 是 积分 


矿 ra 


并 不 存在 . 事实 上 , 如 果 对 于 [-1,+1] 的 分 法 不 取 0 为 分 点 的 话 , 那么 必 有 如 下 的 
< 于 十 


也 一 1 


0 一 >》， JEckjlg(zk+l) 一 9(Zkj] 


天 一 0 
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9(Zk) = 9(Zk+11). 所 以 


o = f(éi)[9(zi+1) — 9(7i)] = f(éi). 
由 ;<0 或 &; >0 而 得 
oo 二 0 或 oc=1， 
因此 , o 的 极限 不 存在 . 
5. 若 襄公 每 / g(z)df(z) 中 有 一 个 积分 存在 , 则 另 一 个 积分 也 存在 ， 
两 积分 之 间 , 成 立 下 面 的 等 式 : 
b b 
| f(z)dg(z) + / g(zjdf(z) = [f(z)9(z)]e. (1) 


此 地 
[f(z)g(z) = f(b)g(b) — f(a)g(a). (2) 
称 公 式 (1) 为 分 部 积分 公式 . 
要 证 明 (1) ,假设 积分 1 g(ajaf(z) 存在 -于 芭 厅 揪 大 分 点 三 站 去 页 去 起 < 


<rTn=b. 设 I < Ek < Trtl, 置 


CI 一 3 f(éx)[g(Tk+1) — g(xxk)]- 


k=0 
则 i , 
o = Df(ék)g(zer1) — 2 f(ér)g(zx), 
大 一 0 大 一 0 
从 而 有 
c 一 一 g(zkj[7(Gk) — f (Ek-1)] + f (én-1)g(zn) — 76o)g(zo). 


在 上 式 右边 添加 上 并 减 去 (2) 式 , 得 
o = [f(z)g(z) 
一 ov — f(a)] + > 9g(zh)[fGEr) — f(ér-1)] + 9(b)[f (5) 一 te) | 


k=1 


b 
括 弧 { } 内 的 式 子 刚好 是 对 应 于 积分 / g(z)df(z) 的 和 , 事实 上 , 其 分 点 就 是 
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而 QT1,T2,"*: ,Tn-1;b 顺 次 是 [a, 6 上 o]， (é0, &1]， 0 = 中 的 点 . 
当 max(zk41 一 Zk) 趋 回 于 0 时 ， 


max(ék+1 — ék) 
b 
也 趋向 于 0, 因此 括 弧 { } 内 的 和 趋向 于 / gdf. 由 是 得 (1). 


很 自然 , 我 们 要 研究 关于 斯 带 尔 切 斯 积分 的 存在 条 件 , 但 我 们 在 此 地 只 讲 一 个 
定理 . 
定理 1 如 果 f(z) 在 [a,8] 上 是 连续 的 , g(z) 在 [a, 引 上 是 有 界 变 差 的 ， 则 
/ f(z)dg(z) 存在 . 


证 明 ”因为 有 界 变 差 的 函数 可 用 两 个 增 盟 数 的 差 来 表示 , 所 以 此 地 不 妨 设 g(z) 
是 一 增 函 数 . 

设 o=a<zri<zz<.…<zn = 由 又 记 j/z) 在 [zk,zk+i] 之 最 小 值 与 最 大 值 
为 mx 与 Mi. 置 


nm—1 ni—1 


3 >》 melg(zk+1) g(zx)], S = > Mxlg(Tk+1) g(zx)), 


k=0 k=0 
则 在 [zx, zr:1] 中 任 取 点 & 时 , 所 作成 的 o 适合 
s<o<sS. (3) 


易 知 当 添 加 分 点 时 ,，s 不 减少 而 5 不 增加 . 由 是 不 论 怎 么 样 的 s 决 不 会 超过 一 
个 5. 事实 上 , 假设 对 于 [a,5] 作 分 法 I 与 I[ 时 , 对 于 I 的 和 为 si 及 51, 对 于 分 法 II 
的 和 为 s 及 S52. 今 合并 I 和 工 的 分 点 , 作 第 三 个 分 法 II. 对 于 III 作 和 sa 及 5S3, 则 


$1 < 53 < 53 < So. 


因此 , sl < S52. 
假设 所 有 s 的 上 确 界 是 工 : 
1 = sup{s} 
那么 
s<I<S, 
因此 , 由 (3) 得 


lc 一 如 和 世 9 一 35. 


对 于 任意 的 正 数 e, 必 有 正 数 6, 当 |z” 一 z| < 6 时, 不等式 |f(z”) - f(z)| < < 
成 立 . 因此 , 当 入 < 5 时 ， 


AMk 一 ?ne<E (k=0,1,2,...,n— 1), 
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由 是 
S —s< elg(b) — g(o)). 
所 以 当 入 < 6 时 ， 
lo — 1| < elg(b) — g(ao). 
此 即 表 示 


limo=I. 
A—0 


b 
故 得 了 二 / f(z)dg(z). 定理 证 毕 . 


由 此 定理 可 知 任何 有 界 变 差 函数 关于 任何 连续 函数 的 斯 蒂 尔 切 斯 积分 也 是 存 
在 的 . 


关于 斯 蒂 尔 切 斯 积分 的 计算 将 于 第 九 章 86 再 说 . 于 此 我 们 光 是 考虑 两 个 简单 
的 情形 . 


定理 2 设 在 [ao 中 f(zx) 是 连续 的 , 而 g(z) 处 处 有 导数 g'(7x), 且 g'(7) 为 
(R) 可 积 , 则 


b b 
(5) / f(z)dg(z) = (R) | jzjg'(z)dz (4) 
证 明 ”在 所 设 条 件 下 , o(z) 满足 利 普 希 蒋 条 件 , 所 以 是 一 有 界 变 差 函 数 .因此 
(4) 式 左 边 的 积分 存在 . 另 一 方面 , 因 9'(z) 几乎 处 处 连续 , 所 以 Flz)g'(z) 也 几乎 处 
处 连续 , 所 以 (4) 式 右边 的 积分 存在 . 现在 证 明 (4) 的 两 边 相等 
设 
TO0=a< Zi a 


对 于 g(zk+1) 一 g(zk) 用 拉 格 明日 公式 ， 
g(zk+l) 一 9g(zk) = 9 (Er)(Tkt1 — TE) (Tk < Ek < Tk+1)- 


b 
假如 就 利用 这 些 点 z 作为 点 &4, 对 于 积分 / fdg, 作 如 下 的 o : 


也 一 1 
f(zk)g (元 E)(Zk+1 一 ZK)， 
大 一 0 


那么 这 就 是 函数 f(z)g'(z) 的 一 个 黎 曼 和 . 将 分 点 加 密 取 极限 即 得 等 式 (4). 
定理 3 设 ffz) 在 [ai 上 是 连续 的 . 设 


c=a<c<c < <cm <b= cmt 
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车 g(z) 在 区 间 (co cl), (cl cz)，… ， (cm-1,Cm), (cms cm+1) 中 取 常 数值 加， 则 
jz)jdog(z) = fla)lg(a + 0) ~ g(a)] 
过 > f(ck)lg(ck + 0) — g(cxk 一 0)] 
HOW — gb 0) (5) 
证 明 因 
V(g) = |g(a +0)— g(a)|+ Dol — g(cx 一 0)| 


+|g(cxk + 0) ~ g(cx)|} + |9(b) — g(b — 0)), 


所 以 g(z) 在 [ai 上 是 一 有 界 变 差 的 函数 , 因而 在 [a,9] 的 每 个 子 闭 区 间 上 是 有 界 变 
差 的 . 因此 , 等 式 


b de Ck 1 
J f(z)dg(z) = 》、 f(z)dglz) (6) 
大 一 0 ”CC 


成 立 , 其 中 co = a，cm+l = 小 
剩 下 来 的 事情 是 在 计算 积分 / f(z)dg(z). 于 [ckckt] 插入 分 点 ck = &0 < 
El < < kn-l < kn = Cht1s 作成 所 对 应 的 和 


o = f(éo)[lg(ck 十 0) 一 9g(ck)] + f(én-1)[g9(cr+i1) — 9(ck+t1 一 0)|， 


因为 别 的 项 都 等 于 0. 取 极 限时 , 即 得 
/ oat) oo 0 0 Fl toi) 0 0 
以 之 代入 (6) 式 , 即 得 (5). 
87， 在 斯 蒂 尔 切 斯 积分 号 下 取 极 限 
定理 1 设 在 [a,b| 上 f(x) 是 连续 的 , g(z) 是 有 界 变 差 的 ,那么 


b 
] f f(aol®)) < MU) V9) (1) 


其 中 M(f) = max|f(z)|. 
中 换 句 话说 , g(z) 是 阶梯 函数 . 


87. 在 斯 蒂 尔 切 斯 积分 号 下 取 极 限 - 231 . 
证 明 对 于 [a, b| 的 任意 分 法 Zk (k 0， ， 2， Can ) 也 ) 及 Pd 1] 中 任意 的 Ei 
n—1l 
lo| = | > f(ék)[lg(zrt1) — 9(z#)] 
k=0 


n—1 pb 
< M(f): 2_l9(zr+1) ~ gzx)| < M(f): V(9). 
大 二 0 


由 是 得 (1). 
定理 2 设 g(z) 是 在 [ab 上 的 有 界 变 差 函 数 , 而 { 户 (z)} 是 在 [a, 趾 上 的 连续 
函数 列 , 一 致 收敛 于 (连续 ) 函数 Flz), 则 


b b 
Jim, /nlzjdolz) = { f(s)ag(e) 


证 明 置 
M(fn ~ f)= max|fn(z) — f(7)|. 
则 由 (1)， 
b b , 
| /fd - f fo)dgl)| < MU — 1) -Vg) 
从 假设 
M(fn — f)—0, 

即 得 所 要 的 等 式 . 


定理 3 (E. 黑 利 ) ” 设 f(z) 是 在 [a,b|] 上 的 连续 函数 , 在 [ab 上 gn(z) 收敛 于 
有 限 函 数 g(z). 假如 对 于 所 有 的 m， 


b 
V(gn) < K <+o, 


b b 
Jim, f f(a)agn(s) = /Jejdg() (2) 


证 明 ”首先 证 明 
b 
V(g) < K, (3) 


此 即 表示 极限 函数 g(x) 也 是 有 界 变 差 的 ， 事实 上 , 我 们 以 任意 的 方式 分 割 [a, 中 ， 
则 有 : 
= 


|gn (Zk+1) — gn (Zk)| <K (n = 1,2,3,.…) 
0 


3 


™ 
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由 此 取 极 限 ( 令 n 一 co) 即 得 


》 lg(zk+1) 一 9g(zh)| < K, 


k=0 


由 于 分 法 的 任意 性 , 便 得 (3) 式 . 
对 于 任 一 正 数 ce, 于 [oa, 忆 中 插入 如 下 的 分 点 {zk} (k= 0,1,2,… ,mm) 使 f(z) 在 
每 一 个 小 区 间 [zk, zk41] 上 的 振幅 都 小 于 3 那么 


b ml prk+l 
f sa = 和 人 fa 
. k=0 " 3h 


7m 一 ] PTZK+1 7m 一 1 Tk+1 
会 /| [f(z) — f(zx)]dg(z)+ > fen / dgl(z), 
k=0 v zk k=0 


但 Tk+1 
/ = 9 
另 一 方面 , 对 于 [zk,zk+i] 上 的 任何 点 z, 成 立 
le) — feel < a 


因此 


[We) ~ fon)agl) 


SR 
< rr 》 
3F 以 (9) 


所 以 村 
5 人 TD- Healag 


V SR 
性 本 3K V (9g) 
k=0 


2 
: 


于 是 得 到 
™m—1 


b 
raol) = flerent) olan)] +0$ (ol <1). 


大 一 0 


同 理 可 得 


m—1 
f fdgnl®) = 3 fn)lonleers) = gn(on) + 65 (ls 


天 一 0 
但 当 也 > ?0 时 ， 


7 了 一 


Sf (zn)lgn(zkr1) -on(zn]] 


大 一 0 


7 一 1 
- 》 Jeh)g(ztsi) — g(rx)]| < 5; 


大 一 0 


忆 ? 
外 
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因此 , 对 于 这 些 nn， 


< 


b b 
| f(z)dgn(z) — J f(z)dg(z) 


定理 证 毕 
利用 此 定理 , 当 7(z) 为 连续 ,gtz) 为 有 界 变 差 时 , 要 计算 / “f(z)dg(z) 的 话 , 可 
以 归 到 g(z) 是 一 连续 函数 的 情形 . 
事实 上 , 设 g(z) 为 任 一 有 界 变 差 的 函数 , 作 g(z) 的 跳跃 函数 s(z) : 
s(7) = [g(a +0)— g(a)l+ > [g(zk +0) 


Ik<I 


—g(zx — 0)] + [9(2) ~ g(z — 0)]. 


那么 由 83 的 定理 7, 将 g(z) 分 解 为 
9(Z) = s(Z) + Y{7), 


其 中 7(z) 是 一 个 连续 的 有 界 变 差 函 数 . 从 而 得 到 


b b b 
/ f(z)dg(z) = / f(z)ds(z) + / f(z)ay(z). 
b 
现在 , 我 们 要 指出 , 积分 / f(z)ds(z) 是 容易 计算 的 . 为 此 注意 级 数 


》 {lg(zx) — g(zxk ~— 0)| + |g(zk + 0) — g(zx)|} 
k=1 


是 收敛 的 呈 . 注意 到 这 一 点 后 , 我 们 再 引进 水 数 s, (7) : 
置 su(a) = 0, 而 当 ao <z<b 时令 


sn(z) = [g(a +0)— g(a)l + > [g(zk 十 0) 


工大 过 工 
—g(zx 一 0)] + [9(7) — g(2 a 0) 
@ 事 实 上 , 若 g(z) = r(z) 一 v(z), 其 中 r(z) 及 v(z) 都 是 增 函 数 , 而 下 面 每 一 个 ( 正 项 ) 级 数 


> [r(zk+0) 一 r(zk 一 0]，》> [v(zke+0) 一 zzk 一 0)] 


k=1 大 一 1 
显然 都 是 收敛 的 , 剩 下 来 只 要 再 注意 到 
|9(zk) 一 9g(zk — 0)|+ lg(zx 十 0) — g(zx)| 
< (r(x 十 0) 一 rr(zk 一 0)] 十 [zx(zk 十 0) 一 (zk 一 0)] 
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但 是 式 中 的 大 不 大 于 m. 
那么 容易 证 明 , 对 于 [a,5] 中 每 一 点 zx, 成 立 


lim sn(z) = s(z). 
男 一 方面 ， 
V(sn) = lg(a + 0) — g(a) 
+ io — g(xk — 0)| + lg(zx + 0) — g(zx)|} 
+1g(0) — glb — oO)| 


因此 , 对 于 一 切 w 数列 V(sn) 小 于 一 个 定数 
所 以 


b b 
| f(as(e) = Jim, { f(a)asn(z) 


但 是 函数 sn(z) 在 区 间 (a,z1), (zi1,72),… , (zn,b) 中 取 常 数 ， 所 以 从 86 的 定 
理 3， 


b 
/ f(z)dsn(z) = f(a)lo(a + 0) — g(a)] 


+ f(z)[g(zx + 0) — g(zk — 0)] 


k=1 


+f(b)[g(b) — g(b — 0)] 


(显然 , sn(z) 在 点 a,7T1,… ,zn,b 之 跳跃 与 g(z) 在 这 种 点 的 跳跃 相同 ). 从 而 


b 
和 f(z)ds(z) = f(a)lg(a + 0) ~ g(a) 


+ > ,f(zx)lg(zn +0) — g(zx — 0)] 


上 二] 
+f(b)[g(b) — g(b — 0)), 


于 是 积分 / “f(z)dg(z) 的 计算 , 归结 于 上 “f(z)dy(z) 的 计算 , 而 y(z) 是 一 个 连续 
的 有 界 变 差 狙 数 . 

， 所 可 注意 的 , 函数 g(z) 在 区 间 内 部 的 不 连续 点 zk 的 值 g(zk) 并 不 影响 于 积分 
/ f(z)dg(z) 的 值 , 因为 我 们 在 作 和 o 时 可 以 不 取 zx 作 分 点 . 
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88. 线性 泛 范 


设 g(z) 是 在 [a, 忆 上 定义 的 有 界 变 差 上 图 数 . 那么 对 于 [a, 中 上 定义 的 任 一 连续 函数 ffz), 就 
对 应 一 个 数 


b 
$07) = 人 f(r)dols). (1) 


这 些 数 满足 下 面 两 个 条 件 : 

1) $B(fi + f2) = $B(f1) + Bf2). 

2) 18( 有 )| < KM(1), 此 地 M(f) = max|f(z)|, 而 K = V(g) 

设 C 是 a, 上 定义 的 一 切 连续 函数 f(z) 的 全 体 . 若 对 于 C 中 任 一 函数 f, 有 数 6( 与 
之 对 应 , 并 且 这 些 数 满足 条 件 1) 与 2), 则 称 8B(f) 是 在 C 上 所 定义 的 线性 泛 函 . 并 且 可 以 证 明 ， 
除了 1) 而 外 , 在 C 上 不 存在 其 他 的 线性 泛 函 . 

首先 证 明 , 对 于 C 上 定义 的 线性 泛 函 (了 ) 一 定 满足 


BP(kf) = RBF). 


这 个 证 明 可 用 第 七 章 84 对 给 定 在 L。 上 的 泛 函 所 用 的 方法 完成 . 


定理 (F. 里 斯 ) 设 C 是 在 [a,b] 上 定义 的 一 切 连 续 函 数 f(T) 所 成 之 集 , B(f) 是 在 C 上 
所 定义 的 线性 泛 函 , 那么 有 一 个 有 界 变 差 的 函数 g(Z) 使 等 式 


b 
6(1) = f f(s)agl®) (1) 


对 于 C 中 任何 函数 f(z) 成 立 . 


证 明 ”我 们 不 妨 假设 a = 0, b = 1, 因为 将 变量 经 过 一 个 一 次 变换 可 把 [a,59] 化 为 [0, 1]. 
在 第 四 章 85 中 曾经 讲 过 


nn 


VS Cn (lm) "=1. 


k=0 


当 ze [0, 1] 时 , 上 式 各 项 都 不 取 负 值 . 因此 , 当 


ek =+l (k=0,1,2,...,n) 


nl 
St ded 
k=0 


在 [0, 1] 上 定义 的 连续 函数 的 全 体 仍 记 作 C, 那么 对 于 在 C 上 定义 的 线性 泛 函 B(f), 有 常数 
K 适合 


<1. (2) 


IS(f)| < K :MI(f). 
利用 (2) 式 乃 得 
>》 ekg[Cxz'(1 一 zZ) "| 


k=0 


< KkK. 
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如 果 我 们 把 sk 安排 得 很 好 , 使 在 上 式 左边 的 和 中 , 每 一 项 不 取 负 值 , 那么 


se IS[Crz"(1—z)" “| < 天 (3) 


大 一 0 


现在 我 们 作 如 下 的 阶梯 郴 数 g, (zx) : 
gn(0)=0 
gn(s) = glChzo(l — 2)") (< < 


gn(z) = S$[CRz"(1 — 2)"")] + BCAz (1 — 2)"-1) (5 <z< i 


Tn 


二 大 大 大 nl1 
Py > 65[Ckzt(l — £)"™-*) (= a !) 
gn(1) = 》 5[Cnz (1 一 z) 

k= 二 0 


由 (3), 知 一 切 肾 数 gn(z) 本 身 及 其 全 变 差 都 小 于 定数 K. 因此 由 黑 利 的 选择 原理 ， 从 哺 数 列 
{gn(z)} 中 可 以 选取 一 个 子 函 数列 {gn,; (7z)}, 使 在 [0, 1] 中 收敛 于 一 个 有 界 变 差 的 函数 g(z). 
如 果 f(z) 是 在 [0,1] 上 定义 的 连续 函数 , 则 由 $6 的 定理 3， 


让 大 
(rz)dgn(z) = 2 1 (£) GIC*z*(1 — Zz) 外]， 


从 而 
人 f(x)dgn(z) = $[Bn (x))], 


大 kk nn 一 衣 
Bn( ) f Cn (1 ) ’ 
这 是 f(z) 的 伯 恩 斯 坦 多 项 式 . 
由 第 四 章 85 的 C. H. 伯 恩 斯 坦 定理 ， 
M(B" 一 万 一 0， 
但 由 线性 泛 陆 的 定义 ， 
1B(Bn) — $(f)| =|8(Bn — f)| < K: M(B, — f). 


所 以 当 n 一 oo 时， 
$(Bn) 一 $(f), 
从 而 得 到 
Jim | He)dgnz) = B07). 
但 是 当 n 经 ni,n2,n3,…- 而 趋 +co 时 , 由 87 的 黑 利 定理 , 得 


1 1 
lim, /yzjdgnlz) = { f(a)dalz). 
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由 是 
65(P) = Flz)dg(a) 
定理 证 毕 . 


第 八 章 的 习题 
1. 藉 数 f(z) 是 有 界 变 差 的 必要 且 充 分 条 件 万 是 存在 这 样 的 增 函 数 p(z) 使 当 z' < z” 时， 
f(z°)— f(z) < pl") — yp(7"). 
2. 设 有 限 函 数 f(z) 在 集合 已 的 每 一 点 具有 导 函 数 f(z), 且 |f'(z)| < K, 则 
mf(E)<K-.m’E. 


3. 阴 数 f(z) 满足 条 件 |f(2”) 一 f(z)| < Klz” 一 2 (a > 0) 时 , 称 f(z) 满足 a 次 的 利 普 
希 获 条 件 . 证 明 , 当 a > 1 时 f(z) = 常数 . 试 作 一 个 不 满足 任何 次 利 普 希 茨 条 件 的 有 界 变 
差 函 数 . 又 设 a < 1 为 已 给 , 作 一 函数 满足 a 次 利 普 希 茨 条 件 但 有 无 穷 的 全 变 差 . 


4. 如 果 f(z) 满足 a 次 利 普 希 茨 条件 , g(z) 满足 8 次 利 普 希 茨 条 件 , 则 当 a + 6 > 1 时 , 积分 
[ f(z)dg(z) 存在 (B. 康 杜 拉 里 (B. Kosnypaps)). 


5. 设 f(z) 为 连续 , g(z) 为 有 界 变 差 , 则 站 f(z)dg(z) 是 一 有 界 恋 差 的 函数 , 此 函数 在 g(z) 
的 连续 点 上 是 连续 的 . 
6. 对 于 数列 Ho;, Hi;, 2 作 Es 三 Ln) a ihe 一 A*pn = .ee 使 得 增 函 数 g(z) 
适合 
[ wadglw) = (n= 0,1,2,...) (1) 
0 
的 必要 且 充 分 条 件 是 对 于 所 有 的 大 及 下 面 的 式 子 


A > 0 
都 成 立 (F. 豪 斯 多 夫 ) 
7. 承 用 前 题 的 记号 , 使 得 有 界 变 差 函 数 g(z) 满足 (1) 式 的 必要 且 充 分 条 件 是 对 于 所 有 的 nn， 


CRIA” "pal K 
k 二 0 


(F. 豪 斯 多 夫 ). 

8. 证 明 88 的 里 斯 定理 实 为 上 题 豪 斯 多 夫 定 理 的 一 个 推论 . 

9. 如 果 对 于 任 一 正 数 e, 有 一 个 正 数 56, 当 |z” 一 z'| < 5 时 , 不 等 式 |f(z”) -~ ffz')| <e 对 于 
FF 二 {f(z)} 中 一 切 函 数 f(z) 都 成 立 , 则 称 FF 是 由 等 度 连 续 函 数 所 成 之 集 . 假设 有 常数 天 
使 对 于 无 穷 集 合 下 中 任何 函数 f(z) 成 立 |f(z)| < K, 那么 在 下 中 可 以 选 出 一 列 一 致 收敛 
的 函数 列 (C. 阿尔 泽 拉 (C. Arzela)-G. 阿 斯 科 利 (G. Ascoli)). 
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10， 根据 85 的 巴 拿 赫 定理 , 对 连续 函数 证 明 等 式 


VU) = Vf) + Vf). 
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81. 绝对 连续 函数 


与 有 界 变 差 哨 数 有 密切 关系 但 较 狭 罕 的 是 绝对 连续 了 清 数 类 . 


定义 ” 设 f(z) 是 在 [a,b| 上 定义 的 有 限 函 数 . 对 于 任 一 正 数 <, 假如 有 如 下 
的 正 数 5 : 当 (a,b) 中 任何 有 限 个 两 两 不 相 重 合 的 区 间 (a1,01), (a2,b2),:… , (an, bn) 
适合 

>_(bk —axr)<56 (1) 
Pp 


时 , 不 等 式 
— f(ar)}| <e (2) 


第 成 立 , 那么 称 f(z) 是 定义 在 [a,8] 上 的 绝对 连续 函数 ， 


显然 , 绝对 连续 函数 是 在 通常 意义 下 的 连续 畏 数 ( 取 n = 1). 其 逆 不 真 , 详 见 
下 六 
不 改变 定义 的 意义 , 上 述 绝 对 连续 函数 的 条 件 (2) 可 以 改 为 更 强 的 条 件 : 


Dlf(bk) — flar)| < <. (3) 


k=1 


事实 上 , 设 5 > 0 是 这 样 的 数 , 使 在 条 件 (1) 之 下 , 不 等 式 


— f(ax)} 


ed 
2 
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成 立 . 那么 , 对 于 任意 一 组 满足 (1) 式 的 两 两 不 相 重 若 的 区 间 {(ax, br)}(k = 1,2,:… ,n)，, 
我 们 可 以 将 它们 分 成 两 部 分 4 及 B，A 中 的 (ai,bx) 满足 f(bi) -- f(a) > 0, 而 其 余 
的 区 间 都 属于 B. 显然 ， 


>》_ If (bx) — flaxr)| = Zoo — f(axr)} 
A A 


E 
< 7 


Df (bk) — (ak)| = oo — f(ax)} 
B 


B 


E 
< 7， 


所 以 (3) 的 确 成 立 . 
由 于 不 等 式 (3) 中 各 项 都 不 是 负数 , 项 数 也 是 任意 的 , 因此 对 于 任 一 正 数 =, 有 
正 数 5, 当 任何 有 限 个 或 可 数 无 穷 个 两 两 不 相 重 释 的 区 间 {(ax,bi)} 适合 


D>_(bk —axk) <56 


大 


时 , 下 列 不 等 式 同样 也 成 立 : 
》 "|jf(ok) — far)| <e. 


k 


我 们 将 要 证 明 上 式 中 函数 增 量 的 绝对 值 还 可 代 以 函数 的 振幅 . 
事实 上 , 设 f(z) 在 [ax,bx] 中 之 最 小 值 , 最 大 值 分 别 为 mx, Mk 则 [ax,bx] 中 有 
点 Qk, Bk 使 
far) = mp, f(BE) = Mex- 


由 于 区 间 (oy, Bk) 的 长 的 和 不 会 超过 (ax, bx) 的 长 的 和 , 所 以 
D_[f(Bk) — f(axr)] < e. 
大 


于 是 , 如 果 f(z) 是 绝对 连续 的 话 , 那么 对 于 正 数 ce, 有 如 下 的 正 数 5 : 当 有 限 个 
或 可 数 无 穷 个 两 两 不 相 重 秋 的 区 间 {(ax, bk)} 适合 


>》 ( 失 一 ak)< 6 
大 
时 ， 
>》 wk <E 
大 


成 立 , 此 地 wi 表示 f(z) 在 [ak,bk] 中 的 振幅 . 
一 个 最 简单 的 绝对 连续 的 例子 是 满足 利 普 希 获 条 件 的 函数 f(z), 这 是 由 于 


f(z")— f(z)| < Klz” — zl. 
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定理 1 ”如果 函数 flz) 与 g(z) 绝对 连续 , 则 Flz) 士 g(z)j, f(z)g(z) 也 都 绝对 连 
续 . 又 若 g(z) 关 0, 则 站 也 绝对 连续 


g(z) 
证 明 从 
|{f (bk) 士 9(bpk)} — {f(ak) tg(ax)}| 
< |f (bk) — flax)| + lg(bxk) — g(axr)| 
知 f(z) 土 g(z) 绝对 连续 . 
其 次 , 设 |f(z)| < 4,|g(z)| < B, 那么 , 从 
|f (br)g(bx) 一 Fak)g(ak)l < lg(br)| :|f (Bk) — flar)| + |f(axr)|: lg(bxr) — g(ax)| 
< BIf(bk) ~ flar)| + Alg(bk) — g(ax)| 
知 f(z)g(z) 绝对 连续 . 
最 后 , 设 g(z) 不 取 0, 那么 lg(z)| > o > 0， 
1 1 | letok) 一 9(ahj 
g(bk) g(ar)| 02 
or f(z) 1 二 
所 以 一 绝对 连续 , 一 -~ = f(z) . 一 一 也 绝对 连续 . 
9(Z) 9(zZ) g(z) 
但 是 , 当 F(y) 和 f(z) 都 绝对 连续 时 , 复合 函数 F[f(z)] 不 一 定 绝 对 连续 . 关于 
这 个 问题 我 们 介绍 两 种 简单 的 条 件 , 保证 F[f(z)] 绝对 连续 . 
定理 2 设 f(z) 是 在 [ab 上 定义 的 绝对 连续 函数 ,其 值 介 平 [4, B] 之 间 . 假 
如 F(y) 在 [4,B] 上 满足 利 普 希 英 条 件 , 那么 复合 函数 所 [f(z)] 是 一 绝对 连续 函数 . 
证 明 设 |F(y") 一 F(y)| < Kly" 一 y|, 那么 对 于 任何 互 不 相 重 全 的 区 间 组 
(axk,bk), 成 立 


DIFIf(b£)] — Flf(ar)| < K DIf (bk) — flar)l. 


==1 k=1 


这 不 等 式 的 右边 当 
》 (bk 一 ak) 
=1 


适当 小 时 可 小 于 任何 预先 给 定 的 正 数 , 所 以 定理 成 立 . 


定理 3 设 f(z) 在 [a,b] 上 是 一 绝对 连续 的 严格 增 函 数 . 如 果 开 (y) 在 [f(a), f(b)] 
上 绝对 连续 , 那么 下 [flz)] 在 [a,9] 上 绝对 连续 . 


证 明 ”对 于 正 数 <, 有 正 数 4, 使 当 互 不 相 重奏 的 区 间 组 (4k, Bk) 满足 
>》 (Br 一 4k)<6 


大 一 1 
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时 , 有 


>》 |F(Bk) — F(Ax)| < e. 
天 一 1 


然后 , 对 于 这 样 的 5, 取 正 数 n 使 当 互 不 相 重 又 的 区 间 组 (ak, bx) 适合 
(bk — ak) < 
k=1 
时 , 成 立 
DIf (bk) — flar)] < 5 
k=1 


,。 当 区 间 (ak,bx) 两 两 不 相 重合 时 ， 区 间 (f(ax), f(b)) 也 两 两 不 相 重用 ， 当 
Dbk — ax) < 时, [f(bx) — f(axr)] < 5; 因此 
k=1 k=1 
》 FU)] - Flf(ar)]| < a. 
kk 二 1 
定理 证 毕 . 


82. 绝对 连续 函数 的 微分 性 质 


定理 1 绝对 连续 函数 是 有 界 变 差 函数 @. 
证 明 设 f(z) 是 定义 在 [a,9] 上 的 绝对 连续 函数 . 我 们 取 如 下 的 正 数 5, 使 当 
互 不 相 重 并 的 区 间 组 {(ak, bk)} 适合 》 (bk 一 ar) < 6 时 ， 
k=]1 


天 


Df(bk) — flar)| <1. 


天王 1 


在 [a,9| 中 插入 分 点 ci : 


C=a<cl<c<.…<cNn=b, 


Ck+1—Ck<60 (k=0,1,..……,N — 1). 


那么 ， 


Ck 


VD) <1 VI <N 


定理 证 毕 . 


@ 由 是 可 知 连续 函数 未 必 绝 对 连续 . 例如 第 八 章 83 中 的 f(z) : f(0) = 0, f(x) = zcos 二 (0 <z 
<1). 


§2. 绝对 连续 函数 的 微分 性 质 .243 . 


推论 。 若 f(z) 在 [a,6] 上 是 一 绝对 连续 函数 , 那么 在 [a, 中 上 , f(z) 几乎 处 处 存 
在 有 限 的 导数 f'(z), 且 f'(z) 是 一 可 和 函数 . 


定理 2 假如 绝对 连续 函数 f(z) 的 导 函 数 f'(z) 几乎 处 处 等 于 0, 那么 f(z) 是 
一 常数 . 


证 明 设 (cb 中 的 点 z 使 f(z) = 0 的 全 体 是 E. 设 。 > 0,z € E, 那么 对 于 


所 有 足够 小 的 正 数 h 成 立 
e+ 用 -fl 。 
1 


这 种 闭 区 间 [z,z+ 六 依照 维 塔 利 的 意义 覆盖 E [其 中 满足 条 件 (*)]. 因此 对 
于 正 数 5 我 们 可 以 从 这 些 闭 区 间 中 取出 有 限 个 两 两 不 相 重 倒 的 闭 区 间 


di = [zi1, 71 + hil, dz = [zx2, 72 + h2],:-: ,dn = [Zn, Tn + hn), 
它们 位 于 (ob 内 且 使 m*[E 一 EE(di 十 dz 十 … 十 dn)] < 6. 设 z < ziti, 那么 
[a, zl )， (za 十 hi, T2 )， a Lp 十 有 (zi 十 hn,, b| (1) 
是 从 [a,b] 除去 di(k = 1,2,… ,n) 后 留 下 来 的 区 间 , 这 些 区 间 的 总 长 一 定 小 于 6. 事 
实 上 , 由 
b-a=mE<》 mdk+m’ =- 2 < 》 ,mndk 十 6. 
k=1 k=1 k=1 
即 得 
Ymdx >b—a—56. 
天 一 1 
但 函数 f(z) 是 绝对 连续 的 , 因此 我 们 可 取 5 很 小 , 使 在 诸 区 间 (1) 上 函数 增 量 
之 和 小 于 e: 


en — f(a)}+ Df (rr) — f(zk + he)} + {f(b) — f(zn + bn)} 


天 一 1 


本 


男 一 方面 , 由 闭 区 间 di 之 定义 , 成 立 
|f (zx + hx) 一 了 (zk)| < ehx, 


由 是 , 从 hk = 5 mdk ba, 得 


Dflzx + hy) — f(zn)}| < e(b— a). (3) 


k=]1 


由 (2) 及 (3) 乃 得 
|f(b) ~— f(a)| < el(1 +b— 0), 
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因 < 是 任意 的 , 所 以 
f(b) = fla). 
设 a<z<b, 那么 上 面 的 结果 可 以 用 到 [a,z] 上 来 . 就 得 到 下 面 的 结果 : 对 于 任 
意 的 ze [a,b 成 立 
f(z) = f(a), 
由 是 f(z) 是 一 常数 @. 
推论 ”如果 绝 对 连续 函数 f(z) 与 g(z) 的 导 函 数 f'(z) 与 g'(z) 等 价 , 那么 f(z) 
与 g(z) 之 差 是 一 常数 . 
事实 上 , 使 f(z) 或 g(z) 至 少 有 一 个 没有 有 限 导数 或 使 它们 的 导数 不 相等 的 点 
的 集合 测度 为 零 , 自 [a,5] 中 除去 这 个 点 集 , 则 在 其 余 的 一 切 点 有 


[f(z2) ~ g(x)] = 0. 


83. 连续 映射 
在 第 八 章 82 中 我 们 已 经 讲 过 利用 一 个 函数 把 一 个 点 集 映 射 到 另 一 集 的 概念 . 现在 我 们 要 继 
续 加 以 讨论 . 本 节 中 所 出 现 的 函数 f(z) 是 在 [a,b] 上 所 定义 的 连续 函数 . 这 一 点 以 下 不 再 重复 . 
定理 1 闭 集 FF 的 像 已) 仍 为 闭 集 . 
证 明 设 是 f(F) 中 的 一 个 极限 点 ; 
yo 一 lim yn [yn € f(F)]). 
对 于 yn, 必 有 zn E 玖 使 
f(Tn) 二 yn， 
因为 点 列 {zn} C [a,9], 即 有 界 , 所 以 存在 如 下 的 收敛 子 列 {zn、}: 
lim Zn; = Z0， 
大 一 :co 
XoEF, 
因此 
f(zxo0) € fF). 


lim yn; 三 lim f(Tn, ) = f(zo), 


因此 
yo = f(xzo), yo € f(F). 
@ 由 此 定理 , 知 第 八 章 82 中 所 举 的 连续 函数 6(z) 不 是 绝对 连续 的 . 


8$3. 连续 映射 “WB 


所 以 f(F) 包含 它 的 一 切 极 限 点 . 
将 此 定理 与 第 八 章 §2 之 定理 1 对 照 , 得 如 下 的 


推论 如 果 Eb 是 一 个 a 型 的 集 ， 则 它 的 像 f(E) 也 是 一 个 Fp 型 的 集 . 


现在 我 们 要 研究 如 下 的 问题 : 经 连续 映射 后 , 集合 的 可 测 性 是 否 保 持 ? 要 解答 这 个 问题 , 首先 
引入 下 面 属于 卢 津 院士 的 定义 . 


定义 ”假如 对 于 测度 为 零 的 任何 集 e, f(e) 之 测度 仍 为 零 , 那么 说 f(z) 具有 性 质 (N). 
定理 2 使 任意 可 测 集 巨 的 像 f( 思 ) 仍 是 可 测 集 的 必要 且 充 分 条 件 是 fj(z) 具有 性 质 (NN). 
证 明 设 f(z) 具有 性 质 (N). 设 忆 是 [a,] 中 之 任 一 可 测 集 , 则 


E=A+te, 
其 中 4 是 一 FF 型 的 集 , 而 e 是 一 个 测度 为 0 的 集 @. 
由 是 
f(E)= f(A)+ fle), 


所 以 f(E) 是 一 可 测 集 . 

现在 假设 f(z) 不 具有 性 质 (N), 那么 [a, 引 中 必 含 有 如 下 的 集 eo。: eo 之 测度 为 零 ， 但 
m’*f(eo) >0. 

今 在 f(eo) 上 取 一 个 不 可 测 的 子 集 B@, 对 于 B 中 任 一 点 y,eo 有 点 z 适合 f(z) = y. 由 是 
得 到 B 的 原 像 A, A C eo. 因 之 m*4 < meo = 0, 所 以 4 是 可 测 的 . 但 是 B = f(A4) 是 不 可 测 
的 . 这 样 , 我 们 的 函数 f(z) 能 使 可 测 集 对 应 于 不 可 测 集 . 


定理 3 绝对 连续 函数 具有 性 质 (NN). 
证 明 设 f(z) 是 一 绝对 连续 函数 , 集 五 的 测度 是 0. 所 要 证 的 是 
mf(E)=0. 


为 此 首先 假定 a,b 都 不 属于 EE, 则 
EC (a,b). 


对 于 任 一 正 数 <, 取 如 下 的 正 数 6 : 当 有 限 个 或 可 数 无 穷 个 不 相 重 县 的 区 间 {(ax, bk)} 的 全 
长 小 于 6 时 ， 
>》_ (Me — mk) <&, 
A 


其 中 mx, Mx 分 别 表示 f(z) 在 [ax,bx:] 上 的 最 小 值 与 最 大 值 . 
因 mE = 0, 所 以 有 如 下 的 有 界 开 集 G : 


ECG, mG<é. 
@ 要 证 明 此 事 ， 只 要 对 于 每 一 自然 数 n, 作 这 样 的 闭 集 到 C E, 使 mF > mE- =， 再 设 


Ee 
@ 知 果 f(eo) 是 一 不 可 测 集 , 则 取 B = f(eo), 否则 依照 第 三 章 86 之 未 所 示 , 亦 可 取得 8. 
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并 且 我 们 不 妨 假设 G C (a,5) (因为 已 含 在 此 区 间 内 ). 开 集 G 是 其 一 切 构成 区 间 (ak, bk) 
的 和 , 而 构成 区 间 之 全 长 小 于 5. 所 以 


f(E) cf(G) = 5 fl(ox, br)] © YF([ar, be]), 
天 大 


从 而 
mm (已 ) < 》 m’f([axr, bx]). 
天 
另 一 方面 , 显然 有 
f (lax, bx]) = [mx, Mk], 
因此 ， 


mf(E) < >》 (Me -mk) <e. 
大 


因 < 是 任意 的 正 数 , 所 以 mf(E) = 0. 
至 于 一 般 的 情形 , 就 是 说 a,b 可 能 属于 EE. 因为 当 EE 中 除去 点 a 及 b 时 , 在 f(E) 中 顶 多 只 
除去 两 点 f(a) 及 f(b), 所 以 并 不 影响 f(EE) 之 测度 . 


推论 ”绝对 连续 函数 把 可 测 集 映 成 可 测 集 . 


综 上 所 述 , 凡 绝对 连续 项 数 一 定 是 有 界 变 差 的 且 具 有 性 质 (N). 下 面 我 们 证 明 这 两 个 性 质 实 
在 是 连续 函数 成 为 绝对 连续 的 特征 . 


定理 4 (S. 巴 拿 赫 与 M. A. 扎 列 茨 基 (M. A. 3apemkm 六 )) ”如 果 连 续 函 数 f(z) 为 有 
界 变 差 且 具 有 性 质 (N), 则 f(z) 是 一 绝对 连续 函数 . 


证 明 ”假设 f(z) 不 是 绝对 连续 , 那么 必 有 正 数 so, 对 于 此 eo 找 不 到 如 下 的 5 > 0 使 当 任 
何 互 不 重要 的 区 间 组 {(ax, bk)} 的 全 长 


nn 


Dlbk— axr)<56 


大 一 1 
时 成 立 不 等 式 。 
>》 (Mk 一 mk) < E0， 


大 二 1 


现在 取 一 个 收敛 的 正 项 级 数 》 5, 对 于 每 一 个 8i, 取 一 互 不 相 重 到 的 区 间 组 (a,b ) (k = 


1， 人 ,Ti ) “ 
ni ni 
Db) —a) < 6 DM — mb) > co 
k=1 天王 1 


其 中 MGO,mt 分 别 表示 f(zx) 在 [at ,5] 中 之 最 大 值 与 最 小 值 . 


置 
E; = y (ald, 6), A= II9E. 
大 一 1 


n= 二 1] t=n 


易 见 mA = 0, 因此 ， 
mf(A)=0. (1) 


8$3. 连续 映射 


现在 我 们 作 孙 数 LW (y) 如 下 : 如 果 方 程式 
f(T)=Yy 
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(2) 


在 (a 和 名 ,的 7) 中 至 少 有 一 个 根 , 则 定 L(y) = 1; 如 果 (2) 式 在 (a 刀 , 80) 中 无 根 , 则 定 LO 个 (y) = 


0. 因此 , 这 个 函数 当 y 属于 (mW, M4?) 时 等 于 1 若 在 Im, MG] 之 外 则 等 于 0. 所 以 @ 


M | 
/ LO (vy)dy = MY 一 mt 
A 
置 的 
Ni(y) = 》 LE (y). 
k=1 


(3) 


那么 , Ni(y) 乃 是 如 下 的 (ab) 的 个 数 : 在 这 种 区 间 中 方程 式 f(z) = yy 至 少 有 一 根 . 如 果 


N(y) 表示 f(z) 的 巴 拿 赫 的 指标 函数 , 则 
Ni(y) < N(y). 
但 是 由 (3) 式 ， 
人 Ni(y)dy > eo. 
如 果 我 们 能 证 明 : 在 [m, M] 中 几乎 所 有 的 y 适合 
lim Ni(y)=0, 
那么 由 于 巴 拿 赫 指标 函数 是 可 和 的 , 所 以 从 (4) 及 (6) 式 , 得 到 
lm Ni(y)}dy = 0, 


但 此 与 不 等 式 (5) 矛盾 . 于 是 定理 就 证 毕 了 . 


(4) 


(5) 


(6) 


现在 要 证 (6). 以 B 表示 使 (6) 式 不 成 立 的 y 的 全 体 , 又 以 C 表示 使 N(y) = +eoe 的 y 的 


全 体 , 因为 N(y) 是 一 可 和 函数 , 所 以 mC = 0. 我 们 只 要 能 够 证 明 


那么 定理 就 完全 证 明了 . 
设 yo € B 一 C. 那么 可 以 取 这 种 {i;}, 使 


Ni.(yo) 宇 1 (7 = 1, 2, 3,.…) 
这 就 表示 , 对 于 每 一 个 > 存在 如 下 的 点 Zi, : 


zi) = 20， Tir € Ei;.. 


但 是 因为 N(yo) < +oo, 所 以 在 zi, 中 相 异 的 点 只 有 有 限 个 , 因此 在 其 中 至 少 有 一 个 


作 ro 在 {Te} 中 出 现 无 穷 次 . 
于 是 我 们 找到 了 这 种 点 zo, 它 属 于 无 穷 多 个 E; 之 中 , 且 满 足 


f(z0) = yo. 


但 此 时 , 显然 zo e 4, 因此 yo € f(A4). 由 是 证 得 (7) 式 . 定理 证 毕 . 
Dm = min{f(z)}, M = max{f(z)}. 


(7) 
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定理 5 (T. M. 非 赫 金 哥 尔 茨 ) ” 设 严 (y) 及 f(z) 是 两 个 绝对 连续 函数 , 且 严 (y) 是 在 f(z) 
的 函数 值 所 成 之 闭 区 间 上 定义 的 . 为 使 复合 函数 严 [flz)] 绝对 连续 的 必要 且 充 分 条 件 是 它 为 有 界 
交差 


证 明 ”条件 之 为 必要 非常 明显 . 要 证 明 条 件 的 充分 性 , 只 要 注意 到 两 个 具有 性 质 (N) 的 复 
合 函 数 仍 具有 性 质 (N) 就 好 了 . 


84.， 勒 贝 格 不 定 积分 
设 在 [ac 中 上 , f(t) 是 可 和 的 , 则 称 
5(z) = C 十 / “fadt 


为 f(t) 的 ( 勒 贝 格 ) 不 定 积 分 , 由 于 常数 项 C 之 不 同 而 相 异 , 所 以 f(t) 的 不 定 积 分 
的 全 体 成 一 无 穷 集 , 这 集中 任何 两 个 元 素 彼此 差 一 个 常数 . 


定理 1 不 定 积分 @B(z) 是 绝对 连续 函数 . 
证 明 ”对 于 任 一 正 数 s (由 第 六 章 82 定理 8) 有 如 下 的 正 数 5, 当 可 测 集 e 的 测 


度 me <6 时 
f(a 二 
特别 取 e 为 不 相 重 侠 的 有 限 个 区 间 (ak,b), 当 (bx 一 ak) < 5 时 ， 


nn bx 
f(t)dt| < <. 
> 
但 因 
f fat = an) ~ Blox) 
从 而 得 到 ， 
D>_{B(bk) — Blar)} < e. 
k=1 
定理 证 毕 . 


由 此 定理 , 知 8'(z) 几乎 处 处 存在 且 为 有 限 , 并 且 此 导 函 数 是 可 和 的 . 但 是 我 们 
还 有 更 确切 的 命题 . 
定理 2 ”不定 积分 
alz) = 人 70d 
的 导 函 数 几 乎 处 处 等 于 被 积 函 数 f(z). 


@ 也 这 个 定理 首先 被 菲 赫 金 哥 尔 茨 在 1922 年 所 证 明 . 到 了 1925 年 为 了 想 给 它 一 个 新 的 证 明 , 扎 
列 茨 基 建立 了 定理 4, 巴 拿 赫 此 时 也 发 现 了 这 个 定理 . 
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证 了 明 设 p,g 为 二 实数 ,但 p<d. 设 了 可 ,是 [ab 中 如 下 的 点 z 的 全 体 : 8(z) 
存在 且 满 足 
@(z)>g>D> f(z). 


显然 点 集 忆 ,s 是 可 测 的 , 我 们 要 证 明 
IE 二 (1) 


为 此 对 于 任 一 正 数 s, 取 如 下 的 正 数 6, 当 me < 6 时 ， 


fsa <E. 


GI mG<mbEypotdt. 


设 ze Es, 那么 对 于 所 有 足够 小 的 正 数 h， 
GB(Z+ 3 一 $(7) a (2) 


因此 , 点 集 EE,,s 被 这 种 闭 区 间 集 [zx,z 十 及 [其 中 h > 0 满足 条 件 (2)] 依照 维 塔 利 的 
意义 所 覆盖 . 我 们 不 妨 假定 这 种 闭 区 间 都 含 在 G 中 . 因此 , 其 中 必 有 可 数 个 两 两 不 
相交 的 闭 区 间 


又 作 如 下 的 开 集 ® G c [oa, 串 : 


[z1, zl + hi], [z2, x2 二 ja] 
适合 


m 1a。 一 - SR 十 时 二 0. 


大 一 1 


由 (2) 式 ， 要 
二 f(t)dt > 9. 


置 9 = 二 [zx; zk + hg], 则 由 上 式 ， 
二 ] 


/ f(t)dt > gq.: mS, 
Ss 


或 者 写 为 
J jd > qimEss +0e] (0<0<1). (3) 
Ss 
另 一 方面 ,由 SC G, 故 
S- EscG- Eo 
5 不 妨 假 定 a.6 两 点 均 不 属于 Bs, 同时 还 假定 5 < < 
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且 ml[S 一 ,a] < 5 因此 
.| f(b)dt < e. 
S—Ep,a 


/ f(t)dt < f(t)dt +e. (4) 
Ss Ep,q 
但 在 E,,, 上 , f(t) < p, 因此 


从 而 吕 


上 f(t)dt < p.mE,,o. (5) 
由 (3), (4), (5) 式 , 得 
qlImbEp,g 十 ge] < pmbEp,g + &, 
因 是 任意 的 正 数 , 所 以 
qmbEp,g < pmbEp,g. 

因 g > p, 上 式 仅 当 mE,,。 = 0 时 为 可 能 . 于 是 证 得 (1) 式 . 

假设 EE 是 如 下 的 点 z 的 全 体 : [a,4] 中 的 点 z, 使 8'(z) 存在 且 满 足 

$'(7) > f(z). 

那么 


E= 》 Ep 


(p,9) 


此 地 》、, 对 于 所 有 有 理 数 对 (p,q) 取 和 , 但 p < 4. 由 已 证 之 (1) 式 , 乃 得 


(p,qg) 


mE = 0. 
换言之 , 如 果 4 表示 使 8'(x) 存在 的 zx 的 全 体 , 那么 在 4 中 几乎 处 处 成 立 
$'(7) < f(7). (6) 
注意 到 这 个 事实 以 后 , 置 


g(7) = —f(z), T(z) = / g(t)at. 


那么 T(z) = 一 8$(z),T'(z) 在 4 上 是 处 处 存在 的 , 利用 上 面 的 结果 , 知道 在 4 中 关 
系 
T(z) < g(7) 
由 m(Ep,g -5S) =0, 可 知 上 fd = fdat. 


Ep,g 
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几乎 处 处 成 立 . 或 者 同样 地 ， 
$'(7) > jz). (7) 
由 (6) 及 (7) 式 , 等 式 
$'(7) = f(7) 
在 4 上 几乎 处 处 成 立 , 也 就 意味 着 在 [a,8] 上 几乎 处 处 成 立 . 定理 证 毕 . 
定理 3 ”绝对 连续 函数 是 它 的 导 浮 数 的 不 定 积分 . 


证 明 ” 设 F(z) 是 [a,4] 中 的 绝对 连续 函数 , 则 严 (z) 几乎 处 处 存在 且 为 可 和 . 
置 


$(7) = F(a)+ 全 下 (t)dt. 
这 个 函数 亦 为 绝对 连续 , 并 且 几 乎 处 处 成 立 
$'(7) = F"(7). 


由 82 定理 2 之 推论 , F(z) - 6(z) 是 一 常数 . 但 F(a) = $B(a), 所 以 F(z) 与 5(z) 是 
同一 函数 . 
为 了 要 把 定理 2 加 强 , 我 们 先 给 下 面 的 
定义 ”假如 在 点 xz 处 f(z) 关 士 co 且 


hm WO -fn =0, 
则 称 点 z 为 f(t) 的 勒 贝 格 点 . 
定理 4 若 z 是 ji) 的 勒 贝 格 点 , 那么 不 定 积分 @6(z) 二 [soa 丰 二 二 渍 
有 导数 f(z). 
证 明 从 
Set -sg {1 ~ flo)a, 
得 TI 十 h 
EYED jo < 0 -1 
邻 h 一 0, 即 得 所 要 的 结果 
所 当 注意 的 是 定理 4 的 道 ,一般 不 真 


定理 5 ”车 函数 flz) 在 [a,0|] 上 是 可 和 的 , 那么 [a,b] 中 几乎 所 有 的 点 都 是 f(z) 
的 勒 贝 格 点 . 
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证 明 设 ”是 一 有 理 数 . 因 函 数 |f(t) -7| 在 [w 昌 上 是 可 和 的 , 所 以 几乎 对 于 
所 有 的 点 ze [oa 中， 


h—0 
设 BE(7) 是 [a,b| 中 不 满足 (8) 式 的 点 z 的 全 体 , 则 mE(r) = 0. 设 {rn} 是 有 理 
数 的 全 体 . 置 


工 十 h 
lim > / f(t0) rldt = |f(z) —rl. (8) 


E= 》_E(rn)+E(f|= +oo). 
n=] 


则 mE = 0. 若 能 证 [a,9] 一 忆 中 之 任何 点 是 f(t) 的 勒 贝 格 点 , 则 定理 就 证 毕 了 . 
设 zo € [a,4] - E. 取 任 一 正 数 <, 又 取 如 下 的 : 


Hzo) — rnl < 了 


则 
0) — ral — 1f(0) — f(zo)l| < 3 
因此 
Ef f(t) 一 mm 性 一 i |f(t) — f(zo)lat| < 3: 
但 是 因为 zoEE, 所 以 当 |h| < 6(e) 时 ， 
0 rl) ral < 
即 
i f(t) — rnldt < 3e. 
因此 对 于 这 样 的 h， ee 
x) 10-f(eoldt <e 
定理 6 ”可 和 函数 f(t) 的 所 有 连续 点 是 勒 贝 格 点 . 
证 明 设 f(t) 在 点 z 为 连续 . 那么 对 于 正 数 e, 有 正 数 6, 当 |t 一 z| < 6 时 
f(t) — f(z)| < ce. 
但 是 当 |h| < 5 时 也 成 立 
$f/ 0 -tat < 
定理 证 毕 . 


由 定理 1 及 定理 3, 知 函 数 $(z) 为 一 可 和 函数 的 不 定 积分 的 必要 且 充 分 条 件 是 $(z) 为 绝 
对 连续 . 与 此 有 关 的 , 是 下 面 的 问题 : 一 个 函数 如 果 是 Lp(p > 1) 中 函数 的 不 定 积分 会 具有 怎样 的 
特征 ? 下 面 的 定理 , 将 回答 这 个 问题 . 
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定理 7 (F. 里 斯 ) ”为 使 F(Z) (ae 入 z 世 日 能 表 成 Lp(p > 1) 中 某 削 数 f(t) 的 不 定 积分 
下 (z) 一 CC 十 上 f(t)dt (9) 
其 必要 且 充 分 的 条 件 是 不 等 式 


~ |F(zk+1) 一 F(ze)F 


(Tk+1 一 DJ)P 一 1 本 Wo 


上 天 一 0 


成 立 , 其 中 K 是 一 常数 , 与 分 法 Qa 二 To0<T1<z2<…<zn=b 无 关 吕 . 
证 明 ”条件 (10) 的 必要 性 是 很 明显 的 . 事实 上 , 由 赫 尔 德 不 等 式 [第 七 章 §6, 公式 (1)]， 


|P(zk+a) — F(zZk)| = ] / A /Oa < Vier / bd 


i . 由 是 
|f(t) ?dt, 


(Tk+1 一 ZK)P 一 1 


IF (Zr+1) 一 下 (zk) 开 和 
大 


所 以 (10) 成 立 , 并 且 K 可 以 取 为 下 f(t) Pat. 


证 明 条 件 (10) 的 充分 性 更 复杂 些 . 首先 我 们 注意 : 从 (10) 式 左边 除去 若干 加 项 , 不 等 式 仍 
旧 成 立 . 因此 对 于 含 在 [oa, 晶 LN (ak br) (k = 1,2,-.- ,n) 有 
~ |F(bk) 一 Flar)l?” 


A (bk 一 Qk)pP 一 : 


由 和 数 形式 的 赫 尔 德 不 等 式 [第 七 章 86 公式 (8)] 有 
> (bs) — Plan)| = 入 正二 Polo -00)4 


k=1 (bk — ar) 5 PP 


PC) — Flar)l? 
Sl \E 0 
> IF - Fanls YK. ae _ ah)， 
k 二 1 k 二 1 


因此 得 到 F(z) 的 绝对 连续 性 . 所 以 F(z) 可 用 (9) 式 表示 , 但 是 f(t) E 工 . 剩 下 来 的 是 要 证 明 
f(t) € Ly. 

为 此 将 [a,0b] 分 成 n 等 分 , 设 其 分 点 为 ze) = a 十 7(b— a)(k=0,1,... ,n). 再 引入 如 下 的 
函数 fn(t) * 


所 以 


F (n) “ph (n) 
fn(t) NE ) (zt (m) <te zt 
Wi 一 
大 十 1 
f(s ) =0 (k=0,1,...,n). 


@ 若 p= 1, 则 (10) 式 是 F(x) 为 有 界 变 差 的 条 件 . 这 个 条 件 是 使 F(x) 可 由 (9) 式 [ 式 中 f(t) e 万 
表示 的 必要 条 件 , 但 不 是 充分 条 件 . 
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那么 容易 证 明 : 几乎 处 处 成 立 @ 
lim fn(t) = 7 


[例外 的 点 可 能 是 分 点 或 是 严 (z) 关 f(z) 的 点 ]. 
于 此 利用 法 图 定理 , 得 


[ voPa < sup{ f lr). 


但 是 1 (n) (m) (n) 
5 nl ze | 已 (zin) — Fo) 
| Wa= Df lat Dt < 天 
a 天 一 0 v Tk k=0 (zk+1 Tk) 
所 以 ， 
/ |f(t) at < 十 oo. 
定理 证 毕 . 


最 后 , 我 们 考察 不 定 积分 的 全 变 差 
定理 8 设 f(t) 是 在 [a,8] 上 的 可 和 函数 . 若 
Fn) = f fat 
则 i i 
Vp) = /Old 
就 是 说 , 绝对 连续 函数 的 全 变 差 等 于 其 导 函 数 绝 对 值 的 积分 . 


证 明 设 xzo=a<xzli<za<:.……<zn 一 b 则 
n—1l 


12 一 工 了 十 1 
Drs) -ple = DI yd 
k= 二 0 


k=0 
3 ff f(b)ldt = [Wes 


k=0 


实际 上 ， 假 设 xz 不 是 分 点 ， 且 存在 有 限 的 严 (z)， 那 么 不 论 如 何 分 法 ，z 必定 含 在 
(zi sw (n = 1,2,…) 中 的 某 一 个 内 , 由 于 zk -zi = 2 一 0， 所 以 下 面 两 式 


F(ztn) 1) 一 F(z) F(z)— F(z(™) 
(nm) (n) 


Zi +1—T LT— Th 
当 n 一 co 时 均 趋向 于 F'(z). 但 是 f(z) = ee 介 平 上 面 两 数 之 间 , 所 以 
Tkn 二 1 ™ Tkn 


lim, 如 (z) = F(z). 


84. 勒 贝 格 不 定 积分 。 . 255 . 


因此 ， 
b b 
Vr) < /MI 
现在 要 证 明 上 式 的 等 号 成 立 . 记 (a,b) = 万， 
P= Ef>0), N=E(f<0). 
则 
/ Fl = 人 f(t)dt — 人 f(t)at. 


取 任 一 正 数 <, 由 于 积分 的 绝对 连续 性 , 有 如 下 的 正 数 6: 当 可 测 集 e c [a, 妇 且 
me < 6 时, 成立 


/ f(t)ldt < a. 
设 F(P), F(N) 是 分 别 含 在 P,N 中 的 如 下 的 闭 集 : 
mlP—F(P)<é, mlN-F(N)]<s, 
则 
/ f(Dlat < A TO 人 TDdt+2e 
由 隔离 性 定理 (第 二 章 84 定理 3), 存在 如 下 的 开 集 T(P) 及 PCN) : 
T(P) 2 F(P), T(N) 2 F(N), T(P):T(N)=%, 


并 且 不 妨 假定 上 述 两 开 集 都 含 在 (a,b) 中 .又 取 如 下 的 有 界 开 集 4(P) 及 A(N): 
A(P) 2 F(P), A(N) D F(N), m[A(P) — F(P)] < 6,m[A(N) — F(N)] < 6. 然后 置 


G(P) = A(P): T(P), G(N)= A(N):T(N). 
那么 这 两 个 集 都 是 含 在 (a,5) 中 的 开 集 且 没有 共同 点 , 各 各 含有 F(P) 及 F(N) 并 且 
满足 m[G(P) - F(P)] < 56,m[G(N) - F(N)] < 6. 因此 ， 
b 
/ |f(t)lat < 由 fd 人 f(at + 4e. 


点 集 G(P) 是 它 的 构成 区 间 的 和 集 . 假如 在 构成 区 间 中 取 足 够 多 的 有 限 个 区 间 ， 
那么 作 其 和 和 集 B(P) = 》 (Xk,px), 且 可 使 B(P) 与 G(P) 测度 相差 小 于 5. 因此 ， 


大 一 1 


/ f(t)dt 一 / f(t)adt<&e. 
G(P) B(P) 
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由 于 
四 Re 2 人 Ne DIP ln) — FA)), 
所 以 
J f(t)dt < ZIP ls) 一 下 (和 Xk)] 十 <. 


同样 , 从 G(NN) 的 构成 区 间 中 取 足 够 多 的 有 限 个 区 间 (01,71), (ca 天 ) ，, (gm, Tm)， 


四 m 
J sa IPC) 一 下 (ci)] 一 <. 
比较 上 面 的 结果 , 得 
上 |f(t)ldt < Dr ep | Dl, pele 
因此 ， 


b nn m 
f sat < DFG) - PO + IFP(n) ~ Flodl + 6e. 
4 k=1 


t= 1 


由 于 区 间 (Xx, px) 都 不 相 重合 , 又 与 (0;,7;) 亦 无 重 且 , 而 (0;,7i) 之 间 亦 两 两 不 相 重 
警 , 所 以 


DIF Ow) - FO + DF) Flo)| < VF). 


k=1 tf 


因 之 ， 
f lat < VF) + 6e, 


但 因 < 是 任意 的 , 所 以 定理 成 立 . 


85. 勒 贝 格 积分 的 变量 变换 


如 所 周知 , 在 积分 计算 中 变量 变换 的 问题 有 着 重大 意义 . 此 地 我 们 只 就 勒 贝 格 
积分 来 研究 这 个 问题 , 并 且 限 于 这 种 情形 @: 即 积分 的 旧 变 量 z 是 新 变量 t 的 严格 
单调 的 绝对 连续 函数 的 情形 . 为 确定 起 见 我 们 假定 这 个 函数 是 增 函 数 . 这 样 , 设 


Z 一 %( 切 [pst< gq,a= y(n),b = yp(q)), 


其 中 y(t) 在 [p,q] 上 是 严格 增 的 绝对 连续 函数 . 


中 更 详细 的 问题 在 J. 瓦 莱 - 普 又 (Vallée-Poussin, Charles-Jean de la) “Kypc aganwy3a G6ecrkoHeuHo 
Manmx”, T. 1, 298 页 (TTTIM, 1933) 中 有 说 明 . 
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引 理 1 如果 EE, 是 含 在 [p,g| 中 的 可 测 集 , 而 = p(Bt) 是 它 经 映射 工 = p(t) 
后 的 像 , 则 @ 


mE: = a op (t)dt. (1) 
证 明 五。 的 可 测 已 在 83 中 证 过 . 当 EE = [ac,8], 则 (1) 式 很 显然 , 因为 此 时 
E; = [p(a), p(B)] 而 
有 
mEz = p(B) 一 %(a) = 下 p(t)at. 
当 羽 , = (a, 8B) 时 , 情况 完全 相似 . 因此 (1) 式 当 EE 为 开 集 时 时 常 成 立 (在 这 种 
情形 下 E, 是 开 集 ). 转 到 余 集 上 去 就 可 相信 (1) 式 当 玉 是 闭 集 时 也 成 立 . 最 后 我 


们 研究 一 般 情 形 , 当 E, 是 任意 可 测 集 的 时 候 . 取 s > 0, 找 出 这 样 的 闭 集 及 与 开 集 
Gz 使 得 多 


FisC ErCGrC(ab), mF > mEr—e, mGr < mE:+e. 
设 与 Gi 是 集 与 Gs 的 原 像 . 根据 证 明 (显然 , Fi 为 闭 集 , Gi 为 开 集 ) 有 
] yp'(t)dt = mF,, / o (tdt = mGz. 
F: Gt 


因为 yg'(t) > 0, 所 以 


上 p(t)dt < 上 2 (t)dt < wp'(t)dt. 


因此 ， 
mF; < yp'(t)dt < mGz, 
E: 


于 是 更 加 有 
mEr—e< p(t)dt < mbE;+e. 
Et: 
由 于 s 的 任意 性 , 引 理 证 毕 . 
引 理 2 设 ez 是 含 在 [a,b] 中 的 测度 为 零 的 可 测 集 而 et 为 其 原 像 . 那么 et 的 
这 种 子 集 e+, 即 由 不 满足 关系 式 回 
pt)=0 (2) 
的 点 所 组 成 的 集 , 有 测度 等 于 零 . 
@@ 为 了 使 记号 yp'(t) 处 处 有 定义 , 我 们 如 同 在 第 八 章 中 所 述 的 那样 约定 : 在 y(t) 没有 导数 的 集 
(测度 为 0) 上 令 yg'(t) = 0. 


四 不 失 一 般 性 , 可 以 假定 p 与 g 不 属于 EE. 
加 换言之 , e+ 是 ei 的 子 集 , 于 此 存在 (可 以 是 无 穷 大 ) w'(t > 0. 
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证 明 ”应 该 注意 到 , 我 们 不 能 断定 集 ei 的 可 测 性 @. 造 出 (可 以 假定 es C (a, 5b)) 
一 列 开 集 


(a,b) D> GW I GH) SG) I..., GD es,mG™ 一 0， 
又 设 加 
本 = Go. 
和 一 1 
如 果 Gi” 是 G8" 的 原 像 , 而 及 为 Es 的 原 像 , 则 Gt"”) 是 开 的 , 且 
Et 一 [I ep 
n=1 
从 而 得 出 及 的 可 测 性 . 显然 mEs = 0. 所 以 , 由 引 理 1， 
三 ww=o (3) 
E: 


如 果 记 E 中 的 那些 不 满足 (2) 的 点 为 Ex, 则 由 (3) 推 得 : mE* = 0. 剩 下 来 只 
要 注意 到 e+ C 五 * 就行 了 , 但 这 是 因为 ej C E, 与 er C BE. 


定理 设 f(z) 是 在 [a,b] 上 四 的 可 和 函数 . 则 
b 
[star= | ‘flp(tp (Wat. (4) 
a p 


证 明 ”首先 假定 f(z) 是 在 [a,b] 上 连续 人 @ 的 , 因此 (4) 式 左边 的 积分 可 以 理解 
为 依照 黎 曼 意义 的 积分 . 用 点 
QQ 一 TO0O<TII1<.……<Tn 一 中 
细 分 [fa 中 ,又 设 f(x) 在 [zk,zk+il 上 的 最 大 值 与 最 小 值 分 别 为 Mi 与 mk. 如 果 
Ptp) = Lh, 那么 当 te [tk, tk+1] 时 有 
mx < flp(t)] < Mk， 
从 而 由 不 等 式 yp'(t) > 0 与 关系 式 


tk 十 1 
下 p(t)dt = Tk+1 — Tk 
tk 


得 出 : 积分 . 

(L) / flp(t)o (tat 
介 平 数 mk(zk il -zk) 与 Mi(zh41 - zk) 之 间 . 于 是 , (4) 式 右 边 的 积分 介 平 由 函数 
f(z) 对 应 于 分 点 组 而 产生 的 达 布 和 之 间 . 从 而 得 到 (4)， 


包 虽 然 p(t) 有 反 函 数 , 但 后 者 不 一 定 是 绝对 连续 的 . 
包 我 们 保持 上 面 的 记号 . 
四 因此 flegb] 显然 在 [p,q] 上 连续 . 
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现在 假定 f(z) 是 有 界 可 测 函 数 , |f(z)| < M. 我 们 找 出 一 列 连 续 函 数 {gn(z)}， 
使 得 它们 在 [a, 刀 下 几乎 处 处 是 
im gn(z) = f(7). (5) 
可 以 假定 |gn(z)| < M. 那么 (4) 式 当 了 换 以 gn 时 是 成 立 的 . 从 而 不 难 推 得 ， 
/ 、 f(z)dz = lim 和 gnlp (lt) tb)dt， (6) 
我 们 要 证 明 , 在 [p,qj 上 几乎 处 处 有 


lim gn[p(t)]p' (t) = flp(t))y’ (t). (7) 


NO0 


为 此 我 们 记 那 种 违反 (5) 式 的 点 z 所 成 之 集 为 ej. 这 个 集 是 可 测 的 且 mez = 0. 
记 ez 的 原 像 为 et, 又 设 ex 为 et 的 子 集 , 其 由 不 满足 (2) 的 点 所 组 成 . 

如 果 teEei, 则 (tsEez 且 (7) 成 立 . 同样 , 当 te ei 一 e*, 则 yp'(t)=0 而 (7) 式 
也 满足 . 因此 , 不 满足 (7) 式 的 仅 是 ex 中 的 点 , 但 由 引 理 2 有 me* = 0. 

由 于 (7) 式 在 [p,q] 上 几乎 处 处 成 立 , 因此 乘积 @ je 的]o' 的 是 可 测 的 . 此 外 ， 


lgnle 人 tw 区 | 和 Me 人， 


又 (7) 式 保证 了 在 (6) 式 中 可 以 在 积分 号 下 取 极 限 , 从 而 得 到 (4). 
最 后 假设 f(z) 是 任意 的 可 和 肾 数 . 可 以 假定 它 是 非 负 的 , 因为 可 和 郴 数 是 两 个 
非 负 可 和 函数 之 差 . 置 


n,， 当 f(x)>n. 
根据 已 证 的 事实 , (4) 式 当 f 换 以 f 是 成 立 的 . 从 而 


Ra 人 当 f(z) <n, 


/ J Jim | “falp (lp (tat. (8) 
但 是 在 [p,q] 上 处 处 是 2 
JIp(tJP t) = lim fnlp(t))y 人 
此 外 , 乘积 所 [p(t)jp'(t) 当 n 增加 时 增加 . 因此 , 由 第 六 章 §1 的 定理 10 (B. 莱 维 ) 有 
[see ar = hin, {free a 
从 而 由 (8) 得 出 (4). 


中 这 个 事实 之 所 以 值得 注意 是 : 因子 flyp(t)] 完全 没有 必要 是 可 测 的 . 
@ 这 就 保证 了 乘积 f(p)w' 的 可 测 性 . 
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推论 我们 有 下 面 的 公式 
b b—h 
/ f(z)dz = J f(t + h)dt, 
a a—h 


b b/k 
/ f(z)dr = 大 / f(kt)dt (k@#0). 
a a/k 


86. 稠密 点 、 近 似 连 续 
设 EB 是 一 可 测 集 . 又 设 zo 是 任意 的 点 , h 是 任意 的 正 数 , 置 
E(zo,h) = EN [zo — h,zo+hl. 


于 是 它 也 是 一 可 测 集 . 现在 讨论 比 


mbEl(zo, h) 
7 (1) 


很 自然 地 我 们 称 它 为 EE 在 [zo 一 ,zo 十 h] 的 “平均 密度 ”. 
定义 1 当 h 一 0 时 , 称 (1) 式 的 极限 为 集 忆 在 点 zo 的 密度 , 以 记号 
DyoE 
人 2 
如 果 DzoE = 1, 则 称 zo 为 EB 之 一 稠密 点 也 . 如 果 DzoE = 0, 则 称 zo 为 EE 之 
_ 稀薄 点 
a 在 定义 中 我 们 并 没有 假定 zo e E. 并 且 , 对 于 可 测 集 , 也 不 一 定 在 


每 一 点 有 密度 . 
但 是 却 有 下 面 的 结果 : 


定理 1 可 测 集 妃 中 几乎 所 有 的 点 都 是 忆 的 稠密 点 . 


证 明 设 瑟 是 一 可 测 集 . 任 取 一 个 含有 殖 的 闭 区 间 [a, Bl. 又 设 ce = a 一 12 = 
B+1, 则 当 zz EE,h < 1 时, [zx 一 h,z ++h| 全 在 [a,9] 中 . 此 后 对 于 hh, 如 没有 特别 说 
明 , 均 指 h < 1. 


作 点 集 EE 的 特征 函数 yp(z) : 在 [ai 上 的 点 , 规定 


加 1， ZE 五 ， 
风 】 王 
四 0, ZE 五 . 


巴 也 称 为 “密集 点 ", 原文 为 “rovka onoTHOocTH”, 对 应 的 英文 为 density point 或 poin of density. 
今 依照 《数学 百科 词典 》2 卷 48 页 译 为 此 名 . 第 5 版 校订 者 注 . 
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这 个 函数 是 可 测 的 且 为 有 界 的 . 置 
5(z) = | 此 
在 [a,8] 上 几乎 所 有 的 点 , 成 立 
85 (z) = 92(z)， 
并 且 特 别 对 于 EB 中 几乎 所 有 的 点 , 成 立 
gl'(z) = 1 (2) 


今 证 凡 满 足 (2) 之 点 是 已 之 稠密 点 . 事实 上 , 在 这 种 点 上 ， 


| 
六 一 0 h h—0 h 
从 而 得 到 G(T+h)— $( h) 
H ww LC— 
i 
但 是 
Tz 十 h 
G(T+h)— Sd(rz—h)= / w(t)dt = mE(z, h), 
Tt—h 
i E(z, h) 
. mEl(z, 
Dv 
定理 证 毕 . 


有 了 点 的 稠密 性 的 概念 以 后 , 可 将 函数 的 连续 概念 作 一 个 重要 的 推广 . 


定义 2 设 jFz) 是 在 [a, 相 上 所 定义 的 函数 . 设 zo e [oa 中 . 假如 [a,9] 中 存在 如 
下 的 一 个 可 测 集 EE, 以 zo 为 其 稠密 点 @, 且 f(z) 沿 着 在 zo 是 连续 的 , 则 称 f(z) 
在 zo 为 近似 连续 . 


显然 ; 函数 的 所 有 连续 点 都 是 近似 连续 点 . 可 测 函 数 可 以 没有 连续 点 , 例如 函数 
在 有 理 点 取 值 1, 在 无 理 点 取 值 0, 这 个 函数 没有 一 个 连续 点 . 但 是 却 有 下 面 的 定理 : 


定理 2 (A. 当 茹 瓦 (A.Denjoy)) 设 f(z) 是 在 [ab 上 定义 的 几乎 处 处 为 有 
限 的 可 测 函 数 , 那么 在 [a, 趾 中 几乎 处 处 为 近似 连续 . 


证 明 ”对 于 a > 0, 由 卢 津 定 理 , 必 有 连续 函数 yp(z) 适合 


mE(f 头 %) < <. 


@ 如 果 zo = a, 则 只 要 jim ,+ 1 时 , 即 右 方 密度 等 于 1 时 , 称 zo 为 互 之 稠密 
点 . 同样 , 对 于 点 上 则 只 要 考察 左 方 密度 
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设 4 是 点 集 E(f = yp) 中 稠密 点 的 全 体 , 则 由 定理 1， 
mA=mE(f=y)>b-a—se. 


若 zo € 4, 则 f(z) 在 zo 显然 是 近似 连续 , 只 要 把 E(f = wy) 取 作 定义 2 中 的 
EB 就 行 . 设 有 H 是 f(z) 的 一 切 近似 连续 点 的 全 体 , 则 内 测度 


mH>mA>b—-a—se, 
令 e 一 0, 则 得 
mH2b—a. 
因 五 C [a,9], 所 以 


b—-a<mH<mH<b—oa, 
因此 , FH 是 一 可 测 集 , mH =b 一 a. 定理 证 毕 . 


注意 上面 所 定义 的 密度 概念 可 以 有 如 下 的 推广 . 假设 hl > 0,h2 > 0,E(zo,hi, 
h2) = 书 : [xo 一 hi, Zo 十 h2], 如 果 比 
mbEl(zo, hi, h2) 
hi 十 ho 
当 hi 与 hz 独立 地 趋向 于 0 时 有 极限 存在 , 则 称 此 极限 为 EB 在 xo 的 密度 . 但 是 这 
个 推广 的 定义 , 并 不 改变 点 集 五 的 稀薄 点 集 , 也 不 改变 EB 的 稠密 点 集 . 事实 上 , 假 
设 zo 是 依照 定义 1 的 EE 的 黎 薄 点 , 那么 对 于 hi > 0,h > 0, 取 h= max(hi,h2), 则 
El(zo, hi, h2) C= E(xo, h), 
因此 
mbE(zxo, hi, h2) 
彤 1 十 ho 
因为 上 式 右 方 当 h 一 0 时 趋向 于 0, 故 
mEl(zo, hi, h2) 
3 th 
所 以 依照 推广 的 定义 , zo 也 是 五 的 稀薄 点 . 其 逆 显 然 是 真 的 . 所 以 我 们 用 上 面 的 定 
义 1 来 定义 密度 . 至 于 近似 连续 点 的 定义 不 论 密度 采取 何 种 定义 , 都 没有 关系 . 


< 2. mE(voh) 
2h 


87. 有 界 变 差 范 数 及 斯 蒂 尔 切 斯 积分 的 补充 


设 f(z)(a < z < b) 是 连续 有 界 变 差 函数 ， 它 的 导 函 数 f'(z) 几乎 处 处 存在 且 
j(z) 为 可 和 . 置 


po) = f(a)+ 1/ 本 r(e) = f(z) - p(z). 
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则 

f(7) = (Z) 十 7(Z)， 
其 中 w(z) 是 一 绝对 连续 函数 [并 且 f(a) = yp(a)]; 而 r(z) 是 一 连续 的 有 界 变 差 函 数 ， 
其 导 函 数 几 乎 处 处 等 于 0. 显然 的 , 只 有 当 f(z) 自身 为 绝对 连续 时 , r(z) 为 0. 


定义 ” 导 函 数 几乎 处 处 等 于 0 而 本 身 不 等 于 常数 的 连续 有 界 变 差 函 数 , 称 为 奇 
异 兄 数 . 


显然 的 , 奇异 函数 一 定 不 是 绝对 连续 的 , 否则 由 82 定理 2 知 其 必 为 常数 . 在 第 
八 章 82 之 末 所 述 的 函数 9(z) 就 是 一 个 奇异 函数 . 


定理 1 连续 有 界 变 差 函 数 f(z) 可 以 唯一 地 表示 如 下 : 
f(z) = p(7) + 7(z), 

其 中 wp(z) 是 一 绝对 连续 函数 , p(a) = f(a), 而 r(z) 是 一 奇异 函数 或 是 0. 

证 明 ”表示 的 可 能 性 已 在 上 面 讲 过 . 所 要 证 的 乃 是 它 的 唯一 性 .， 如 果 有 两 种 
表示 : 

f(z) = p(z) 十 rzZ) = yp1(7) 十 mi(zZ)， 
那么 
pz) 一 pl(zZ) = r(x) — 7(7). 

从 而 绝对 连续 函数 w(z) - pi(z) 的 导 函 数 几 乎 处 处 等 于 0. 因此 , ep(z) -pi(z) 

万 为 常数 . 但 w(a) = pl(a) = f(a), 所 以 
p(T) 三 pli(Z)， 

而 >(z) 三 ri(z)， 

定理 2 假如 f(z) 是 一 增 函 数 ，jf(z) = w(z) + r(z), 则 elz) 及 r(z) 都 是 增 
函数 . 


证 明 ”在 /'(z) 存在 之 处 , 显然 J(z) > 0. 因此 函数 
pe) -e+ f rat 
是 增 函 数 的 . 由 第 八 章 82 之 定理 5, 知道 
f ra < fe) > 


因此 
p(y) — p(x) < f(y) -~ f(z), 
这 就 是 r(z) < r(y). 
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推论 ”连续 增 函 数 f(z) 成 为 绝对 连续 的 必要 且 充 分 的 条 件 是 


b 
| jlzjdz = f(b) - f(a). (1) 


条 件 (1) 的 必要 性 是 很 明显 的 ， 反 过 来 , 假如 f(z) 不 是 绝对 连续 , 而 f(z) = 
p(z) +r(z), 其 中 p(z) 是 绝对 连续 函数 , r(z) 是 奇异 函数 , 则 
jb) — fla) = yp(b) — yp(a) +7(b) 一 r(a)， 
或 是 
b ; 
10)—f(0)= f f(s)ds + rl) —r(o). (2) 
此 地 的 奇异 函数 r(z) 是 一 增 函 数 但 是 不 等 于 常数 , 所 以 r(b) > r(a), 因此 (1) 式 不 
能 成 立 . 由 此 证 得 条 件 (1) 的 充分 性 . 
在 第 八 章 $3, 我 们 证 明了 : 凡 有 界 变 差 函数 可 以 表示 为 它 的 跳 有 函数 与 一 个 连 
续 有 界 变 差 困 数 的 和 . 
今 将 此 结果 与 定理 1 结合 起 来 , 就 得 到 : 凡 有 界 变 差 郴 数 f(z) 可 以 写成 如 下 的 
形式 : 
f(7) = yp(z) +r(z) + s(z), 
其 中 w(z) 是 一 绝对 连续 函数 , r(z) 是 一 奇异 函数 , 而 s(z) 是 f(x) 的 跳跃 函数 ( 自 
然 可 能 有 某 些 项 是 不 出 现 的 ). 
在 第 八 章 87 , 我 们 对 于 斯 带 尔 切 斯 积分 


b 
/ f(z)dg(z) 


当 g(z) 是 一 连续 函数 时 给 以 计算 . 如 果 9(z) 绝对 连续 , 那么 上 述 积分 可 以 归 到 勒 贝 
格 积分 的 计算 . 


定理 3 ”假如 在 [a, 耻 上 f(z) 是 连续 函数 , g(z) 是 绝对 连续 函数 , 则 
b b 
(5) f(z)dg(z) = (L) / f(z)g'(z)dz. (3) 
证 明 上 面 两 积分 的 存在 是 很 明显 的 , 今 要 证 明 两 积分 相等 . 设 a = zo < zl < 


Tz2 二.… < zn 二 b, 作 和 


= 5 f(g(znr) — gn)), 
大 一 OO 


估计 c 与 积分 
| f(z)9'(z)dz 
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之 差 . 因为 
g(Zzk+l) 一 9(Zk) = / g (T)dz, 
所 以 
b mn 一 1 prktl 
-人 f(s)ar = 5 UGO-flgGodr (4) 
k=0 ~ TK 


设 f(z) 在 [zk,zk+l] 上 的 振幅 是 wi, 则 由 (4) 得 


b 
三 由 jz)g'(z)dz 


n—l Tk+1 b 
Ve Jy. Ig'(z)ldr < a / [gz)laz, 
k=0 Tk 和 


其 中 a = max{wk}. 当 [zk,zk+l] 之 长 都 趋向 于 0 时 , a 一 0,c 趋向 于 上 jz)g' (zjdz. 
b [ea 
但 由 定义 limo = 1 f(z)dg(z), 定理 证 毕 . 


b 
这 样 一 来 , 关于 斯 蒂 尔 切 斯 积分 / f(z)dg(z) 的 计算 , 只 有 当 g(z) 的 分 解 中 有 


奇异 函数 存在 时 , 不 能 用 勒 贝 格 积分 及 级 数 的 和 表示 . 
与 定理 3 相似 可 证 


定理 4 当 f(z) 在 [a,b| 上 有 有 界 变 差 , 而 g(z) 为 绝对 连续 , 则 公式 (3) 成 立 . 


事实 上 , 在 这 个 情形 下 两 个 积分 的 存在 是 显然 的 . 不 要 什么 新 的 说 明 同 样 可 以 
得 到 (4) 式 . 如 果 wk 是 函数 f(z) 在 [zi, zk+1] 上 的 全 变 差 , 则 (4) 式 引 向 估计 


r- [ 本 


n—l 区 下 十 1 b 
<Du]f lvl < BV 
k=0 Tk 


其 中 6 表示 积分 “g/lz)ldz 中 的 最 大 值 . 剩 下 来 只 要 注意 到 当 差 ww,; _ mx 的 
最 大 数 趋 于 零 时 6 趋 于 零 . 
利用 定理 3 (或 4) 可 以 得 到 勒 贝 格 积分 的 种 种 性 质 . 例如 


定理 5 (分 部 积分 法 ) ”假如 f(z) 与 g(z) 都 绝对 连续 , 则 
b b 
/ f(z)g (z)dz + J g(z)f (x)dz = [f(z)g(z)]. (5) 
要 证 明 此 定理 , 只 要 将 公式 的 左边 写成 
b b 
. f(z)dg(z) + / g(z)df (z), 
然后 用 第 八 章 86 的 公式 (1) 即 可 . 
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但 是 , 关系 式 (5) 也 可 直接 证 得 , 只 要 从 绝对 连续 函数 f(z)g(z) 几乎 处 处 有 有 
限 导数 等 于 
jf(z)g (7) + f'(z)g(z) 
就 可 引出 . 


§8. 求 原 函数 的 问题 


在 第 五 章 85 , 我 们 已 经 解决 了 如 下 的 问题 : 假如 f(z) 是 一 连续 函数 , 它 的 导数 
f(z) 处 处 存在 且 为 有 界 , 则 f(z) 是 f'(z) 的 原 函 数 . 现在 我 们 要 研究 下 面 的 问题 : 
当 f'(z) 处 处 存在 (不 一 定 有 界 ) 时 等 式 


fo)=f(0)+ / f(at (1) 


是 否 一 定 成 立 ? 当 f(z) 是 绝对 连续 时 , 那么 (1) 式 显然 成 立 , 此 时 f(z) 只 是 几乎 
处 处 存在 . 但 是 一 般 地 说 , 即使 f(z) 是 一 个 连续 的 增 函 数 , 等 式 (1) 也 未 必 成 立 . 如 
第 八 章 82 中 之 6(z), 其 导 函 数 6'(z) 几乎 处 处 等 于 0, (1) 式 仍 不 成 立 . 现在 我 们 
要 讨论 的 问题 是 : f'(z) [不 说 f(z)] 满足 怎样 的 条 件 时 , (1) 式 能 成 立 . 


定理 1 假如 f'(z) 处 处 存在 且 为 有 限 , 那么 当 f'(z) 为 可 和 时 , 公式 (1) 成 立 . 
首先 证 明 两 个 引 理 : 


引 理 1 设 8B(z) 是 在 [a,b] 上 定义 的 有 限 函 数 , 它 在 每 一 点 的 一 切 导 出 数 都 不 
是 负数 , 那么 @(z) 是 一 增 函 数 . 


证 明 设 es 是 一 正 数 , 置 
$1(7) = @(z) + ex. 
假设 
$1(b) < $l(a). (2) 


那么 , 当 c= 2 时 , 下 面 两 数 


$1(b) — Bi(o), Bi(c) — Gi(a) 
至 少 有 一 个 是 负 的 . 设 [a1,b] 表示 fa, d 或 [c, 中 之 一 个 , 满足 
$1{b1) < $i(a1). 
置 o = 全 二 汪 , 那么 两 数 


$1(b1) — Bi(ci), Bi(c1) — Bl(a1) 
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中 至 少 有 一 个 是 负 的 . 设 [az, bz] 表示 [al,cl] 或 [c1,b1] 中 之 一 个 , 满足 
$1(b2) < Bi(a2). 
将 此 手续 继续 做 下 去 , 就 得 到 一 列 如 下 的 闭 区 间 {[an, bn]}: 
Bi(bn) < Blan) ([an,bn] © [an-i, bn_1)). : 
假设 zo 是 一 切 闭 区 间 [cb] 的 共同 点 , 则 对 每 一 个 nn， 
$i(bn) — Bi1(z0), Bi1(z0) 一 $i(an) 


中 有 一 个 是 负 的 . 如 果 Bi(b%) < B(xo), 则 置 hs, = 如 一 zo; 如 果 (bn) > $1 (x0)， 
则 置 hn = an 一 To. 那么 
本 $1 (zo 十 h.,) ~ $ (zo) 站 
hn, | 
选取 子 列 {A } 使 它 有 极限 (有 限 数 或 无 穷 大 ), 那么 就 得 到 G1(zx) 在 zo 有 导 
出 数 < 0: 


An 


DD (Xo) < 0, 
这 是 不 可 能 的 , 因为 
Do (7) 之 三 
在 [a,b] 上 处 处 成 立 . 
因此 , (2) 式 不 能 成 立 . 所 以 
$1(b) > Pila), 
即 
G(b)+ eb Bla) + ea. 
令 e 一 0, 力 得 
$(b) > $la). 
设 a < zy <b, 则 同样 可 得 $(y) > 8B(z). 引 理 证 毕 . 
引 理 2 设 yp(z) 是 在 [ab 上 定义 的 有 限 函 数 . 如 果 在 [a,b|] 上 几乎 每 点 , p(z) 


的 一 切 导 出 数 都 不 是 负数 , 并 且 在 [a, 昌 上 不 论 哪 一 点 , 没有 一 个 导出 数 会 变 为 一 cc， 
那么 p(z) 是 一 增 函数 . 


证 明 设 记 是 [a,9] 中 之 一 点 集 , 在 EE 中 任何 点 wp(z) 至 少 有 一 个 导出 数 是 负 
的 . 由 假定 ， 
mbE = 0. 
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由 第 八 章 82 的 定理 6, 存在 如 下 的 连续 的 增 函 数 o(z), 在 EE 中 任何 点 z， 
co'(z) = 十 oo. 
设 e> 0. 置 
$(7) = yp(7) 十 sa(z)， 
则 可 证 在 [a,9] 中 任何 点 B(x) 不 取 负 的 导出 数 . 事实 上 , 由 于 o(z) 是 一 增 函 数 ， 
G(T +h)— BT) 、2ZC 十 四 一 2(z) 
h h ) 
因此 当 zEE 时 ， 
DE(z) > 0. 
但 当 ze 五 时 , 8'(z) 是 存在 的 且 等 于 +oo, 因为 o'(z) = +oo 而 当 hn 一 0 时 ， 
Pp(Z 十 jn) — p(T) 


是 有 下 界 的 (否则 存在 导出 数 Dy = 一 oo0). 因此 对 于 所 有 的 z, 成 立 
DB5(z) > 0. 
因此 , 由 引 理 1, 知 $8(z) 是 一 增 函 数 . 就 是 说 , 当 z < y 时 ， 
8(z) < $(y), 
或 是 
p(T) + eo(7) < p(y) + eo(y). 
令 < 趋向 0, 乃 得 
2(z) < p(y). 
引 理 2 证 毕 . 
定理 1 的 证 明 我 们 作 函 数 en(z) 如 下 : 


_ Jf(z), f(r)<n, 
pn(Z) = 


n, f'(2) > n. 


则 


|pn(z)| < |f'(z)l, (3) 
所 以 pn(z) 是 可 和 的 . 置 


Rn(s) = f(s)— |/ -pnt, 
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则 可 证 明 R,(z) 是 一 增 函 数 . 为 此 首先 注意 几乎 处 处 成 立 
Rn(z) = f(z) 一 pn(z) > 0. 


因此 使 函数 Rs(z) 至 少 有 一 导出 数 取 负 数 的 点 z 的 全 体 是 一 个 测度 为 零 的 集 . 另 一 
方面 , 因 pw(z) < n, 所 以 
1 r+h 
i/ pn(t)dt < nn, 
于 是 
Ra(z+h)— Rn(z) , f(s+) -f(z) >» 
h es, h . 
因此 函数 Ra(z) 没有 一 个 导出 数 是 oo. 所 以 由 引 理 2, R,(z) 是 一 增 函 数 . 由 是 
Rn(b) > Rn(a). 
或 是 
b 
f(b) — f(a) > | pn(zjdz 
但 是 从 
lim pn(z) = f(z) 
与 (3) 式 , 即 得 ， ， 
im 了 pn(zjdz = / f'(z)dz. 
所 以 
b 
f(6) — f(a) > / f'(z)dz. 
同样 的 讨论 施 之 于 函数 -f(z) 的 话 , 则 得 


b 
f(b) — f(a) < / Fr(zjdz 

因此 ， 
f(b) = f(a) + / f(z)dz. 


定理 已 经 证 毕 , 因为 上 面 的 b 换 以 a < zx<b 中 之 任意 的 zx 也 是 成 立 的 . 
最 后 我 们 介绍 两 个 例子 . 
I 设 在 [0,1 上 和 定义 如 下 的 项 数 : 


f(T) = 了 和 sin = [六 
f(0)= 0. 
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这 个 盟 数 处 处 有 有 限 的 导数 : 


Fn} > sin = = cos (z > 0)， 


j(0) = 0. 


这 个 导 图 数 是 可 和 的 , 因为 
| 
f(D)|<3+ 2 
因此 函数 f(z) 满足 定理 1 中 所 有 的 条 件 . 但 是 f'(z) 不 是 有 界 的 , 所 以 不 能 应 用 第 
五 章 85 中 所 述 的 定理 . 
II. 设 在 [0,1 上 定义 了 函数 


f(z)= x? cos 三 (2 > 0); 
f(0} = 0. 


这 个 函数 也 处 处 有 有 限 的 导数 f(z), 但 后 者 不 是 可 和 的 . 事实 上 , 当 0<a< 
6 < 1 时 f(z) 在 [a,B] 中 为 有 界 , 因此 


8 
n Tr 
人 f'(z)dr=B 008 万 -Q cos -5 


特别 取 


则 
Bn . ] 
人 f (zr)dz = 5 
但 闭 区 间 [a。, Bn](n = 1,2,3,…) 是 两 两 不 相交 的 . 这 就 是 说 , 如 果 
E = Dp _ [om; Bl 
n=1 
则 


| 
‘(zx)|dr > ~ 一 二 . 
| Oe > D+ 


所 以 f(z) 不 是 可 和 的 . 因此 依照 勒 贝 格 的 积分 , 从 导电 数 的 积分 , 不 一 定 可 以 获得 
原 隔 数 . 佩 龙 - 当 茹 瓦 积分 是 勒 贝 格 积分 的 拓 广 , 依照 此 种 积分 手续 完全 可 以 解决 这 
个 问题 . 这 个 手续 将 在 第 十 六 章 中 叙述 . 
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第 九 章 的 习题 


.可 和 消 数 在 它 的 每 一 个 勒 贝 格 点 是 近似 连续 的 , 但 其 逆 不 真 . 
.对 于 有 界 的 可 测 函 数 而 言 , 勒 贝 格 点 与 近似 连续 点 相同 . 
. 设 在 点 zo, f(z) 是 其 不 定 积分 的 导数 , 单 是 在 此 假定 下 ,天 数 f(z) 在 点 zo 未 必 是 近似 


连续 . 


4. 假如 f(z) 之 所 有 导出 数 都 满足 不 等 式 |Df(z)| < K, 那么 f(z) 满足 利 普 希 茨 条 件 . 
5. 假如 函数 下 [F(z)] 对 于 所 有 的 绝对 连续 函数 f(z) 常 为 绝对 连续 , 则 严 (z) 满足 利 普 希 茨 条 


10. 


11. 
12. 


13. 


14. 


件 (T. M. 菲 赫 金 哥 尔 茨 ). 


. 设 f(z) 是 在 [ae, 吕 上 定义 的 函数 . 如 果 对 于 任 一 正 数 <, 常 有 这 样 的 5 : 当 有 限 个 的 区 间 


{(ax, bk)}, 其 全 长 小 于 6 时 , 不 等 式 


> _{jf(bk) — flar)}| <e 
大 一 1 


常 成 立 , 则 f(z) 必 满 足利 普 希 茨 条件 2 (T. M. 菲 赫 金 哥 尔 茨 )， 


. 用 直接 的 方法 证 明 下 述 巴 拿 赫 - 扎 列 茨 基 定理 的 特殊 情形 : 如 果 连 续 的 严格 增 函 数 具 有 性 质 


(入 ), 则 此 函数 是 一 绝对 连续 的 函数 . 


. 设 f(z) 在 [a,8] 上 是 连续 的 , 而 EB 是 如 下 的 这 种 点 的 全 体 : 在 EE 中 各 点 f(z) 至 少 有 一 个 


导出 数 不 是 正 的 . 假如 EB 之 像 f(E) 不 包含 任何 闭 区 间 , 则 f(z) 为 增 函 数 (A. 济 格 蒙 德 
(A. Zygmund)). 


.利用 上 题 结 果 , 推广 82 之 引 理 2: 如 果 f(z) 在 [a,b] 上 是 连续 的 , 几乎 在 [a, 如 上 每 点 ,f(x) 


之 一 切 导出 数 都 不 是 负 的 , 而 f(z) 至 少 有 一 个 导出 数 取 -co 的 点 z 之 全 体 至 多 是 可 数 的 ， 
那么 f(z) 是 一 增 函数 . 
设 连续 函数 f(z) 的 导数 九 (z) 处 处 存在 , 且 f'(z) 是 可 和 的 . 假如 E(|f'| = +oo) 至 多 是 
一 可 数 点 集 , 则 f(z) 为 绝对 连续 (利用 上 一 习题 的 结果 ) 
处 处 具有 有 限 导 数 的 函数 具有 性 质 (N) 
连续 的 严格 增 函数 f(z) 为 绝对 连续 的 必要 且 充 分 的 条 件 是 : P(z) = +oo 之 点 z 的 全 体 刀 
之 像 f( 忆 ) 成 一 测度 为 零 的 集 (M. A. 扎 列 芯 基 ). 
连续 的 严格 增 函数 f(z) 之 反 函数 成 为 绝对 连续 函数 的 必要 且 充 分 的 条 件 是 mE(f' = 0) = 0 
(M. A. 扎 列 芯 基 ). 
设 在 [a,8] 上 已 给 可 和 哨 数 f(z) (n = 1,2,3,…). 如 果 对 于 每 一 可 测 集 已 c [a,b] 存在 着 
有 限 极限 lim， 三 f(z)dz, 则 存在 着 这 样 的 可 和 函数 f(z) 使 得 对 于 任意 的 有 界 可 测 函 数 
g(z) 有 2 ， 

im { f(a)gle)ar = 人 yz)g(z)dz 


@ 这 个 结果 表示 在 绝对 连续 的 定义 中 , 不 能 将 区 间 (a ,bx) 需 为 两 两 不 相交 的 条 件 除去 . 


@ 这 个 问题 可 以 用 第 九 章 的 方法 来 解决 . 用 十 三 章 的 材料 可 以 更 简单 些 . 
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在 本 章 中 我 们 打算 将 实 变 函 数论 方法 用 到 特定 的 分 析 问 题 上 去 ,顺便 也 讲授 函 
数论 中 的 一 些 新 的 知识 
81. 奇异 积分 的 概念 


为 了 使 读者 便于 认识 奇异 积分 这 个 重要 概念 的 基础 知识 , 我 们 先 从 例题 谈 起 . 
设 有 郴 数 


Gn(t, 7) = = 。 SS (1) 
国定 n 和 Zz, 而 0<t<1. 那么 这 个 函数 是 t 的 连续 削 数 . 于 是 对 任意 可 积 函 数 f(t)(0<t+<1) 
可 以 置 ja 

n t}at 
je = I (2) 


设 0<z<1. 假 如 f(t) 在 t= zx 是 连续 的 话 , 那么 我 们 可 以 证 明 
lim fn(z) = f(7). (3) 
为 此 首先 注意 到 , 当 n 一 oo 时 ， 


- = ww at 
/ $n (t, rT)dt 一 2/ Ti nll 十 n2(t Ee Z)2 


1 1 广 ” 看 
:/. 1 十 z2 :/. 1+22 (4) 


因此 , 要 建立 (3), 只 要 证 明 


r= fn) fo) Sloat = 2 Ts 
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当 n 一 co 时 趋向 于 0 就 够 了 . 
为 此 目的 , 对 于 任意 的 < > 0, 取 5 > 0, 使 当 |t 一 z| < 6 时 , |f(t) 一 f(z)| < s. 不妨 假定 
0<z-656<zx++6<1. 将 rn 写成 


_n f/”® f(t)— f(z) n 1f*+5 f(t)— f(z) 
"=2/ m+/ Ee 
nf fH) fr) ， 
+ d= Ant Bo 十 Cr 


首先 估计 Bn: 
n 请 ”GD 一 Ka) mA 出 
lanl<2/ sd<e. 


RT yz 一 5 1 十 m2(t 一 工 )2 二 1+n2(t — 7z)? 


pp sf dz 
fw 1+2z? I 
在 积分 4, 中 |t 一 z| > 6, 因此 
4(0) 


n rT—6 
|An| < zr |f{t) — f(z)ldt < 
其 中 A(6) 与 m” 无 关 . 同样 可 得 


C(6) 


ICn| < ——， 
nn 


由 是 ， |rn| < < 十 2 


因此 , 当 n 适当 大 时 ， 
|rn| < 2e. 
故 当 n 一 co 时 , rn 趋向 于 0, 于 是 证 得 (3). 
不 难 了 解 (3) 式 的 成 立 基 于 6B,(t, z) 的 哪些 性 质 . 关键 在 于 , 当 z 与 t 的 值 多 少 有 些 可 觉察 
的 距离 时 , 对 于 非常 大 的 n, Ba(t,z) 之 值 非常 的 小 . 因此 , 积分 (2) 的 值 是 由 被 积 函数 在 zx 附近 
的 函数 值 所 支配 , 但 当 点 t 靠近 z 时 , f(t) 之 值 几乎 等 于 f(z) ( 因 当 上 = z 时 , 它 连续 ). 所 以 当 
n 很 大 时 , 将 f(z) 代替 f(t) 时 , 积分 (2) 之 值 改 变 得 很 少 , 就 是 说 , 积分 (2) 几乎 等 于 


nf at 
1 四 于 Tr ay 
再 应 用 (4), 所 以 就 几乎 等 于 f(z). 
如 上 的 函数 Bn(t,z) (n = 1,2,3,… ) 称 为 核 . 核 之 准确 定义 如 下 : 


定义 ” 设 函 数 gn(t,z) (n == 1,2,3,-…) 定义 于 正方 形 : a < t < b,a < zx < b; 对 于 每 一 个 
固定 的 x, 关于 t 是 可 和 的 . 当 a< a<z<Bsgb 时 ， 


8 
im 人 En 人 (tz)dt = 1, 


则 称 函 数 @n(t z) 是 一 个 核 . 
若 @r(t,z) 是 一 个 核 , 称 具 有 形式 


b 
所 (2) = / Bn (tz) f(t)dt 
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的 积分 为 奇异 积分 . 

这 种 积分 的 理论 有 很 多 用 处 . 这 理论 的 主要 问题 在 于 建立 当 n 一 co 时 积分 f(z) 的 极限 值 
与 函数 f(t) 在 上 =z 的 函数 值 间 之 关系 . 由 于 改变 f(t) 在 一 点 的 函数 值 时 并 不 影响 f(z) 之 值 ， 
所 以 必须 要 求 f(t) 在 点 上 = z 之 函数 值 f(z) 与 它 在 近 旁 点 的 函数 值 有 关系 . 这 种 关系 中 最 简单 
的 形式 乃 为 f(t) 在 上 = z 为 连续 . 此 外 , 如 f(t) 在 上 = zx 为 近似 连续 , 如 z 点 为 f(t) 之 勒 贝 格 
点 等 等 . 

此 地 我 们 要 引入 勒 贝 格 的 一 个 定理 , 以 备 将 来 之 用 : 


定理 1 (H. 勒 贝 格 ) ” 设 在 [a,b|] 上 有 一 列 一 臻 有 界 的 可 测 郧 数 gp1(t), p2(t), ps 人 (ti …: 
Ipn(D| < K. (5) 


假如 对 于 [a, 中 所 有 的 c 成 立 
im pndt=0, (6) 
那么 , 对 于 [a, 蝇 上 可 和 的 任何 函数 f(t), 等 式 


b 
Jim, /7(Own(Ddt =0 (7) 
成 立 
证 明 ” 设 [a, gj 是 含 在 fo, 可 中 的 一 闭 区 间 , 则 由 (6) 式 ， 
li n{t)dt = 0. 8 
Jim, mg (8) 


首先 假设 f(t) 是 一 连续 上 函数. 对 于 es > 0, 于 [a, 唱 中 作 如 下 的 分 点 : zo = a < Zi < zz2 < 
… < 和 zm = 三 b, 使 f(t) 在 [zx-1,Zx] 上 的 振幅 小 于 e(k = 1,2,.… ,mm). 那么 


b We pe 
/ f(t)pn (tdt = 史 / [f(t) = f(zn)]pn(t)at 
Da k=0 " Tk 


+ 2 Ja wnat (9) 
k=0 Tk 


但 是 


fv - f(zn)len() dt ee 


所 以 (9) 式 右 方 第 一 和 式 不 大 于 Ke(b 一 a). 对 于 (9) 式 的 后 一 和 式 , 由 (8) 可 知 当 n 一 co 时 趋 
向 于 0, 所 以 当 n > no 时 亦 小 于 e. 所 以 对 于 这 种 m， 


全 (own(odi <elK(b—a)+1), 


由 是 , (7) 式 当 f(t) 为 连续 函数 时 成 立 . 
其 次 , 设 f(t) 是 一 有 界 可 测 函 数 : 


17Gb)| < M. 
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设 e > 0, 由 卢 津 定理 , 有 连续 函数 g(t) 适合 于 


mE(f 9)<e, lg(t)|< M. 


于 是 b b b 
站 flt)pn(t)dt = / [fb — g(t pn(t)dt + / ta 
但 


一 


b 
] py 00) ~ glolen (Wat | 人 LO 一 ojen(9d| < 2K Me. 
bg 9 


b 
而 积分 / gpndt 由 已 经 证 明之 结果 , 当 n 充分 大 时 , 其 绝对 值 小 于 a. 因此 对 于 这 种 nn 


] / gE Opn) < (2KM + 1)a, 


由 是 , (7) 式 当 f(t) 为 有 界 可 测 函 数 时 成 立 . 

最 后 , 设 f(t) 是 一 任意 的 可 和 函数 . 

对 于 es > 0, 由 于 积分 的 绝对 连续 性 , 存在 如 下 的 5 > 0 : 当 [a, 中 的 可 测 集 e 的 测度 
me < 6 时 ， 


/ f(Dlat < e. 
然后 用 第 四 章 84 的 定理 1 , 作 有 界 可 测 肾 数 g(t), 使 


mE(f #9) < 0. 


不 妨 假设 , g(t) 在 点 集 E(f 关 9) 上 取 值 0. 那么 


b b b 
f tenat= /GO -sos(Dd+ 三 sen(Ddt 


f ve sllen (Wat 一 ho,, flt)pn(t)dt 


< Ke, 


b 
又 当 n 足够 大 时 / gpndt| 小 于 <, 因此 对 于 这 种 m， 


b 
] fpn (ta a 
定理 证 毕 ， 
例 ” 设 pn(t) = cosnt. 则 


人 二 二 sin mc — sinna _ 
a n 


此 时 {gn(t)} 显然 满足 定理 1 中 所 说 的 两 个 条 件 . 同样 的 , 对 于 pn(t) = sinnt, 也 是 如 此 . 因此 
证 得 下 面 的 定理 : 
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定理 2 ( 黎 曼 - 勒 贝 格 ) ” 设 f(t) 是 [a,b] 上 的 任 一 可 和 函数 , 则 
b b 
Jim, / f(t) cosnidt = im 人 f(t)sinntdt = 0. 
特别 是 , 可 和 函数 f(t) 的 傅 里 叶 系数 
an 一 = f(t)cosntdt, bn 一 2:/ f(t) sin ntadt 
当 n 一 co 时 趋向 于 09. 
如 果 关 系 (7) 对 于 任 一 在 [a,9 上 为 可 和 的 函数 f(t) 成 立 ， 那 么 称 序 列 {pn(t)} 梯 收 
效 于 0@. 
82. 用 奇异 积分 在 给 定点 表示 函数 
今后 若 没有 特别 说 明 , 都 假定 核 5, (t,xz) 当 n 及 z 固定 时 是 t 的 有 界 函 数 . 那么 奇异 积分 
b 
f(z)= /Gal o)f (0 
对 于 任何 可 和 函数 f(t) 都 有 意义 . 
定理 1 (H. 勒 贝 格 ) 如 果 对 于 固定 的 z 及 任意 的 5 > 0, 核 Bn(t,T) 在 两 个 区 间 
[la,z—6], [z+56,b] 
中 都 弱 收敛 于 0, 且 
/ [Gn lt, 2)ldt < H(z), 
而 及 (Z) 与 ni 无关, 那么 对 于 任意 可 和 函数 f(t), 在 其 连续 点 z, 成 立 
im fn(7z) = f(z). 
证 明 ” 因 6,(t,zx) 是 一 个 核 , 所 以 
lim £ Gn,(t, 2)dt = 1. 
所 以 只 要 证 明 
lim, /LO - f(a)l snlt, 2)dt =0 
就 行 了 . 为 此 目的 , 对 于 e > 0, 取 65>0 使 当 |t 一 z|<5 时， 
e 
f(t) — f(z)| < 3 
那么 对 于 任意 的 mw， 
/ ， [f(t) — f(z)] $n (t, x)dt| < 了 


中 当 f(t) 为 平方 可 和 时 , 这 个 命题 从 立 (a2z + 好 ) < co 可 以 明白 . 
四 此 地 与 泛 函 分 析 中 的 定名 有 些 出 入 . 
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但 当 m 一 co 时 , 两 积分 
Z 一 6 b 
[UORUO LA TE NORIO LA 
a I 十 


都 趋向 于 0. 因此 必 有 no : 当 n > no 时 , 两 积分 的 绝对 值 都 小 于 5. 因此 当 n > no 时 ， 


fu LAG 二 
定理 证 毕 . 


这 个 定理 是 关于 可 和 函数 在 连续 点 的 表示 , 但 是 可 和 吗 数 可 能 没有 连续 点 , 所 以 这 个 定理 的 
重要 性 大 为 减少 . 

对 于 可 和 本 数 在 下 面 的 一 些 点 处 , 上 面 的 表示 问题 较为 重要 : 在 其 函数 值 等 于 该 函数 不 定 积 
分 导数 的 那 种 点 ; 或 者 是 该 函数 的 勒 贝 格 点 .因为 我 们 已 知 这 两 种 点 都 几乎 填 满 函数 的 定义 闭 区 
间 写 .下面 我 们 要 研究 这 种 表示 问题 . 


引 理 (I. IT. 那 汤 松 ) ” 设 f(t) 是 在 [a, 外 上 定义 的 可 和 函数 , 且 具 有 如 下 的 性 质 : 


1 人 Q 十 凡 
M = i 全 1(0|) < 十 co. (1) 


那么 对 于 任何 一 个 在 [a, 趾 上 为 可 和 的 非 负 的 减 函数 g(t), 积分 
b 
. f(t)g(t)dt (2) 
是 存在 的 (在 t 二 a 可 能 是 积分 的 反常 点 ) 且 成 立 


] 让 fC <w 1/ gl)dt (3) 


所 可 注意 的 是 : 在 引 理 的 假定 中 , 不 排除 g(a) = +oo 的 情形 ， 如 果 g(a) < 十 oo, 那么 g(t) 
乃 为 有 界 . 于 是 积分 (2) 常 存在 且 是 普通 的 勒 贝 格 积分 . 

要 证 明 引 理 , 不 妨碍 一 般 性 可 假设 g(b) = 0. 事实 上 , 如 果 不 是 这 样 , 那么 替代 g(t) 我 们 引进 

一 个 晒 数 g*(#) 如 下 : 
有 人 如 果 a<t<b; 
0, 如 果 t=b. 

如 果 本 定理 对 于 g*(t) 是 真 的 , 那么 对 于 g(t) 也 是 真 的 , 因为 将 g*(t) 改 为 g(t) 时 并 不 影响 我 们 
的 积分 值 . 所 以 不 妨 假定 g(b) = 0. 

设 a<a<b, 在 [a,b| 上 函数 g(t) 为 有 界 , 则 积分 


b 
/ flt)g(t)dt (4) 


G 对 于 可 和 《更 一 般 为 可 测 的 ) 函数 的 另外 一 种 “正则 点 是 近似 连续 点 .但 是 这 种 点 对 于 奇 
异 积分 理论 而 言 不 很 有 兴趣 , 因为 在 I. Natanson, Sur la reprksentation des fonctions aux points de 
continuité approximative par des infégrales singulieres ( 那 汤 松 ， 有 关上 函数 在 近似 连续 点 用 奇异 积分 
的 表示 ), Fund，Math., 18, 1931, 99-109 页 中 已 证 : 不 存在 这 种 奇异 积分 , 它 可 以 表示 任何 可 和 郴 
数 在 其 所 有 近似 连续 点 的 值 . 
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当然 存在 .如果 置 
F(t) = / f(u)du, 
则 积分 (4) 可 以 用 斯 蒂 尔 切 斯 积分 表示 : 


b b 
/ f(t)g(t)dt = | g(t)dF(t), 


由 分 部 积分 法 , 乃 得 
[ 00 = P(g) + f° FOOat-gl) 
由 (1) 式 ， 
FO < M(t — a), (5) 
又 因 g(t) 是 一 减 图 数 , 所 以 
g(a)(a— a) < 站 g(t)dt. (6) 


因此 ， 
IF(a)g(o < M glt)dt. 
另 一 方面 , g(t) 是 一 增 函 数 , 所 以 由 (5) 式 ， 
b b 
| / Pla-g(t)] i 
将 上 面 右边 的 积分 由 分 部 积分 法 改写 为 
b b 
/ (£— a)dl—g(t)] = g(a)(a = a) + 4 g(t)dt. 


由 此 与 (6), 就 得 到 
b b 
fe wa-o0 < f sa 
综合 上 面 所 述 , 乃 得 


] 下 (Og < M { / i 人/ | ood| (7) 


这 个 不 等 式 虽然 在 假定 g(b) = 0 下 证 得 的 , 但 是 根据 上 面 的 解释 , 易 知 没有 这 个 限制 , (7) 式 
也 是 真 的 . 因此 我 们 可 以 将 上 限 b 换 以 8, 其 中 a < 86 <b. 当 a 及 B 均 趋 向 于 a 时 , 就 得 到 


Mi / "f(t)g(tdt = 0, 


因此 知道 积分 (2) 是 存在 的 . 于 (7), 令 a 一 a, 即 得 (3) 式 . 引 理 因此 证 毕 @. 
中 (3) 式 中 的 M 不 能 再 减 小 , 因为 当 f(t) = 1 时 , (3) 式 变 成 等 式 . 
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定理 2 (II. MH. 罗曼 诺 夫 斯 基 (IIT. MH. PomaHOBCKM 贡 )) 设 核 B,,(t,z) 是 正 的 且 具 有 
如 下 的 性 质 : 固定 n 与 x 时 ,的 函数 $,(t,T) 在 [az] 增 而 在 [z,b| 减 , 那么 对 于 任何 可 和 函数 
f(t), 当 f(z) 为 f(t) 之 不 定 积 分 在 t= 二 工 的 导数 时 , 等 式 
Wim, f(r(t, 2)at = Ha) (8) 
证 明 因为 8,(t,z) 是 一 个 核 , 所 以 只 要 证 明 
b 
Jim, /CGO f(a) Gn(t,z)dt =0 (9) 
就 够 了 . , 
将 (9) 中 积分 分 成 两 部 分 : / 及 | . 此 地 只 研究 第 二 部 分 , 对 于 第 一 部 分 可 以 同样 处 理 . 
对 于 < > 0, 取 这 样 的 正 数 5 : 使 当 0 <h<56 时 ， 
. 1 I 十 hh 
g /~ ta) <e 
此 事 之 可 能 , 由 于 f(z) 为 f(t) 的 不 定 积分 在 t = z 的 导数 . 
那么 应 用 前 述 之 引 理 ， 
I 二 5 T 十 6 b 
I/ [f(t) — f(z)] Gulbz) dt < = $n(t, rT)dt < ef $n (t, x)dt, 
因 


b 
im 人 $n (t, rT)dt=1, 
人 一 OOD a 


b 
所 以 / ZB (t,z) dt (n = 1,2,3,.…) 是 有 界 的 . 因此 存在 如 下 的 K(z) : 


Bn{t, Tz)dt < 天 (z)， 
J 
T+ 
fv -ren sa < cre) a 
另 一 方面 , 如 果 十 6<t <b, 则 


I+6 
Pn(t, I) < Bn(T+6,T) < ;/ $n (t, T)dt < 二 


所 以 函数 pn(t) = Bn(t,7) 在 闭 区 间 [z 十 6,9] 上 为 一 致 有 界 即 满足 81 中 定理 1 之 条 件 (5). 又 
那 边 的 (6) 式 所 述 条 件 也 是 满足 的 , 因为 6B,(t, xz) 是 核 . 因此 6B,(t,7z) 在 [z 十 6,09] 中 弱 收 敛 于 0. 
所 以 当 n 适当 大 的 时 候 ， 


b 
] / UC) ~ f(a) ntadi 
对 于 这 种 n, 将 此 式 与 (10) 式 合并 , 乃 有 


b 
| 0 ~ tolb sat) < elK(w) +1] 
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因此 
lim, { U0 — fo Got, sdt =0. QD 
定理 证 毕 | 
我 们 将 此 定理 应 用 到 魏 尔 斯 特 拉 斯 积分 


Wn(7) = 万 [ e™™ (t—«) f(t)dt. 
函数 


a 
Wn (t, £2) = 亏 c (t—2)2 


是 核 , 因为 当 a <z<B 时 


站 Wan(t, Z)dt = — Fe di da 
nl(t,T)dt = —— e ”dz 一 一 - e ”dz 一 1 
Cr VT n(ao—z) VT 一 Do 


这 些 函 数 Wn(t,z) 是 正 的 , 且 在 a < t 和 xz 是 增 的 , 在 zx < t < b 是 减 的 . 因此 , 对 于 所 有 的 
f(t) eE LIL, 对 于 每 一 点 z, 当 f(z) 是 f(t) 的 不 定 积 分 在 t = z 的 导数 时 , 成 立 


lim Wn(z) = f(z). 
为 便利 计 , 我 们 规定 下 面 一 个 名 称 , 如 果 F(t,z) 与 V(t,z) 有 如 下 的 关系 : 
|®(t, 7)| < V(t,z) 


并 且 丈 (t, x) 当 z 固定 时 在 [a, z] 为 t 的 增 函 数 , 在 [z,b] 为 t 的 减 辆 数 , 则 称 (t,x) 是 B(t, z) 
的 峰 形 优 函 数 . 


定理 3 (五. K. 法 捷 耶 夫 ( 工 . K. 更 ammeeB)) 如果 核 Bn(t,X) 对 于 每 一 个 n 有 一 个 峰 
形 优 画 数 风 (t, zj) 且 有 KK(z) 适合 


下 Wnt{t, Tdt < 政 (zZ) < 十 oo 


时 , 那么 对 于 任何 函 教 f(t) EL, 当 寺 =Z 为 f(t) 的 勒 贝 格 点 时 , (8) 式 成 立 . 
证 明 “于 此 只 要 证 明 (11) 式 成 立 就 够 了 . 对 于 <s > 0, 取 这 样 的 正 数 5, 使 当 0 < h < 6 时 ， 


I 十 hh 
x/ 0 -falat<e. 


根据 引 理 , 乃 有 
I+6 T+6 
| LUGE fo)} gale, s)d GA 
外 zr 2 
< = y(t, x)dt DAL 


另 一 方面 , 在 [z + 6,0| 中 , 函数 列 pn(t) = Bn(t,z) 弱 收 敛 于 0. 因为 当 t€ [zx 十 6, 时， 


K(z) 
sy 


Z 十 5 
[Blt,2)| 加 (zz) < Pnlz + 6,7) < ;/ ya(t, £)dt < 
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注意 到 这 个 事实 以 后 , 知道 法 捷 耶 夫 定 理 之 证 明 与 上 述 定理 2 之 证 明 相 同 . 
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在 第 七 章 §83 中 , 我 们 已 经 定义 过 函数 f(z) 关于 任 一 规范 正 交 系 {wk(z)} 的 傅 里 时 级 数 . 特 
别 , 取 规 范 正 交 系 为 三 角 函 数 系 


1 COST sinT cos27z sin2r 


Var’ oa Vi ye | (1) 
则 f(z) 的 傅 里 叶 级 数 就 是 


3 十 > (ak cos kz + bx sin kz), (2) 
k=1 
其 中 i i 
ak 一 :/ f(x)coskzdr, br = +:/ f(z)sin krdz. (3) 


在 第 七 章 中 我 们 假设 f(z) e Lz. 这 个 假设 保证 我 们 对 于 任 一 规范 正 交 系 , 函数 f(z) 的 傅 里 
叶 系 数 
b 
Ck 一 / f(r)wr(r) dr 
是 存在 的 . 但 是 (1) 中 一 切 函 数 是 有 界 的 , 所 以 只 要 f(z) 是 可 和 函数 , 那么 (3) 式 所 表示 的 系数 
以 及 (2) 式 总 是 存在 的 . 
关于 (2) 式 的 收敛 问题 之 讨论 , 需要 研究 几 个 奇异 积分 . 事实 上 , 设 


Sn(T) = 也 十 》， (ak cos kz 十 pk sin kz), 
k=1 


则 由 (3) 式 ， 
1 /11 
Sn(z) = = 人 _ 十 uh | f(t)adt. 
利用 熟知 的 公式 
. 2 十 1 
1 n Sin 5 
= + 》 coska = 一 一 人生 一 ， (4) 
2 k=1 2sin 了 


I. K. 法 捷 耶 夫 (“OO mrpemcraameamza cyMmmupyemnx 中 yHKIN 首 CHHPYIHPHEIMH MHTErpanaMu 
B TowkKax Lebesgue’a”, Marem. c6o0pHux, 卷 1 (43), Ne 3, 1936, 351~368 页 ) 证 明 , 要 (8) 式 对 于 
所 有 f(t) e 工 在 t=z 为 勒 贝 格 点 成 立 的 话 , 定理 中 的 条 件 也 是 必要 的 . 

四 这 个 公式 是 容易 导出 的 . 为 此 只 要 将 下 列 诸 式 边 边 相 加 : 


sin (k+ 3) osin(k-3)o = 2sin3coska a 


: 性 . 人 
sin 一 = sin 一. 
2 2 


这 就 给 出 

. 1 .all 志 

sin (n+ 3 Qa 一 2sin = EE + costal 3 
从 而 得 到 (4). | 
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所 以 给 出 如 下 形状 的 和 式 : 
2 十 1 


r Sin (t— Zz) 
so= 去 三 — f(t (5) 
2 


称 这 个 积分 为 狄 利 克 雷 奇异 积分 . 

现在 我 们 不 预备 讨论 (2) 式 的 收敛 问题 , 读者 如 有 兴趣 , 可 参阅 A. 济 格 蒙 德 (A. Zygmund) 
的 三 角 级 数论 吕 . 但 是 我 们 要 讨论 一 下 级 数 (2) 依照 切 萨 罗 (Cesaro) 方法 求 和 的 问题 . 此 法 是 
求 最 初 m 个 Sk(z) 之 算术 平均 
So(Z) 十 Sa(z) 二 十 Sn-1(Z) (6) 
的 极限 . 显然 , 当 (2) 式 在 点 z 收敛 于 5S 时 , 则 on(z) 亦 收敛 于 5. 但 当 (6) 式 的 极限 存在 时 , 级 
数 (2) 却 未 必 收 敛 多 . 

利用 (5) 式 , 将 cn(z) 写 为 


Cn(Z) = 


"0 || 
k=0 


2nn / in 二 = 
由 于 
cos2ka — cos2(k+1)a=2sinasin(2k + 1)a (k=0,1,..…,n— 1), 
所 以 ， 
2sin a 和 sin(2k + 1)a = 1 一 cos2mna 一 2sin2ma. 
大 一 0 
因此 ， 
从 一 1 5 
> sin(2k 十 1)a = a (7) 
sin a 
利用 (7) 式 , 乃 得 
， tt 一 1]? 
1 r | snmn 一 7 
ro = Bi or fa (8) 
sin 一 一 一 


称 积分 (8) 为 费 耶 尔 (L. Fejér) 奇异 积分 . 我 们 要 证 明 它 满足 法 捷 耶 夫 定理 中 的 条 件 . 
首先 , 依照 公式 (3) 得 函数 f(t) = 1 的 傅 里 叶 系数 为 


06 王公 0 一 (k= 1, 2,.…). 
所 以 , 对 于 这 个 函数 


Sn(z) 王 1 (n = 0, 1, 2,.…), 
DA. 济 格 蒙 德 ， TpurogomeTrpudeckue PRIH TOHTH, 1939., 
四 参考 例如 WI. WI. 普 立 瓦 洛 夫 , Panpt Bypbe，OHTH, 1934, 或 TI. B. 康 托 罗维奇 (JI. B. 


KagTopoBuy), OmnpenenegHHe MHTerpambl I pAAE Bypbe, nw3n, JITY, 1940, 或 TT. M. 菲 赫 金 哥 
尔 茨 , 微 积分 学 教程 , 卷 3, TTTH, 1949 (第 8 版 中 译本 , 北京 : 高 等 教育 出 版 社 , 2006 年 ). 
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因此 cn(z) = 1. 
用 费 耶 尔 积分 表示 an{z), 得 
1 T a 3 2 
pe i dt = 1. (9) 


我 们 考虑 点 ze (一 x,7). 设 一 ra<zr<Bsg7, 则 当 te |[-7,a] 时 ， 


1 1 1 
2t—Zz ce . 让 
sin 
2 2 2 


因 之 ， 


其 中 4(z,a) 与 n 无 关 . 由 是 ， 


i 

| a 

ma /|| wo 
mn 一 oo 2NT J_, 2 7 


同样 可 证 [6,r] 上 的 积分 , 当 n 一 co 时 , 趋向 于 0 . 将 此 两 结果 与 (9) 式 联 系 , 得 到 


因此 , 函数 

1 Sinn | 

27mTr 上 一代 

2 
是 一 个 核 . 
对 于 此 核 容易 造 出 它 的 峰 形 优 函数 , 因为 |sinz| < |z|, 从 而 一 > 三. 但 -二 -> 1， 
所 以 SI 之 4 SiN 之 
2 
(+) 

故 


. 2n(t— 人 Zz) 2n2(t — 2)? 
OO 
2 nt—z)i+4 人 


. 284 . 第 十 章 ”奇异 积分 、 三 角 级 数 、 凸 函数 


另 一 方面 , 当 |z| < 工 时 , |sinz| > =|zl. 所 以 @ 


.2t— 1 
sin? Ee 之 一 {t 一 z)”2. 


(11) 
由 (10) 及 (11) 式 , 乃 得 


Mt 
1 2 
Dn ,tt—zi 
2 


1 2n2(t — 2)? 不 2 NT 


COCO 人 GC 


< 二 一 一 一 一 一 一 一 . 
2nr 7m2(t 一 Z)2 十 4 (tt 一 Z)2 n2(t—2z)?+4 


SI1Nn 


函数 一 一 一 是 费 耶 尔 核 的 峰 形 优 函 数 . 因 


mn2(t 一 Z)2 十 4 
和 nT too rdz m2 
六 EJ ep Ey a f 抱 22+4 2， 
故 优 函 数 的 积分 小 于 一 个 绝对 常数 . 
因此 , 费 耶 尔 积分 满足 法 捷 耶 夫 定 理 中 一 切 条 件 . 由 是 证 得 如 下 的 定理 . 


定理 1 (L. 费 耶 尔 -H. 勒 贝 格 ) ”在 [7, 十 "|] 上 , 等 式 


lim, on(z) = f(z) (12) 
几乎 处 处 成 立 . 


这 个 关系 式 对 于 f(t) 的 任 一 勒 贝 格 点 成 立 , 当然 对 于 [一 ,十 7] 中 f(t) 的 连续 点 也 成 立 . 
在 第 七 章 中 我 们 曾经 讲 过 三 角 函 数 系 (1) 是 完全 的 . 由 是 , 傅 里 叶 系数 (3) 个 个 是 0 的 二 > 
中 的 蛆 数 f(z) 必定 等 价 于 0 . 现在 我 们 可 将 f(z) e L2 之 限制 拿 掉 , 得 到 下 面 的 定理 : 


定理 2 ”车 可 和 函数 f(z) 之 一 切 傅 里 叶 系 数 为 0, 则 f(z) 等 价 于 0. 


事实 上 , 此 时 cn(z) = 0, 所 以 当 (12) 成 立时 , f(x) = 0. 因此 , 由 定理 1, f(x) 几乎 处 处 等 
二 

从 定理 1 可 以 得 到 S.(z) 的 种 种 性 质 . 

因为 


了 一 】 
on{z) = 性 中 (ak cos kz 十 pk sin kz), 
k=1 


所 以 


Sn(z) — on(7z) = = (ak cos kz + bk sin kz). (13) 
k=1 


t—i 


因为-r<z<m-r<t<m 则 | 一 可 能 大 于 工 , 但 这 并 不 重要 , 事实 上 , 置 。 = 
max{ 一 7, 工 一 7},b = 二 min{7,Zz 十 7} 时 , 不 难看 出 费 耶 尔 积分 (8) 与 积分 


b de 
| 2 
“全 sin | es 
之 差 , 当 n 一 co 时 ,趋向 于 0 ( 因为 例如 当 -TS 和 tsa 时 ， sin | > sin 二 | ) .因此 , 讨 


论 cr 好 了 . 
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从 而 本 
元/ [so -oad = D+ (14) 
当 自 然 数 数列 mi,ma,mas,… 满足 不 等 式 
= (15) 


时 , 称 此 数列 是 缺 项 的 .我 们 有 下 面 的 定理 . 


定理 3 (A. 五 , 柯 尔 葛 戈 洛 夫 ) 设 Flz) e Lz, {ni} 是 一 缺 项 增 的 自然 数列 , 那么 在 [一 Tr;Tr] 
Jim Sn (7) = jz) 
证 明 ”由 费 耶 尔 - 勒 贝 格 定理 , 只 要 证 明 几 乎 处 处 有 
lim [Sn (z) — oni(7)] =0 


就 好 了 . 为 此 (由 第 六 章 81 定理 11 之 推论 ) 只 要 证 明 下 式 成 立 : 
3 (5ni 一 oni) dz < 十 co， 
A ”一 而 


或 是 
Q= 2 谨 Dk*(ag 十 | < +oo. 


t==1 2 k=1 


置 wx 一 大 (ok 十 好), 和 QQ 可 以 写 为 : 


k=1 
nl LL n2 
= 》 Uk 十 一 Uk 
2 k=1 2 二 751 十 1 
ni2 n 
1 1 2 
十 一 > Vk 十 一 > Wk 十 ee > Uk 
k= 3 大 一 ml 十】 3 大 二 ni2 十 1 
ee 9 


将 此 和 以 纵 列 相 加 , 则 


BEY (Ee) wa 


i=l1 \s=i k=ni_1+1 
Ti 1 
一 < -一 一 ， 
Ns as 一 


3 一 大 一 mi _1 十 1 大 一 mi_1 十 1 


ED ( > “) < 三 (2 5 (oR +b?) 


1 A 
< 2 +t) = 看 2 ( 味 十 的) 


3 一 0 大 一 mi 一 1 十 1 大 一 mi 一 1 十 1 
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从 而 得 到 _ 
Q < 及 ee 5 中 + 的 = DC + bk) < 二 oo， 
一 1 


1 一 上 大 一 mi 一 1 十 1 


因为 级 数 六 (ok 十 识 ) 是 收敛 的 . 定理 证 毕 . 


值得 注意 的 是 : 这 个 柯 尔 莫 戈 洛 夫 定理 和 第 七 章 83 中 所 讲 的 拉 德 马赫 定理 及 卡 契 马 什 定 
理 有 密切 关系 . 就 是 说 : 在 这 两 种 情形 下 都 是 要 设法 找 这 种 {ns} 使 得 函数 f(z) 之 傅 里 叶 级 数 
》、cxwk(z) 的 部 分 和 Sn,(z) 几乎 处 处 收敛 于 f(z). 不 过 第 七 章 中 两 定理 的 下 标 ns 仅 与 系数 
cx 有 关系 , 而 并 不 与 wk(z) 有 关 . 此 地 的 定理 , 虽然 限定 了 三 角 函 数 系 , 但 是 下 标 ns 与 系数 cx 
无 关 ， 

定义 ” 若 {ns} 是 一 缺 项 的 自然 数列 , 则 称 三 角 级 数 


oo 


》 (Qn: cosmaiD + bn, sin niz) 


4 二 1 


是 一 缺 项 的 三 角 级 数 ， 


定理 4 (A. H. 柯 尔 莫 戈 洛 夫 ) “” 若 可 和 函数 f(x) 的 傅 里 叶 级 数 是 缺 项 的 ,那么 此 级 数 几 
乎 处 处 收敛 于 F(z). 
证 明 车 ni < n<nin, 则 
Sn (2X) = Sn (2), 
因为 
Qni+1 = bn,+1 = ani+2 = := bn = 0. 
因此 只 要 能 够 证 明 
lim Sn (7T) = f(z) (*) 
几乎 处 处 成 立 就 行 了 . 但 是 要 证 此 事 ， 只 要 证 明 


lim [Sn, (2) — ons(z)] = 0 (x) 


几乎 处 处 成 立 就 够 了 . 

我 们 顺便 指出 , 对 f(z) e Lz 的 特殊 情况 , 由 定理 3, 等 式 (*) 从 而 连同 本 定理 确实 几乎 处 处 
成 立 . 

现在 我 们 来 证 明 (**) 成 立 . 回顾 (13) 式 , 乃 得 


[Sni(z) — on (z)| < DO (loxl + loel) 
k=1 “ 


若 大 不 是 n,n2,ns,… 中 之 任 一 数 , 则 
Qk 二 bx = 0. 


因此 ， 
ISmi(z) 一 ons(oI< > TE (lonm | + lonml). 


7Ym 一 1 
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由 黎 曼 - 勒 贝 格 定 理 ($1)， 
lim anw = lim bnm =0. 
所 以 对 于 s > 0, 可 以 找到 mo: 当 m > mo 时， 
lanm | 十 |bn | < <. 
因此 , 记 
> (or + [bn |) 
为 M 的 话 , 那么 当 i > mo 时 ， 轩 


M i 
[Sn (2)— on(2)| < 一 十 E > 一 (16) 
ni Ni 
7 一 ?0 十 1 
Nm 1 
Ni Ai—™m’ 


所 以 


t 


| A 
2 > 于 二 A 


m= 二 m0 二 +1 mm 二 mo 十 1 


从 (16) 式 , 乃 得 


AI A 
[Sm (2) — om(o)| < T+ A 


取 i 足够 的 大 , 则 过 < <, 于 是 对 于 这 种 i 就 有 


[Sn (7) — cm (z)| < @ 本 ie 
定理 因此 证 毕 . 


附注 ”对 于 健 里 叶 级 数 , 泊 松 - 阿 贝 尔 (Poisson-Abel) 的 求 和 法 也 是 著名 的 中 . 这 个 方法 是 : 
首先 作 一 个 辅助 级 数 


Sr{T) = 子 rs(ak cos kz + bx sin kz), 


i 


此 级 数 当 0 < r < 1 时 是 收敛 的 . ee 假如 极限 


7 一 1 一 0 


存在 , 则 以 此 极限 值 为 级 数 


CO 


+ >》 (ak cos kz + br sin kr) (17) 
k=1 


~|S 


QW. WM. 普 立 瓦 洛 夫 : Paamar Bypbe, crp，108; I. B. 康 托 罗 维 奇 : OmpeneneHHie maTerpann 
Ww pAAH 中 ypbe，cTP. 217; 菲 赫 金 哥 尔 欧 : Kypc IE 中 中 epeHEHaTPEHOFO WW WHTErpAJbEHOTrO WUC- 
dxcmreHg T. 3, crp，723 (有 中 译本 , 微 积分 学 教程 , 第 三 卷 . 北京 : 高 等 教育 出 版 社 , 2006 年 ， 
497 页 ). 


* 288 ， 第 十 章 ” 奇异 积分 、 三 角 级 数 、 凸 函数 


的 广义 和 |. 

不 难 证 明 , 当 级 数 (17) 依照 切 萨 罗 -- 费 耶 尔 的 求 和 法 可 求 其 和 时 , 那么 此 级 数 依 照 泊 松 ~- 阿 贝 
尔 的 求 和 法 亦 可 求 和 , 且 两 者 之 和 相等 @. 因此 , 可 和 函数 f(z) 的 传 里 叶 级 数 依 照 泊 松 - 阿 贝 尔 的 
求 和 法 几乎 处 处 可 以 求 和 . 这 个 事实 的 证 明 也 可 以 不 应 用 费 耶 尔 - 勒 贝 格 定理 , 而 是 利用 罗曼 诺 夫 
斯 基 的 定理 令 于 泊 松 的 奇异 积分 : 


| 1—r? 
Sm 一 直人 10 Ti 
我 们 在 此 地 不 详细 说 了 . 


84. 三 角 级 数 及 傅 里 时 级 数 的 其 他 性 质 


任意 的 三 角 级 数 


2 . (ak Cos kz + br sin kz) 
k=1 
不 一 定 是 某 一 可 和 函数 的 傅 里 叶 级 数 , 甚至 于 当 系 数 can, bn 趋向 于 0 时 , 亦 未 必 是 一 个 傅 里 时 级 
数 . 为 了 说 明 此 事 , 首先 讲 几 个 命题 . 这 些 命 题 的 本 身 也 是 颇 饶 趣味 的 . 


引 理 1 (N. 阿 贝 尔 )” 设 a1, Qa2,:… ,an 已 给 定 , 置 


k 
Sk = 
ss 
假设 
|sk| 和 4 {k= 1,2,:.:.. ,n), 
则 当 gl > qz >.…:. >gqn>0] 了 时， 


证 明 车 k> 1, 则 ak = sk 一 sk-1， 


也 也 nn n 
》 akgk = siq1 + > (sk 一 sk-1)gk = > skgk 一 2》 sk-1gk. 
二 1 天 一 2 k=1 大 一 2 


因此 ， 
n n—l 
> akgk = > Sk (qk qk+1) 十 Sngn. 
b==1 k==] 
从 而 - 
>》 akgk <A 三 一 gk+1i) 十 | = Agqi, 
k=1 k= 二 1 
此 即 所 要 证 之 结果 . 


四 五 . WH. 普 立 瓦 洛 夫 : Pantt Bypbe, crp. 110; JI. B. 康 托 罗维奇 : OrpemermreHaEre zHrerpamtHi 
x pAAEI 于 yppe, crp. 218; 菲 赫 金 哥 尔 茨 : 中 译本 ， 微 积 分 学 教程 , 第 三 卷 , 502 页 . 

@ 根 据 罗曼 诺 夫 斯 基 定 理 , 可 以 得 到 比 费 耶 尔 - 勒 贝 格 更 强 一 些 的 结果 . 即 , 他 证 明了 : 在 f(z) 
等 于 f(t) 的 不 定 积分 在 t = z 的 导数 的 那些 点 , f(z) 的 健 里 叶 级 数 依 照 泊 松 - 阿 贝 尔 的 求 和 法 可 
以 求 和 (应 用 费 耶 尔 - 勒 贝 格 定理 , 不 仅 能 得 到 在 勒 贝 格 点 收 化). 
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定义 ”级 数 
CQ1 十 Q2 十 Q3 十 … 
满足 条 件 _， 
yaokl<4 (n=1,2,3,...) 
天 一 1 
时 , 称 此 级 数 》、an 满足 阿 贝尔 条 件 . 
拖 二 1 


引 理 2 固定 z, 下 列 两 级 数 
COST + cos27+cos37+:.. (TA 2k7) 
sinZ 十 sin27 十 sin37 十 '. (ZX 是 任意 的 ) 
都 满足 阿 贝 尔 条 件 . 
证 明 置 
A ke i 
k=1 k=1 


为 了 与 以 前 不 重复 起 见 , 我 们 用 另外 的 方法 来 估计 上 面 两 个 和 . 置 


Ti etnm 二 1)zi 


一 e 
Ga= 3 es 一 一 一 ， 
1 一 62 
k=1 


则 An 及 Bn 依次 为 Cn 的 实数 部 分 与 虚数 部 分 . 


由 于 i 
|Cn| < [1 — ez = 并 
in 
因此 
|An| < |sin T|’ 1Bn| < li TTI" 
2 2 


所 以 引 理 当 z 关 2k” 时 已 证 得 . 若 x = 2kr, 则 直接 可 见 B, = 0. 
定理 1 (N. 阿 贝尔 ) ” 设 级 数 》' ak 满足 阿 贝尔 条 件 , 则 当 
大 一 1 


>99>'::.:>qn>:…,， lim gn=0 


时 ， 级 数 > ， akgk 收敛， 


kk 二 1 


证 了 明 置 
Sn = bP QkGk, 
大 一 1】 


则 由 引 理 1 ( 阿 贝尔 引 理 ), 当 m > n 时 ， 


mm 
D> ，akgk 


二 nt 十 1 


|Sm — Sn| = 


< 2Agn+ 1， 


所 以 当 足够 大 时 可 以 小 于 任意 小 的 数 . 定理 因此 证 毕 . 
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推论 若 
8 之 和 全 ' ,lim gn = 0， 
则 两 级 数 
Sq cosnz ( # 2k7), Dgn sinnz (Zz 是 任意 的 ) 
n=1 有 一 ] 
都 收 化 
例如 级 数 
— sin nz 
lInn (1) 
和 二 2 


对 于 所 有 的 z 是 收敛 的 . 但 是 下 面 我 们 要 证 明 , 没有 一 个 可 和 函数 是 以 级 数 (1) 作为 它 的 健 里 叶 
级 数 的 . 为 此 需 先 证 


引 理 3 设 


nn 


Vn (7z) = 》, 2 


k=1 


则 不 论 工 及 nn 如何 , 成 立 下 面 的 不 等 式 


|w,(z)| < 2V. 
证 了 明 ”人 先 设 0<z<. 设 gq 是 如 下 的 一 个 整数 : 


VF 


ade de < 9 十 1. 
站 
则 


— sinkz 
(如 果 gq = 0, 则 右 端 第 一 项 不 出 现 ; 又 如 果 g > n, 则 右 端 第 二 项 不 出 现 .) 因为 |sina| < |al， 
所 以 


|Bn (2)| < | wa(z)| 十 


i 
Il 2 < gr & V7. (2) 
5 sin kz A 
大 一 9 十 1 k 是 二 1 
其 中 4 = max :DD sinkz| (gq 十 1<<i< n). 如 同 证 明 引 理 2 一 样 的 方法 可 知 
大 三 9 十 1 
2 1 
yD sin kz| < pa 
k=g+1 |sin 3| 
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所 以 4 < 一 . 于 是 得 到 


sin 二 
2 
sin kz 1 
= TT* 
k=g+1 k (a+1)sins 
由 于 sin 了 > YT 所 以 
TT I 
ink 
sin kx < 1 ey 
k=g++1 VT Zz 
rT TT 


将 此 结果 再 与 (2) 合并 , 即 得 所 要 的 估计 . 又 注意 到 | 到,(z)| 是 一 偶 范 数 , 所 以 这 个 估计 当 一 ” < 
Z < 0 时 也 成 立 . 当 z 等 于 0 及 ”时 这 个 估计 当然 成 立 ; 所 以 当 -rr < z < 7" 时 都 成 立 . 再 由 


wn(Zz) 的 周期 性 , 就 得 到 所 要 证 的 估计 到 处 成 立 , 证 毕 . 
定理 2 设 lz) 是 一 可 和 函 教 ， 


时 二 = f(z) sinnzdz, 


则 级 数 


是 收 化 的 四 . 
证 明 ”由 定理 1 之 推论 , 级 数 》) sz 是 收敛 的 . 如 果 其 和 为 (z), 那么 对 于 所 有 的 z， 
Ta 一 】 


Jim mm(z)J(z) = Vz)f(2). 
由 引 理 3， 
|¥n (7)f (7)| < 2V7|f (7)). 
所 以 , 依据 勒 贝 格 关 于 积分 号 下 取 极 限 的 定理 ， 
im a I / "ds 


但 是 
Ef" — by 
z + ,fn 2 


从 而 证 得 定理 . 
回顾 级 数 (1), 我 们 首先 注意 到 级 数 


2 nlnn 
@ 如 果 f(z) e 52, 则 此 定理 由 级 数 开刀 及 元 三 之 收敛, 从 不 等 式 el < 中 + 误 就 可 以 得 
到 . 在 此 时 级 数 人 2 也 是 收敛 的 ,但 元 对 于 任意 的 可 和 函数 而 言 可 能 发 散 . 
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是 发 散 的 @. 所 以 (1) 式 给 出 一 个 处 处 收敛 的 三 角 级 数 的 例子 ， 但 是 没有 一 个 可 和 函数 是 以 级 数 
(1) 作为 它 的 傅 里 叶 级 数 的 . 
用 同样 的 方法 , 可 以 证 明 下 述 定理 . 


定理 3 设 在 [-7n,7] 上 有 可 和 函数 f(z), 它 的 侍 里 叶 级 数 是 


oc 
也 十 2 (an cos nz + bn sinnz). 


人 一] 


若 [A, B] C [x,7], 则 


B B co ppB 
/ f(r)dz = J dr + 》 / (an Cos nz + bn sinnz)dz. 
A 4 2 n=1" 4 


换言之 , 可 和 函数 的 傅 里 叶 级 数 可 以 逐 项 积分 . 这 个 事实 是 非常 值得 注意 的 , 因为 级 数 本 身 可 
能 是 不 收敛 的 . 

特别 当 f(z) e Ls 时 , 那么 我 们 的 定理 由 第 七 章 83 中 定理 1 之 推论 及 三 角 函 数 系 的 封闭 性 
即 可 导 得 . 

对 于 一 般 情 形 时 , 为 了 证 明 本 定理 , 置 


1， 当 zz € [4,8B] 时 ， 
2(z) = 
0， 当 z € 1[4,B] 时 . 
这 个 函数 在 [7x,7] 中 , 除了 点 一 x, 4, 有, 而 外 可 以 用 傅 里 叶 级 数 表示 : 


o%(Z) = 字 多 lak cos kz + Br sin kz). 


Qo 一 ， 
on(zZ) = 十 (0 cos kz + Br sin Kz). 
车 将 ak 及 B 明白 算出 : 
EE rf” B—A 
Cn0 三 2/ vs)ar = 人 
sinkB— sinkA 
kn 
coskA— coskB 
kn . 


I 
Qk = :/ p(T) coskrdr = 
Tr 


Br = :/ p(T) sin krdzr = 


@ 因 为 函数 二 是 减 函数 , 故 


从 而 


N N 
> =/ nnN-in in2. 
nlnn 2 TIlnz 


84. 三 角 级 数 及 傅 里 叶 级 数 的 其 他 性 质 293 - 


Sn(s) = SA +15, 2 -mmM4- | | 


应 用 引 理 3 于 上 式 , 则 对 所 有 的 z 与 n 
|Sn(z)| < = + 筷 
就 是 说 , Su(z) 是 一 致 有 界 . 应 用 关于 积分 号 下 取 极限 的 勒 贝 格 定理 , 我 们 就 得 到 
f(s)ar = lim 矿 ylz)ss(ajdz 
这 个 式 子 可 以 写 为 
人 Jo)dz= o far 


ES” 区 | f(x) cos kzrdr + Bk 三 f(a)sin kzdo| ， 
大 一 1 一 0 


或 是 
B 
/f(s)ar = a(B A) 
2 
> inkB— sinkA coskA— coskB 
+> l= 轩 Pe S 2 
定理 因此 证 毕 . 


定理 4 (G. 康 托 尔 -H. 勒 贝 格 ) ”如 果 对 于 一 个 正 测度 集 思 中 所 有 的 点 z, 关系 


lim (an cosnz + bnsinnz)=0 
人 一 OO 


成 立 ， 则 
lim an = lim b, 一 0. 
n—oo n—oo 
证 明 置 
那么 有 9， 适合 


an COSNT + bn sinnz = rn cos(nz + On). 


假如 rn 不 趋向 于 0, 那么 必 有 {nx} 与 正 数 og:ni<nz<ns<.… ,rn > o. 但 是 当 z€EE 
时 ， 
rn cos(nZ + On) 一 0， 
所 以 对 于 这 些 z， 


cos(ngT + On,) 一 0. 
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用 关于 积分 号 下 取 极 限 的 勒 贝 格 定理 , 乃 得 
lim . cos?(nkz + On )dz = 0. (3) 
了 一 DO E 
另 一 方面 ， 
cos (nz + On)dz = = / [1 + cos(2nz + 20n)]dz 
E 2JE 


一 mE 十 COS 20。 / 


cos 2nzdz — sin 20", / sin 2nzdz. 
五 已 


积分 


/ cosnzdz, | sinnzdz 
E E 
万 是 集 E 的 特征 函数 的 傅 里 叶 系 数 , 所 以 趋向 于 0 . 从 而 


lim 下 cos (nz 十 gn)dz = i 


此 与 (3) 式 相 矛盾 . 定理 因此 证 毕 . 
推论 “三角 级 数 如 果 在 一 个 正 测度 集 上 收敛 , 则 其 系数 趋向 于 0 . 
下 述 定理 的 证 明 与 上 述 定 理 证 明 的 思想 颇 相 似 . 
定理 5 (H. H. 卢 津 -A. 当 茹 瓦 ) ” 若 三 角 级 数 


ao ,Ce | 
十 》 (an COS NT + br, sin nz) 


nn 二 1 


在 一 正 测度 集 慷 上 绝对 收敛 , 则 


》 (lan| 十 |bn|) < 十 co. 


n=1 


证 明 ”用 上 面 的 记号 , 当 ze 五 时 ， 


oo 


OO 
人 rn cos?(nz + On) < Drnlcos(nz + 6n)| < 十 oo. 
1 二 1 n=l1 
今 设 _ 
Dr cos* (nz + 0n) = A(z). 


n=1 
4(z) 是 在 妃 上 的 一 个 可 测 的 有 限 函 数 . 所 以 从 户 可 以 选取 一 个 正 测度 的 子 集 Eo(mEo > 0)， 
在 Eo 上 4(z) 为 有 界 , 因此 在 Eo 上 是 可 和 的 . 由 是 


Dm / cos?(nz + On)dz = / A(z)dz < +oo. 
= Eo 五 0 


区 二 1] 


由 定理 4 的 证 明 ， 


/ cos’: (nz + On)dz 一 2 
Eo 


85. 施 瓦 茨 导 数 及 凸 函数 * 295 . 


所 以 当 n > no 时 , 这 个 积分 大 于 2 因此 


mbo OO oo 
3 Dm Ym) oo (nz + bn)dr < 十 co. 


m 一 ?0 n=n0 


所 以 级 数 


定理 证 毕 . 


§5. 施 瓦 医 导 数 及 凸 函 数 

现在 我 们 想 叙 述 与 函数 展开 为 三 角 级 数 的 唯一 性 问题 相 联系 的 某 些 事实 . 为 此 我 们 需要 某 些 
新 的 知识 , 这 些 知识 也 具有 独立 的 兴趣 . 在 本 节 中 我 们 要 引出 这 些 知识 . 

定义 1 设 函 数 F(z) 在 点 z 的 某 个 邻 域内 定义 . 如 果 存在 着 确定 的 极限 


im ECz 十 问 一 Elz 一 月 
h—0 2h 


那么 这 极限 称 为 F(z) 在 点 z 的 施 瓦 英 (Schwarz) 导数 , 记 作 F(7(zx). 
如 果 在 点 z 存在 普通 的 导数 严 '(z), 则 施 瓦 茨 导数 一 定 存在 , 且 
Ft)(z) = F'(z). 


这 个 命题 可 以 立刻 推 得 , 因为 等 式 


F(z+h)— F(z—h)_1 [F(z+h)— Fr) F(z—h)— F(z) 
2h =3| h h | 


的 右 方 当 h 一 0 趋 于 严 (z). 
但 可 能 有 这 种 情形 , F'(z) 不 存在 而 F(x) 却 存 在 . 例如 函数 


F(z) = zsin = [F(0) = 0 
在 点 z = 0 就 有 这 种 性 质 ， 因此, 施 瓦 次 导数 的 概念 是 导数 的 概念 的 推广 . 用 相似 的 方法 可 以 推 
广 二 阶 导 数 的 概念 . 
定义 2 设 函 数 下 (Zz) 在 点 z 的 某 个 邻 域内 定义 . 如 果 存 在 确定 的 极限 


jim PE 二 内 一 2P(z)+Pz 一 癌 
h—0 h? 


则 称 之 为 F(z) 在 点 z 的 二 阶 施 瓦 英 导 数 , 记 作 FF 人 (zx). 
如 果 在 点 z 存在 着 普通 的 二 阶 导数 , 那么 F(x) 一定 存在 , 且 


FN)(z) = F”(z). 
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事实 上 , 假设 在 点 z 的 二 阶 导数 存在 , 那么 在 此 点 的 邻 域内 存在 一 阶 导 数 F'(z). 置 
F(z +h)+ F(z—h)= y(h), 


我 们 对 于 等 式 
F(z+h)—2F(7)+ F(z—h) wp(h) — op{(0) 
hh h2 


的 右 方 用 熟知 的 柯 西 公式 , 给 出 


ph) ~ p(0) _ yp'(Oh) 
h2 20h 


(0<0<1), 


从 而 
F(z+h)—2F(z)+ F(z—h)_ F(z+0h)— F’(z— Oh) 
h2 ， 26R 
但 上 列 等 式 的 右 方 当 h 一 0 时 趋向 于 F(7(zx). 
函数 
F(T) = / tsin it (1) 
的 例子 指出 , 当 F”(z) 不 存在 时 FO(z) 可 能 存在 [如 函数 (1) 在 点 z = 0 就 有 这 种 性 质 ]. 


定理 1 (H. A. 施 瓦 蒋 ) ” 设 函 数 F(Z) 在 闭 区 间 [a, 站 上 定义 且 连 续 . 如 果 在 区 间 (a,b) 
内 处 处 有 
F(x) = 0， 
则 严 (Z) 为 线性 函数 ， 


证 明 取 s>0 上 日 置 
ep(z) = F(z) — be + 二 ez- a)| + e(z — a)(z —b). 
显然 p(z) 在 [a, 上 连续 且 w(a) = yp(b) = 0. 此 外 , 在 (a,5) 内 有 
9" (2) = 2c， (2) 


我 们 要 证 明 在 [a, 9 上 处 处 有 
p(z) < 0. (3) 
事实 上 , 如 果 不 是 这 样 , 那么 p(x) 一 定 在 某 个 内 点 zo 取 到 最 大 值 p(xo) 而 由 不 等 式 
一 全 站 = 
p(xo + h) Ce) ep(ze — h) <0 
得 出 极限 


gp (zo) < 0， 


此 事 与 (2) 矛盾 ， 
相似 地 可 以 说 明 , 晒 数 


过世 {ze be le a| } +e(z ~ GDN 
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处 处 满足 不 等 式 
wz) < 0. (4) 
联合 (3) 式 与 (4) 式 就 得 
Fle) {Plo) + SE a)}| < als oe 6), 
从 而 , 根据 < 的 任意 性 , 就 得 
F(z) = F(a)+ ee. — a). 
定理 证 毕 . 


现在 我 们 来 讨论 这 样 一 个 问题 : 已 知 施 瓦 茨 二 阶 导 数 已 %)(z), 是 否 可 以 求 原来 的 函数 F(z). 
这 里 思想 的 过 程 与 第 九 章 88 中 所 叙述 的 非常 相似 , 那里 是 讨论 由 导 函 数 求 原 函 数 的 问题 . 我 们 建 
议 读者 重新 回忆 一 下 那 一 节 的 事实 . 
定义 3 如果 存在 收敛 于 零 的 正 数列 hi, h2z, ha,.… ,使 
F(T+hn)— 2F(7)+ F(z — hn) 
2 》 


nn 


入 一 lim 


则 称 数 入 (有 限 或 无 穷 ) 为 F(x) 在 点 z 的 施 瓦 英 二 阶 导出 数 . 


容易 证 实 , 任意 函数 F(z) 在 所 有 点 z 都 有 施 瓦 获 二 阶 导出 数 , 而 要 在 点 z 存在 施 瓦 茨 二 阶 
导数 的 必要 且 充 分 条 件 是 : 在 该 点 的 所 有 施 瓦 茨 二 阶 导 出 数 都 彼此 相等 . 


定义 4 ” 设 肾 数 F(z) 在 [a,b] 上 定义 , 如 果 对 于 闭 区 间 [a,8] 上 的 任意 二 点 zl 及 zz 有 


F (2 二 2) < 上 2) 十 二 za) 


2 (5) 


则 称 函 数 F(z) 是 下 西 的 . 
最 简单 的 例子 是 线性 函数 , 此 时 在 (5) 式 中 等 号 成 立 , 下 面 的 引 理 给 出 其 他 的 一 些 例子 . 
引 理 1 如 果 函 数 f(t) 在 闭 区 间 [a, 上 是 增 函 数 , 则 其 不 定 积分 
F(z) = . fl)dt 
是 一 个 下 凸 函数 . 
证 明 设 a<g zi<zz<b. 则 


F(z1) — 2F (= 全 ) + F(z2) = nn f(t)dt — < f(t)dt. 


因为 f(t) 是 增 的 , 故 


五 1 十 学 


J flt}dt> 1 (3) - » / flt)dt, 


从 而 得 到 


F(z1) — 2F (二 + F(z2)>0. 
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其 次 容易 看 到 : 

1) 有 限 个 下 凸 函 数 的 和 函数 是 下 凸 的 ; 

2) 收敛 的 下 凸 函 数列 的 极限 函数 是 下 凸 的 ; 

3) 以 下 凸 醒 数 为 项 的 收敛 级 数 的 和 基数 是 下 凸 的 . 

转 到 这 种 函数 的 微分 性 质 , 我 们 首先 注意 到 , 下 凸 函 数 的 所 有 施 瓦 芯 二 阶 导 出 数 是 非 负 的 . 这 
个 性 质 刻 画 出 这 种 函数 的 特征 . 于 是 有 


引 理 2 ”如 果 连 续 函 数 严 (z) 的 所 有 施 瓦 英 二 阶 导 出 数 是 非 负 的 , 那么 函数 是 下 凸 的 . 
证 明 取 es > 0. 如 同 证 明 施 瓦 蒋 定 理 一 样 , 引用 函数 


e(Z) = F(X)— [Pa 十 人 一 a) +e(z — a)(z — b). 


pf{zZ) 是 连续 的 ; p(a) = 2( = 0 且 它 的 所 有 施 瓦 蒋 二 阶 导 出 数 入 满足 不 等 式 和 > 2e. 从 而 如 同 
在 施 瓦 茨 定理 中 一 样 得 出 e(z) < 0. 
由 此 不 等 式 , 再 令 e 一 0 而 取 极 限 , 就 得 到 


F(z) < F(a) + Ts 0), 
a +b\ . F(a) + F(b) 
a a 
( 守 *) 人 
这 样 我 们 就 证 明了 引 理 , 因为 代替 数 a 与 5 我 们 可 以 取 任 意 的 其 他 的 数 zi 与 x2. 


引 理 3 设 严 (z) 是 在 [a,b] 上 定义 的 连续 函数 . 如 果 在 (a,b) 内 几乎 处 处 下 (Zz) 的 所 有 的 
施 瓦 英 二 阶 导 出 数 是 非 负 的 , 又 在 (a,b) 内 没有 一 点 的 施 瓦 医 二 阶 导 出 数 等 于 _oo, 则 函数 F(Z) 
是 下 凸 的 . 


证 明 记 (a,b) 中 的 那些 点 的 全 体 为 五 , 在 那些 点 上 F(z) 至 少 有 一 个 施 瓦 蒋 二 阶 导出 数 
是 负 的 . 根据 条 件 , mE = 0. 
因此 , 由 第 八 章 8$2 的 定理 6, 存在 这 样 的 连续 的 增 蚂 数 xc(z) 使 得 对 于 集 EE 中 的 所 有 点 有 


co'(z) = +o0. (6) 
置 zr 
T(Z) = / ol(t)dt. 
根据 (6) 式 , 对 于 集 已 中 的 所 有 点 有 
T (z) = 十 co, (7) 


现在 我 们 可 以 证 明 : 对 于 任意 的 s > 0, 作 函 数 
G7) 一 下 (Z) 十 ET(Z). 


则 @(z) 的 所 有 施 瓦 茨 二 阶 导出 数 是 非 负 的 . 事实 上 , 由 引 理 1, 函数 r(z) 是 下 凸 的 , 因此 
SG(z+h) -28(7) + Bz —h) 、 F(z+h)—2F(z)+ F(z—h) 
h2 和 hi? 
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这 就 是 说 , 如 果 函 数 6(z) 对 于 zEE 有 负 的 施 瓦 蒋 二 阶 导出 数 , 那么 在 这 点 z, F(z) 就 有 负 的 施 
瓦 欧 二 阶 导出 数 , 这 是 与 EE 的 定义 违背 的 . 如 果 ze 巨 则 


F(z+h)—2F(r)+ F(z—h) 
h2 
应 该 是 下 有 界 的 (否则 在 点 zx 存在 着 施 瓦 茨 二 阶 导出 数 等 于 -co) 因而 (根据 (7)) 
$I (rz) = 十 oo. 


因此 , $(z) 满足 前 一 个 引 理 的 假设 , 所 以 是 下 凸 的 . 
但 
F(z) = lim $(7), 
所 以 F(z) 是 下 凸 的 . 引 理 证 毕 . 
现在 我 们 可 以 证 明 我 们 感 兴趣 的 关于 由 施 瓦 茨 二 阶 导数 求 其 原来 的 函数 的 结果 . 
定理 2 (C.-J. 瓦 莱 - 普 又 ) 设 F(z) 是 在 [a,b|] 上 定义 的 连续 函数 , 在 (a,b) 内 处 处 有 施 
瓦 英 二 阶 导数 下 (zx) = f(z). 如 果 f(z) 处 处 有 限 又 是 可 和 的 , 那么 成 立 等 式 
F(x) = FE af flujdu+ Ar+B. (8) 
证 明 ” 作 函 数 pn(z) 如 下 : 
f(z), 当 f(z) <n, 
pn(7T) = 
nN， 当 f(z) > 人 n. 
因为 
Ion(z)| < |f(z)), (9) 
所 以 pn{(z) 是 可 和 的 . 


$n, (1) = A dt 了 pn(u)du 与 Rn(7) = F(2) ~ $n (7). 


根据 积分 站 “pn(u)du 的 连续 性 , 对 于 所 有 ze [a, 相 我 们 有 


oo) = { pnlWau 
又 因 这 个 等 式 的 右 方 几乎 处 处 有 导数 等 于 pn(z), 所 以 几乎 对 于 所 有 的 z 有 
Gn (1) = pn(7). (10) 
但 是 当 (10) 式 成 立时 , 差 R(T) 有 施 瓦 茨 二 阶 导 数 
R(x) = f(z) ~ pn(z)> 0. 


因此 , 使 函数 R,(z) 至 少 有 一 个 施 瓦 茨 导出 数 是 负 的 那些 点 之 全 体 成 一 测度 为 零 的 集 . 
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另 一 方面 , 由 柯 西 公式 


Bn(Z+h)—28Bn(7) + Bn(T—h) Bz+0h)— $B(z— Oh) 
7 一 20h 


1 /z+oh 
一 zr/ pn(u)du < n, 
-WE 


所 以 


Rn(T + h)— 2Rn(7)+ Rn(z — hh) Se F(z+h)—2F(7z)+ F(z—h) 
Re 


从 而 很 明显 , 函数 Rn(z) 没有 一 个 施 瓦 芯 二 阶 导 出 数 等 于 -oo. 因此 , 由 引 理 3, 函数 R,(z) 是 
下 凸 的 ， 
如 果 nn 一 co, 则 pn(z) 一 f(z). 从 而 再 由 (9) 推 得 : 对 于 任意 的 上 有 


[ pn(u)du 一 六 fu)du. 


人 pn(u)du 


$n (I) = 人 af pn(u)du 一 三 af f{u)du. 


R(xz) = F(z)— Ek at a fl(u)du 


是 下 凸 蚂 数 RR,(7z) 的 极限 函数 , 所 以 是 下 凸 的 . 
这 意味 着 , 对 于 任意 的 点 1 与 z。 有 


Z1 十 22 R(z1) + R(x2) 
R( 2 ) < 2 : 


但 


b 
< / fl) lau, 


因此 对 于 每 一 点 x 是 


这 就 是 说 , 函数 


(11) 
但 是 , 如 果 代 替 下 (x) 而 是 从 函数 -F(z) 谈 起 , 那么 代替 f(z) 就 出 现 函 数 一 f(z). 与 此 同时 改 
变 了 R(z) 的 符号 , 因此 (11) 式 就 变 成 了 


RR (三 |) > R(Z1) 二 (12) 
由 (11) 及 (12) 得 出 , 对 于 任意 的 zl 与 zx， 


R (三 二 空 ) _ R(z1) + R(z2) 


从 而 对 于 任意 的 z e (a,5) 及 足够 小 的 h > 0 有 
R(z +h) — 2R(7) + R(z — hh) = 0, 于 是 R'"(z)= 0. 
再 由 施 瓦 茨 定 理 , 就 推 得 
R(z) = Az + B, 
而 这 是 与 所 证 定理 等 价 的 . 
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所 讨论 的 一 些 知识 对 于 三 角 级 数理 论 已 足够 . 但 是 由 于 独立 的 兴趣 , 我 们 还 要 建立 某 些 关于 
凸 函 数 的 命题 , 虽然 我 们 在 以 后 并 没有 机 会 去 引用 它们 . 


定理 3 ”如 果 f(z) 是 在 闭 区 间 [a,0 上 定义 的 有 界 的 下 是 函数 , 那么 它 在 区 间 (a,b) 的 所 
有 的 点 上 是 连续 的 . 
证 明 设 a < zo<b. 又 设 M(x) 与 m(z) 是 我 们 在 第 五 章 84 中 曾经 引 过 的 函数 f(z) 的 贝 
尔 上 函数 与 下 函数 . 我 们 要 证 明 , 可 以 找 出 这 样 的 点 列 {zn}, 使 得 zw 一 zo 且 f(zn) 一 M (zo). 
事实 上 , 如 果 m 一 co, 则 M1 (zo) 一 M (zo0), 而 根据 Mi (zo) 的 定义 , 在 区 间 (= 一 ,zo 十 :) 
内 可 以 找到 这 种 点 zn 使 
Ma (z0) — = < f(zn) < Mi (zo) 


显然 {zn} 是 所 要 求 的 点 列 吕 . 
取 这 样 的 点 列 后 , 再 置 


yn 一 27n 一 IO0, 


则 yn 一 zo 又 ( ) ( ) 
TI 十 Yn f(z 十 f(yn 
Jo 一 (2 ) < Ln + fen) 


取 任 意 的 e > 0. 如 果 6 足够 的 小 , 则 @ 
Ms(x0) < M(x0)+&, 


又 因 对 于 足够 大 的 n, yn € (zo 一 6, To 十 6), 所 以 对 于 这 种 n 有 


f(zn) < f(zo)+ eo) a 


然后 取 极 限 , 先 令 n 一 oo, 再 令 = 一 0 就 得 到 
M(zo) < 三 二 eco ， 从 而 M(zo) < f(z0), 
因此 
M(zo) = f(z0). (13) 


当 zo = a 或 zo ==b 这 也 是 成 立 的 , 因为 点 yn 与 点 zn 都 在 zo 的 同一 边 . 
现在 我 们 找 这 样 的 点 列 {zn} 使 


Tn 一 LTO, f(zn) = m(zo), 


而 置 


yn = 270 一 Tn. 
如 果 a < zo < b, 则 对 足够 大 的 n 点 yn 落 人 [a， b] 之 中 ( 因 ee zo): 所 以 有 
f(z0) = 了 (于 十 如) < PE Ne) 


中 当然 , 类 似 地 可 以 找到 这 样 的 点 列 {fzn}, 使 得 rn 一 zo, f(zn) 一 m(zo). 
外 由 f(z) 的 有 界 , 两 个 贝尔 函数 M(z) 与 m(z) 均 为 处 处 有 限 . 
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对 于 足够 大 的 n, 如同 前 面 一 样 , 我 们 有 


f(x0) < fe + Meo) te 


从 而 取 极 限 , 先 令 n 一 co 再 令 < 一 0 就 得 到 


f(xo) < To) eo) 


根据 (13) 及 显然 的 关系 式 rm(z) < M(z), 从 而 推 得 M (zo) = mm(zo). 
由 贝尔 定理 (第 五 章 84), f(z) 在 点 zo 为 连续 . 


附注 ”1) 函数 f(z) 为 有 界 的 条 件 是 很 重要 的 . 存在 着 有 限 的 、 处 处 不 连续 的 凸 函 数 而 在 
任 一 区 间 上 不 是 有 界 的 . 
2) 函数 


0， 当 一 l1<z<+l, 
f(z) = 
1， 当 z= 士 ! 


表明 : 凸 函数 在 其 定义 闭 区 间 的 端点 可 以 是 不 连续 点 . 
定理 4 如果 f(T) 是 下 凸 函 数 , 那么 对 于 所 有 自然 数 m， 


(14) 


证 明 ”如 果 n = 2, 则 (14) 与 关系 式 (5) 等 价 , 而 后 者 就 是 下 凸 的 定义 . 设 对 于 n = 2” 时 
不 等 式 (14) 已 证 , 而 设 n 二 2"™+!. 置 


/ Tl 十 … 十 XT2m To2mt1l 十 :十 Tom+tl 
A 


f (2 Te) Frzil) 十 jza) 十 … 十 jzn) 
n n 


则 
外 | 3 (于 一 ) _ Fr) + f(r) fz) + :+ f(rn) 
n 2 i 2 Nn : 
因此 , (14) 对 于 所 有 n 取 形 式 2™ 时 已 经 证 明 . 
现在 设 n 不 取 形 式 2™. 我 们 取 这 样 大 的 m, 使 2™ > n, 而 置 
TZ1 十 TI2 十 …' 十 Zn 
人 


A= 


那么 


A (1+ + In)+ (2” — nA 


om 
而 由 已 经 证 明 的 事实 ， 


f(A) < ey+ + fe) + NS 或 f(A) < {3D + + f(zn) 


这 就 证 明了 定理 . 所 用 的 这 个 巧妙 的 方法 是 属于 柯 西 的 . 
推论 如 果 pi,p2,-…… ,pn 不 是 负数 ， 同时 


Di 十 p2 十 …… 十 pn > 0， 
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又 f(T) 是 连续 的 下 西 函 数 , 则 中 


(2 一 < p1f (x1) t+ pnf (zn) 


15 
D1i 十 '… 十 Dn D1l 十 … :十 Dr ( ) 


事实 上 , 如 果 所 有 的 p; 是 有 理 数 , 那么 (15) 归结 为 (14)， 一 般 的 情况 可 以 由 有 理 数 p; 出 发 , 经 
过 极限 过 程 得 到 [为 此 需要 f(z) 是 连续 的 ]. 特别 是 
flar+By) < af(x)+Bf(y) (a>0,8>0,a+8=1). (16) 
由 不 等 式 (16) 可 以 导出 


定理 5 如果 $B(W) 是 定义 于 全 数 轴 上 的 连续 下 凸 函数 ,那么 存在 着 这 样 的 线性 函数 Au 十 B 
使 得 对 于 所 有 的 实数 以 有 
$(u) > Au+B. (17) 


io = ee $01) Ey 


显然 ， 
1(1) = 5(1)， (1) = 6(-1). 
我 们 要 证 明 , 当 |u| > 1 时 有 


$(u) > lu). (18) 
例如 设 久 > 1. 置 
_ UC—1 2 
“i Ro 


如 果 在 不 等 式 (16) 中 置 z = 一 1, y = u, 那么 (16) 式 就 是 


ul 2 
4 十 1 I er a 
从 而 得 到 (18). 当 < 一 1 时 可 以 类 似 地 加 以 讨论 . 
在 闭 区 间 [-1 +1H 上 函数 $B(wu) 是 连续 的 , 所 以 是 有 界 的 , 因此 可 以 找到 这 样 大 的 常数 五 ， 
使 得 对 于 所 有 的 ve [一 1, 十 1] 有 


$(1) < 


K> LO Bek a =- “ $(u). (19) 
如 果 取 
py PA le A = B<-K, B< 
由 (18) 与 (19) 就 推 得 (17). 


推论 ” 设 $B(wu) 满足 定理 5 中 的 条 件 , 如 果 Flz) 及 p(T) 之 0 定义 于 [a, 昌 f(z) 可 测 并 几 
乎 处 处 为 有 限 , 而 p(T) 及 p(z)F(z) 为 可 和 , 则 积分 


$(1) + B$(—1) 
i 


五 
太 sr(z)jplz)az (20) 


有 有 限 数 值 或 者 等 于 十 oo. 
四 关系 式 (15) 称 为 延 森 (Jensen) 总 和 不 等 式 . 


证 明 ”不 失 一 般 性 可 以 假定 f(z) 是 有 限 的 . 复合 函数 we{z) = $B[f(z)] 是 可 测 的 , 因为 它 对 
于 几乎 所 有 的 zx 是 连续 函数 列 的 极限 , 其 中 f(z) 是 连续 函数 , 几乎 处 处 满足 关系 fn(7) 一 f(z). 
设 
. 2(z)， 当 w(z) > 0， 0， 当 wp(z) > 0， 

e+(Z) = 


Pp-(7) = 
0, 当 w(z) < 0， —p(7),， 当 w(z) < 0. 


积分 (20) 有 数值 , 如 果 差 
b b 
J p+ (2)p(z)dz — J p_(z)p(z)dz 


有 数值 的 话 . 
但 由 定理 5 有 w(z) > Af(z) 十 B. 特别 当 p(xz) < 0 时 , 记 此 种 z 的 全 体 为 N, 那么 对 于 和 N 
中 的 z 不 等 式 成 立 , 也 就 是 说 ， 


0< wv-(z) < -Af(z)— B. 


将 此 不 等 式 乘 以 p(z), 那么 函数 p-_(z)p(z) 确实 在 N 上 是 可 和 的 . 但 在 NN 之 外 乘积 等 于 
零 . 因此 


b 
/ p-(Z)p(Z)dz 天 co， 
其 余 的 显而易见 . 
定理 6 ”如 果 在 上 述 推论 的 条 件 下 还 有 


人 p(xz)dz > 0， 
那么 成 立 不 等 式 
b b 
/ f(z)p(z)dz J $f (z)]p(z)dz 


5 Re 
/ p(T)dz 站 p(Z)dz 
称 为 延 森 积分 不 等 式 . 


证 明 “首先 假设 两 个 函数 f(x) 及 p(z) 是 连续 的 . 置 
b—a 
n 


(21) 


zk 一 Q 十 k (k=0,1,...,n). 


根据 (15) 我 们 有 @ 
P(zo) 十 …' 十 P(Zn-1) 


< BLf(zo)lp(zo) + :+ $f (nDjp(zn—y) 
p(T0) + :+ p(Tn-1) : 


从 而 
5 | _ 28[f(zb)jp(zh)Azx 
ZP(Zk)Azk 可 Zp(Zk)Azk 


于 是 令 n 一 co 由 极限 过 程 得 到 (21). 
@ 容 易 验 证 , 当 n 很 大 时 有 p(zo) 十 … + pl(zn-1) > 0. 
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现在 我 们 拿 去 p(z) 为 连续 的 假定 , 但 暂时 仍 假定 /(z) 是 连续 的 情形 来 证 明 ， 
容易 确信 存在 这 种 连续 函数 列 pn(z) > 0, 使 得 
b 
Jim /lpn(s) -p(W)ldz =0. 


根据 已 经 证 明 的 事实 , 如 果 代 兰 p(z) 而 换 以 pn(z), 那么 (21) 式 是 成 立 的 . 然后 令 n 一 oo 
取 极 限 就 行 了 . 
现在 我 们 讨论 这 种 情形 , 当 f(z) 为 可 测 且 有 界 , |f(z)| < K. 那么 @[F(z)] 也 是 可 测 且 有 界 : 


[Sf < M, M= pax, |u|. 
假设 连续 函数 列 f(z) 在 [a,b] 上 几乎 处 处 有 
lim fn(z) = f(z). 
那么 可 以 假定 |fn(z)| < K. 因此 
|Blfn(z)]p(z)| < MPp(z)， |fn(z)p(z)| < 天 p(z)， 


今 (21) 式 当 f(z) 换 以 f(z) 已 证 为 成 立 , 再 令 n 一 co 由 极限 过 程 即 得 (21) 式 . 

最 后 我 们 转 到 一 般 情 形 . 我 们 在 前 面 已 经 看 到 , (21) 式 的 右 方 有 确定 的 数值 . 不 妨 假定 它 是 
有 限 的 , 否则 就 不 必 证 明了 . 

但 是 当 任 意 取 s > 0 时 我 们 可 以 找到 这 样 的 5 > 0, 使 得 由 rne < 6 导出 不 等 式 


/lotr (pa)lar <e [rar < 
我 们 造 可 测 有 界 函 数 f(z) 使 得 
mm 万 (大 夭 乃 <0. 


可 以 假定 当 fe(z) ## f(z) 处 是 f(z) = 0, 如 果 < 一 0, 则 fe(z) 依 测度 收敛 于 f(z). 此 外 ， 
|fe(z)| < |f(z)|. 因此 ? 


b b 
lm /Ge)plz)dz= /ylz)plzjda 


这 就 是 说 , 如 果 在 (21) 中 用 fe(z) 代替 f(z), 那么 所 得 不 等 式 的 左 方 当 < 一 0 趋向 于 (21) 
的 左 方 . 
另 一 方面 ， 


b b 
/ B(f)pdz — 上 (fe)pdz = 下 pa ~ 0) pe 


E(fe#7) 
从 而 


f srr -人 soUe)pdz| < ef1 + 19(O)} 


因此 在 (21) 式 中 令 fe(z) 代替 f(z) 所 得 的 不 等 式 的 右 方 当 es 一 0 时 容许 取 极 限 过 程 而 得 (21) 
的 右 方 . 


中 因为 p(z) 几乎 处 处 有 限 , 故 fcp = fp. 
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86. 函数 的 三 角 级 数 展开 的 唯一 性 


在 本 节 中 我 们 讨论 这 个 问题 : 已 给 函数 可 有 几 种 方法 (如 果 竟 是 可 能 的 ) 展开 为 三 角 级 数 ， 
我 们 着 手 讨 论 这 种 函数 , 在 全 数 轴 上 定义 但 有 周期 为 2r. 关于 这 种 函数 成 立 下 列 基本 定理 . 


定理 1 “如 果 函 数 定义 于 全 数 轴 且 展开 为 一 致 收敛 的 三 角 级 数 , 那么 后 者 一 定 是 函数 的 傅 
里 叶 级 数 . 


这 个 定理 可 以 表示 为 下 列 形式 : 


定理 1 如 果 三 角 级 数 在 全 数 轴 上 一 致 收敛 , 那么 它 是 和 函数 (显然 是 连续 的 ) 的 傅 里 叶 
级 数 . 


定理 的 成 立 是 这 样 推 得 的 : 由 于 等 式 
f(x) = 也 站 > (ak cos kz + bx sin kz) 
预先 乘 以 cos nz 或 sinnz (显然 不 影响 级 数 的 一 致 收敛 性 ) 时 可 以 逐 项 积分 . 所 得 结果 是 等 式 
RE 人 yo)sinnzda 村 二 三 站 下 


定理 即 证 得 . 
为 了 今后 需要 我 们 引入 下 列 引 理 . 


引 理 1 (B. 黎 曼 ) 考察 收敛 级 数 


ao 十 ai 十 az 十 … 一 9. (1) 


sinh\? sin 2h \? 
w+ta (Se) to (加 于 ) es (2) 


那么 级 数 (2) 对 于 任意 的 万 夭 0 是 收敛 的 , 且 其 和 5S(hh) 满足 关系 


由 (1) 出 发 , 作 级 数 


lim S(h) = 8 (3) 
证 明 ”由 级 数 (1) 的 收敛 推 得 其 所 有 项 是 有 界 的 : |ak| < M, 而 因 级 数 (2) 有 收敛 的 优 级 数 
并 总 ,所 以 是 收敛 的 
竺 oo Oo0 2 
rn 一 > rn(h) = > ,ax Gd 
天 一 了 =n 
取 e > 0, 可 以 找到 这 样 的 mn, 使 当天 > 站 时 有 
Irx| < E€. (4) 


我 们 固定 这 个 n 直到 讨论 完毕 . 
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因为 ak = rk 一 rk+l 所 以 


ra(h) = mr (人 ) ， 


从 而 
sinnh \? = sin kh \? sin(k — 1)h\? 
OA 
但 
sin kh sin(k — 1)h 
GS ) - 得 (KR 一 Dh ) 
i dd /ninz Sin 2 
-| (ee) w < 人 —1)h | ) = 
因此 
d /sinz 
msml+ D> mf ES) | 
又 根据 (4) 式 ， 
+e ad rsinz\” 
ml ef | ) 2) (5) 
如 果 我 们 置 @ 


2 
az， (6) 


那么 不 等 式 (5) 取 形 式 
Irn(h)| < ell+ 5). 
注意 及 此 , 我 们 从 等 式 


S(h)— Ss= 3 {() 1) +m 


(3 起] 


可 以 断定 
|S(h) — ls 于 


十 (区 十 2)E. 


当 大 固定 时 有 


中 这 个 积分 是 有 限 的 . 2 


Sin 28im2 . 辽 COSIC— sing 
二 4 


靠近 点 z = 0 时 这 个 函数 是 有 界 的 ， 和 (6) a 积分 , 而 不 等 式 
d /sinzN\? T+1 
六 ( 守 :) 


< 2 一 一 一 


确定 了 积分 在 无 穷 大 的 收敛 性 . 


因此 对 于 我 们 的 e, 有 这 样 的 6, 当 |h| < 6 时 有 


n—l 


in kh\2 
人 -on| 人 ) —ll<e 
对 于 这 些 h 有 
IS(h) — S| < (L + 3)s, 
这 就 证 明了 引 理 . 
现在 我 们 考察 三 角 级 数 
如 全 于 (an cos nz + bn sin nz), (7) 
n=] 
它 受制 于 条 件 
lan| < M, lbn|< M, (8) 
其 中 M 与 n 无关. 


如 果 我 们 从 级 数 (7) 形式 地 进行 两 次 逐 项 积分 , 那么 就 得 到 级 数 


一 、 Qn COS Nz 十 sin nz 
-2 OO (9) 


nn 二 1 
根据 (8) 式 , 级 数 (9) 有 优 级 数 
—— 2M 
了 


hsel 


因此 在 全 数 轴 上 一 致 收敛 于 某 个 连续 函数 F(z), 我 们 称 之 为 级 数 (7) 的 黎 量 函数 . 
这 样 一 来 , 凡 级 数 (7) 满足 条 件 (8) 的 必 有 黎 学 函数 . 特别 , 由 84 的 康 托 尔 - 勒 贝 格 定理 , 级 
数 在 正 测度 集 上 收敛 的 必 满 足 条 件 (8). 要 注意 的 是 : 由 级 数 (7) 在 一 点 的 收敛 不 能 导出 它 有 黎 
学 函数 . 例如 , 级 数 
m2 sinnz 


在 z=10 收敛 , 但 经 过 两 次 积分 以 后 变 成 级 数 
一 记 sin nz, 


在 z 关 jz 时 是 发 散 的 吕 . 


定义 ”如 果 在 某 点 zo 黎 曼 函数 F(z) 有 有 限 的 施 瓦 茨 二 阶 导数 , 则 称 此 导数 (个 (zo) 为 
级 数 (7) 在 点 zo 依照 黎 曼 意义 的 和 . 


@ 事 实 上 , 如 果 z 关 kr, 则 


但 此 量 当 ” 一 ce 时 没有 极限 . 
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定理 2 (B. 黎 易 ) ”如 果 级 数 (7) 满足 条 件 (8) 又 在 某 点 zo 收效， 那么 在 此 点 它 有 黎 曼 意 
义 的 和 , 且 与 其 通常 的 和 一 致 


证 明 ”由 等 式 


< 


F(X) = 一 > 二 (an cosmZ + bn sinmz) 


n=1 
出 发 , 经 过 简单 的 运算 就 得 等 式 
F(zo+2h)— 2F(z0)+ F(zo — 2h) 


4h? 
i Ss cos nzo 十 bn sin nzo) (空中 ) (10) 
n 二 1 
级 数 (10) 之 得 自 级 数 
了 十 六 (an COS Nzo 十 bn sin nzo), (11) 


n=1 


其 办 法 如 同 级 数 (2) 的 得 自 级 数 (1) 一 样 . 从 而 根据 引 理 1， 
m lzo +2h)—2F(z0) + F(zo— 2h) _ 
lm 4h2 
其 中 5 是 级 数 (11) 的 和 . 定理 证 毕 . 


由 此 定理 导出 


定理 3 (G. 康 托 尔 ) “如果 三 角 级 数 在 全 数 轴 上 收效 且 其 和 处 处 等 于 零 , 则 所 有 它 的 系数 
等 于 零 . 


证 明 ”由 康 托 尔 - 勒 贝 格 定理 , 级 数 满足 条 件 (8), 因而 有 黎 曼 函数 F(z). 由 前 述 定理 它 的 
施 瓦 蒋 二 阶 导数 等 于 零 : F(z) = 0, 从 而 再 根据 §5 的 施 瓦 茨 定理 , 黎 曼 函数 F(z) 应 该 是 线 
性 的 : 
F(z)= 4z 十 万. 
因此 , 对 于 所 有 实数 zx 有 


Az+B= Qn COS NT 二 sin nz 


(12) 
此 地 设 z = r, 随后 设 zx = 一 x, 作 减 法 就 得 到 A = 0. 同样 , 假设 zx = 0 随后 设 zx = 2r 作 
减法 得 到 ao = 0. 因此 等 式 (12) 变 成 形式 


B= > Qn COS NT 性 和 sinnz 


右边 的 级 数 是 一 致 收敛 的 . 这 就 是 说 , 根据 定理 1 它 是 左边 的 伟 里 叶 级 数 , 从 而 


Qn 
人 2 


因此 a" = 0. 相似 地 可 得 加 = 0. 定理 证 毕 . 


=- 工 / (—B)cosnzdz = 0, 
Tr 
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定理 4 (G. 康 托 尔 ) ”如 果 两 个 处 处 收敛 的 三 角 级 数 有 同一 个 和 , 那么 这 两 个 级 数 恒 等 , 就 
是 说 , 它们 相应 的 系数 是 彼此 相等 的 . 


事实 上 , 从 一 个 级 数 逐 项 减 去 另 一 个 就 得 到 一 个 处 处 收敛 的 零 的 展开 式 . 

这 个 展开 式 的 所 有 系数 由 已 经 证 明 的 事实 应 该 等 于 零 , 这 就 表示 定理 4 是 正确 的 . 定理 4 可 
以 改写 为 : 函数 只 可 以 展开 为 一 唯一 的 三 角 级 数 . 

与 已 证 定理 有 关联 的 自然 发 生 这 样 的 问题 ,三 角 级 数 的 系数 用 什么 方法 可 以 由 其 和 来 确定 . 
定理 1 就 一 致 收敛 的 情形 给 了 回答 . 远 为 一 般 的 是 下 列 卓 越 的 结果 . 


定理 5 (P. 杜 布 瓦 雷 蒙 (P. du Bois-Reymond)-C.-J. 瓦 莱 - 普 聂 ) ”如 果 处 处 收敛 的 
三 角 级 数 的 和 是 { 卫 ) 可 积 的 , 那么 这 个 级 数 是 它 的 傅 里 叶 级 数 . 
证 明 设 f(z) 是 有 限 的 可 和 函数 , 对 于 所 有 z 有 


a0 ,CO 世 l 
f(2) = 了 十 > (an CoS nz + bn sin nz). (13) 


因为 级 数 (13) 满足 条 件 (8), 所 以 它 有 连续 的 黎 曼 函数 F(zx). 
依照 黎 曼 定理 , 处 处 是 FI?(z) = f(z), 从 而 由 85 的 瓦 莱 - 普 滩 定理， 


F(z) = $(7)+ Az+ B, 


其 中 ， 
SG(z) = 人/ a | f (udu. 
因此 ， 
Wi ee > Eee ns 
从 而 经 过 不 多 的 计算 导出 : 
PT+2h) — 28(7) + P(r — 2h) 
4h2 


Co 。 2 
ao0 sinnh 
rs 一 > (an COS NT 十 bn snna) ( ) , 


n=1 


右边 的 级 数 是 一 致 收敛 的 , 因此 是 左边 的 傅 里 叶 级 数 . 这 就 是 说 ， 


。 2 2T 
到 ( 衬 芝 ) 天 i:/ $(T+2h) — 28(7) + B(r — 2h) a 
nh T Jo 4h2? 
从 而 Pe 27 
Tn = / p(T) cosmzdr， (14) 
0 
其 中 为 简短 起 见 置 


p(T) = P(rT+2h) — 28(7) + P(r — 2h). 
但 是 , 由 分 部 积分 , 得 


27 
a(h) = / G(T + 2h) cosmzdar 
0 


- [e+] sinnz 7 


-/ Vaan 
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从 而 


a(h) = -= J (f° f(wWau) sin nzdrz. 


1 /2"+2h ] /2" 
a(h) = 2 £ f(u)du— na /| f(z + 2h)cosnzrdz. 
0 


再 行 分 部 积分 , 就 有 


由 于 f(z) 的 周期 性 , 这 个 等 式 可 以 写成 : 


a(h) = 二 上 rz)[1 ~ cosn(z — 2h)ldz. 


从 而 
2 。 2 
/ p(T) cosnzrdz = a(h) — 2a(0) + a(—h) = sm [ f(z) cosnzdz. 
0 n 0 
对 照 (14) 就 得 
Qn = < f(zx)cosnzdz. 
同 理 可 以 断定 ao 及 bn 也 是 f(z) 的 傅 里 时 系数 , 因而 定理 证 毕 . 


附注 ”1) 杜 布 瓦 雷 蒙 就 函数 为 (R) 可 积 时 证 明了 本 定理 , 而 瓦 菜 - 普 桑 加 以 完全 的 推广 . 

2) 定理 3 是 杜 布 瓦 雷 蒙 - 瓦 莱 - 普 桑 定 理 的 特殊 情形 . 事实 上 , 因为 全 等 于 等 的 函数 是 可 和 的 ， 
所 以 它 的 三 角 级 数 展 开 就 是 零 的 傅 里 时 级 数 , 其 所 有 系数 都 等 于 零 . 

3) 在 §4 中 我 们 遇 到 处 处 收敛 的 三 角 级 数 , 但 不 是 任何 一 个 可 和 函数 的 傅 里 叶 级 数 . 显然 , 这 
种 级 数 的 和 不 是 (L) 可 积 的 . 因此 发 生 了 勒 贝 格 积分 的 推广 问题 , 使 得 所 有 处 处 收敛 的 三 角 级 数 
是 其 和 的 “ 傅 里 叶 级 数 ". A. 当 茹 瓦 呈 曾经 研究 过 这 个 问题 . 


到 现在 为 止 我 们 考虑 的 是 处 处 收敛 的 三 角 级 数 . 对 于 它们 唯一 性 问题 已 被 康 托 尔 定理 和 杜 布 
瓦 雷 蒙 - 瓦 莱 - 普 桑 定理 所 解决 . 现在 我 们 要 谈 到 不 是 处 处 收敛 的 级 数 的 情形 . 对 于 它们 唯一 性 问 
题 是 这 样 提 的 : 
已 知 , 三 角 级 数 
村 十 >， (an cos nz + pn sin nz) (15) 


在 闭 区 间 [一 r,T] 的 所 有 点 上 , 除了 可 能 在 某 集 己 C [一 At 的 点 而 外 , 收 化 于 零 @. 
如 果 在 此 假定 之 下 可 导出 级 数 (15) 的 所 有 系数 都 等 于 堆 


(因此 级 数 在 集 媚 上 也 收敛 于 零 ), 则 集 已 称 为 U 型 集 (字母 U 来 自 法 文 unicité 唯一 ). 
如 果 存 在 级 数 (15) 在 E 外 收敛 于 零 但 不 满足 条 件 (16), 则 EB 称 为 M 型 集 (字母 M 来 自 法 文 
multiplicité 多 样 ). 需要 建立 条 件 使 集 忆 属于 U 型 或 M 型. 
上 述 问题 曾 有 G. 康 托 尔 , W. 杨 , 区 . E. 梅 尼 绍 夫 (JI. E. MeHbmos), H. K. 巴里 (H. K. 
Bapu), A. 拉 伊 赫 曼 (A. Paitxwar) 等 人 研究 过 . 我 们 只 引进 这 方面 的 最 基本 的 结果 . 这 个 问题 的 
QA， 当 划 天 ,Lecons sur le calcul des coefficients dune série trigonométrique. Paris, Gauthier- 


Villars, 1, 11, III (1941); IV1, IV2 (1949). 
@ 我 们 说 级 数 收 剑 于 零 是 指 级 数 是 收敛 的 , 且 其 和 为 零 . 
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深远 意义 在 我 们 已 经 不 止 一 次 引用 的 济 格 蒙 德 书 中 有 所 讲述 . 问题 的 现代 情况 读者 可 以 在 H.K. 
巴里 衬 的 概述 性 论文 中 找到 . 


定理 6 如 果 集 A 是 M 型 , 那么 凡是 包含 它 的 集 BB，B D A, 是 M 型 的 . 


事实 上 , 存在 着 系数 异 于 零 的 级 数 在 4 外 处 处 收敛 于 零 . 但 此 时 在 B 外 更 加 是 处 处 收敛 
于 零 . 


推论 。” 如 果 集 妃 是 U 型 那么 凡是 它 的 子 集 4 也 是 U 型 的 ， 
简略 言 之 , 集 EE 越 广 阔 则 越 可 能 是 M 型 , 集 已 越 狭 则 越 加 是 U 型 . 更 好 的 说 明 是 
定理 7 任何 具有 正 的 内 测度 m, 羽 的 集 忆 是 M 型 的 . 


证 明 ”由 内 测度 的 定义 , 可 以 找到 含 在 中 的 具有 正 测度 的 闭 集 F 不 妨 假设 , 点 7 及 7 
都 不 在 FF 中 . 那么 下 是 由 [7, 除去 有 限 个 或 可 数 个 区 间 及 两 个 间隔 [一 ,a), (6B, 7 (其 中 
9 及 8 是 FF 的 端点 ) 而 得 的 . 设 f(z) 是 集 严 的 特征 函数 ， 那 么 这 个 函数 的 傅 里 叶 级 数 在 集 
[1 - 已 上 处 处 收敛 于 零 , 但 同时 


因而 条 件 (16) 不 满足 只. 因此 下 是 从 而 DF 更 加 是 M 型 集 . 
为 了 希望 至 少 举 出 一 个 U 型 的 例子 , 我 们 要 证 明 下 面 的 定理 . 
定理 8 (G. 康 托 尔 ) ” 凡 有 限 集 是 U 型 集 . 
为 了 证 明 这 个 论断 我 们 需要 几 个 引 理 . 


引 理 2 (H. A. 施 瓦 茨 ) ” 设 函 数 F(z) 在 闭 区 间 [a, 四 上 连续 . 如 果 在 (a,b) 内 除了 可 能 
有 限 个 点 


Zi < TX2 < < Tm, (17) 
而 外 处 处 有 
F(z) = 0, (18) 
而 在 点 (17) 却 有 
lim F(zxt+h)— re) + F(zx—h) -0, (19) 


那么 F(Z) 是 线性 函数 . 
证 明 由 85 的 施 瓦 茨 定理 , 函数 下 (z) 应 该 在 下 列 闭 区 间 


[a, zl]，[zl, zz],……… ,[zm,b 


DH. K. 巴里 , TIpo6nema eMHCTBEHHOCTH Pa3xoOxzKeHKH 中 yHKHH 殉 B TPFOHOMeTDHSeCKH 放 
pAA. Ycn. MaTeM. HayK, 4，BbBII. 3 (31), 1949, 3-68. 


@(16) 式 的 违反 由 帕 塞 瓦尔 等 式 即 明 : 


DO 全 
Q | mF 
n 二 1] 一 有 
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的 每 一 个 上 是 线性 的 . 假设 
AT+B, 当 a<z < Zi, 
F(z)= 
(人 当 zl < < ro. 
条 件 (19) 在 点 zl 给 出 : 


lim es 十 全 — Fz) F(z1)— 证 一 | _0, 
从 而 C = 4. 
另 一 方面 ， 
F(z1) = 4zl 十 已 = Cz7zi+D, 
因此 万 = B. 


这 样 一 来 , F(z) 在 闭 区 间 [a, zz] 上 是 线性 的 . 同 理 可 以 说 明 它 在 整个 [a,b| 上 是 线性 的 . 
引 理 3 如果 岂 > 0, 则 


oo 


.2 
和 2 < 3h. (20) 
天 一 1 


证 明 ” 找 出 这 样 的 自然 数 n, 使 得 


那么 , 由 不 等 式 |sina| < |a| 就 有 


二 人 < ; 区 (n—l)h?<h 
k=1 k=1 
a sin? kh ~ 1 2 
2 1 < 2 kz < x < 2h, 
从 而 导出 (20) 式 . 


引 理 4 。 如 果 lim an 二 0, 则 


sin? kh 
lim or kan = = 0. 


证 明 取 ese>0, 且 找 这 样 的 mn” 使 当 大 这 m 时 |ak| < <. 
那么 , 根据 (20) 式 ， 


sin2 kh sin? < 
吕 他 |< 商 


男 一 方面 , 当 固定 大 时 有 


i sin? kh _ 
h—0 h Wt 
OO Ce 
1 1 1 1 2 
0 市 < 广 + m5 t+ (a) -2 
pe a Rl mm rn I 
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又 当 |h| 足够 小 时 有 


sin2 kh 
sh | ~ 

天 一 1 

对 于 这 些 h, 显然 是 

Sa sin” kh i 
大 k2h 了 

k=1 

引 理 证 毕 . 


引 理 5 如果 三 角 级 数 满 足 条 件 
,lim an = lim bn = 0, 
那么 这 级 数 的 黎 曼 函数 严 (z)] 在 任意 的 点 z 上 满足 关系 式 


lim F(z+h)— le) + F(z—h) 


证 明 ”由 定义 黎 曼 函数 的 等 式 


OO 网 
aoz2 Qn COSNT + bn Sin nz 
F(z) = = > 一 


n.2 


出 发 , 容易 求 出 ， 


F(z +2h) — 2F(z)+F(z—2h) aoh 
4h 3 


sin2 nh 


十 >》 (an cosnz 十 bn sin nz)— sar; 


n=1 


于 是 事情 就 归结 到 上 面 的 引 理 . 
现在 我 们 可 以 给 出 


定理 8 的 证 明 ” 设 三 角 级 数 在 [7,7] 上 , 除了 可 能 mm 个 点 zl < za <… < zm 而 外 处 处 
收敛 于 零 . 那么 它 的 系数 趋向 于 零 , 又 根据 引 理 5 与 2 及 定理 2, 此 级 数 的 黎 曼 函数 在 任意 有 限 
区 间 上 是 线性 的 , 因而 在 全 实数 轴 上 也 是 这 样 . 在 这 个 注释 之 后 , 证 明 与 定理 3 的 证 明 就 逐 句 相 
同 了 . 

定理 8 被 W. 杨 (W. Young) 加 以 推广 , 发 表 于 1909 年 , 他 指出 : 凡 可 数 集 是 U 型 集 . 由 
于 这 些 结果 , 在 专家 中 散布 着 这 样 的 意见 , 认为 凡是 测度 为 零 的 集 是 UV 型 的 . 但 是 在 1916 年 I. 
E. 梅 尼 绍 夫 驱 倒 了 这 个 意见 , 他 构造 出 了 测度 为 零 的 M 型 集 . 自然 ， 梅 尼 绍 夫 所 构造 的 集 是 不 
可 数 的 . 因此 又 开始 猜想 , 以 为 一 般 的 不 可 数 集 是 M 型 的 . 但 是 这 个 意见 又 发 现 是 不 正确 的 : 在 
1921 年 , H. K. 巴里 及 A. 拉 伊 赫 曼 彼此 独立 地 构造 出 了 某 些 完满 的 U 型 集 类 . 特别 , 康 托 尔 的 
完满 集 Po 原来 是 U 型 集 . 要 使 已 给 的 测度 为 零 的 集 是 UV 型 的 必要 且 充 分 的 (不 是 同 义 异 语 的 ) 
条 件 问 题 直到 现在 没有 解决 . 


第 十 章 的 习题 


我 们 约定 : 对 于 可 和 函数 f(t), 在 点 z, f(t) 之 不 定 积分 存在 有 限 的 导数 , 且 此 导数 等 于 f(z) 
时 , 则 称 点 z 为 可 和 函数 f(t) 的 d 点 . 
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.积分 


1 
ro)= 2 -tas 


是 兰 道 (Landau) 的 奇异 积分 . 如 果 z(0 < z < 1) 是 可 和 函数 f(t) 的 d 点 , 则 Ln (7z) 一 
f(z) (F. 里 斯 ). 

.积分 

已 (z) = 志 矿 Eb (0<r<1) 


是 泊 松 的 奇异 积分 . 如 果 z(-r < < 为 可 和 函数 f(t) 的 d 点 , 则 
.lim Pr(7z) = f(z) 
(P. 法 图 ). 
.积分 和 
Vn(7) = 2 / cos2n f(t)dt 
是 瓦 莱 - 普 桑 的 奇异 积分 ， 如 果 z(-r < z < 7) 是 可 和 函数 f(t) 的 4 点 , 则 Vi(z) 一 
.多 项 式 


大 


时 a 
大 大 (1 _ no—k 
Kn(7) = (n+ 1) Ca (1—z) / f(t)at 


是 康 托 罗 维 奇 的 奇异 积分 . 如 果 z(0 < z < 1) 是 可 和 函数 f(t) 的 d 点 , 则 Kn(7z) 一 f(z) 
(I. B. 康 托 罗维奇 ). 


- 设 Sn(7) 是 可 和 肾 数 f(t) 的 傅 里 时 级 数 之 最 初 n 项 的 和 ， 


Bn (2) = - [sa 十 Sn (= 5 


是 B. 罗 戈 津 斯 基 -C. H. 伯 恩 斯 坦 的 奇异 积分 . 如 果 z{ 一 x < z < r) 为 f(t) 的 勒 贝 格 点 ， 
则 Bn(z) 一 f(z) (UH. II. 那 汤 松 ). 


。 等 式 
b 
Jim, / pn(t)f(tjdt=0 


对 于 所 有 的 可 和 函数 f(t) 成 立 的 必要 条 件 是 : 函数 列 {pn(t)} 为 一 致 有 界 , 即 有 常数 K, 使 
len(b| < K (H. 勒 贝 格 ). 


.不 可 能 造 出 这 样 的 核 gu (4 z) 使 等 式 
Ji 太 Gn) (0) dt = 70) 


对 于 任意 的 可 和 函数 f(t) 在 近似 连续 点 z 常 成 立 (HL. I. 那 汤 松 ). 
. 试 作 核 使 它 满足 82 中 勒 贝 格 定理 中 所 述 的 条 件 但 不 满足 法 捷 耶 夫 定 理 中 的 条 件 . 
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10. 
11. 


12. 
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设 核 Bn,(t, z) 满足 I. . 罗曼 诺 夫 斯 基 定 理 中 的 条 件 . 设 F(t) 为 有 界 , 在 某 个 点 ze (a,b) 
斯 带 尔 切 斯 积分 


二 三 gn (tz)dF(t) 
有 意义 . 如 果 在 这 个 点 z 上 存在 着 有 限 的 导数 F(z), 则 I 一 F(z) (HL. II. 那 汤 松 ). 
由 习题 9 的 结果 导出 I. . 罗曼 诺 夫 斯 基 定 理 . 
设 M(w) (00 < wu < 十 oo0) 是 偶 的 下 凸 函 数 , M(0) = 0， .lim YY 二 十 oo0. 要 F(z) (a < 
ZX < b) 可 以 表示 为 形式 


F(z)=C+ . f(t)at, 


b 
其 中 , MI[f(t)]dt < +oo, 必要 且 充分 的 条 件 是 : 对 于 fa, 引 的 任意 分 法 , 作 和 


EM ( 冬 色 ) Arzi 


多 


与 之 对 应 , 如 此 得 一 数 集 是 有 界 的 (IO. 工 . 梅 德 韦 捷 夫 (IO. T. Memeeanea)). 
下 凸 函 数 在 含 在 定义 域内 部 的 每 一 个 线段 上 , 满足 利 普 希 茨 条 件 . 
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81. 闭 集 


前 面 所 说 的 是 一 个 变量 的 函数 论 . 要 讲 多 变量 的 函数 论 , 需要 多 维 空间 的 点 集 
论 . 本 章 就 来 讲 此 事 . 对 于 多 维 空间 的 点 集 , 许多 重要 性 质 在 二 维 空间 点 集 上 已 经 可 
以 看 到 . 因此 我 们 为 了 陈述 和 记号 简单 起 见 , 仅 就 二 维 空间 点 集 加 以 讨论 . 至 于 过 湾 
到 多 维 空间 的 点 集 论 , 仅 有 技巧 上 的 困难 . 

与 直线 上 的 点 集 论 一 样 , 最 简单 的 集 是 闭 集 和 开 集 , 我 们 先 来 研究 这 种 点 集 . 


定义 1 设 电 是 一 平面 点 集 , Mo 是 平面 上 的 一 点 . 假如 含有 Mo 的 任 一 开 圆 
至 少 含 一 个 与 Mo 不 同 的 EB 中 的 点 , 那么 称 Mo 是 五 的 一 个 极限 点 


开 圆 的 意义 是 这 样 的 @: 设 ab%r > 0 为 常数 , 称 满 足 不 等 式 
(zZ 一 a)2 十 (一 区 ”< 


的 点 (z,y) 之 全 体 为 一 开 圆 . 点 (a,b) 称 为 该 圆 的 中 心 ，r 称 为 半径 . 如 果 对 于 开 圆 ， 
再 加 上 满足 (z 一 a)? 十 (y 一 9)? = 72 的 所 有 点 (z,y), 则 称 其 全 体 为 闭 圆 . 
与 直线 上 的 情形 相仿 , 点 Mo 为 互 的 极限 点 的 必要 且 充 分 的 条 件 是 EE 中 有 如 
下 的 点 列 Ma M2, M3,……， 
Mo = lim Mo,. 


上 式 表示 , 当 n 一 co 时 距离 p (Mo, Mn) 趋向 于 0. A(a1,a2) 与 B(b1,b2) 两 点 


@ 读 者 当然 熟知 平面 上 的 “ 圆 ”, “中心 ", “半径 ”等 名 词 . 此 地 给 以 纯粹 数学 的 定义 , 是 为 了 以 此 
形式 可 以 引申 到 n 维 空间 中 去 . 
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间 之 距离 p (A, B) 是 


p(A,B)= V(b — a)? + (bz — a2)?. 


记 五 的 一 切 极限 点 的 全 体 为 EB', 称 为 忆 的 导出 集 . 巨 -- B' 中 的 点 称 为 互 的 孤 


立 虚 


下 面 是 一 个 重要 的 定理 : 
定理 1 (B. 波 尔 查 诺 -K. 魏 尔 斯 特 拉 斯 ) ”有 界 的 无 穷 点 集 至 少 有 一 个 极限 点 . 


证 明 ”证 明 的 方法 基本 上 与 直线 上 的 点 集 相同 . 设 马 含 在 矩形 R(a < zz < b,c < 


y < d) 之 中 . 用 直线 


a++b _c+d 
yo 


将 RR 等 分 成 四 个 小 矩形 , 取 其 含有 EB 中 无 穷 个 点 的 为 Ri. 将 此 种 手续 继续 进行 , 乃 
得 一 列 嵌 套 的 矩形 列 . 这 些 和 矩形 不 断 缩小 , 收缩 于 某 一 点 (zo, yo). 容易 证 明 , (zo,yo) 
是 五 的 一 个 极限 点 . 


将 此 定理 用 到 点 列 上 去 , 乃 得 


定理 2 平面 上 任何 有 界 点 列 Mi, Mz, M3,.…， 必 有 收 化 的 子 列 NM ,MA ， 
Mn (ni < ?2 所 也 3 所 ….)， 收 化 于 某 点 Mo: 


lim Mn 一 Mo. 


定义 2 ” 若 点 集 马 含有 其 一 切 极限 点 即 当 BE' C 五 时 , 称 五 为 闭 集 . 当 E'=E 
时 称 EE 为 完满 集 . 

例如 闭 圆 (z -oj2 + 一世 2 < 7r? 及 闭 矩 形 a < x < b,c < yd 都 是 闭 集 . 又 
设 F(z,y) 是 一 个 定义 于 全 平面 的 连续 图 数 , 则 满足 F(z,y) > 0 的 (z,y) 的 全 体 是 
一 闭 集 . 

此 地 不 预备 像 研究 直线 上 的 点 集 论 那样 详细 氢 述 闭 集 的 性 质 , 而 只 将 以 后 直接 
有 用 的 性 质 写 在 下 面 . 


定理 3 ”任意 个 闭 集 的 交集 是 一 闭 集 , 有限 个 闭 集 的 和 集 是 闭 集 . 
这 个 定理 的 证 明 , 与 直线 上 的 点 集 相 仿 . 


定义 3 设 E 是 一 点 集 , 是 一 开 圆 系 . 若 对 互 中 任 一 点 M, 叫 中 有 圆 入 包 
含 M, 则 称 点 集 EE 被 员 所 覆盖 . 


定理 4 (E. 博 雷 尔 ) ”车 有 界 闭 集 下 被 一 个 无 穷 开 圆 系 NM 所 改 盖 , 则 在 叫 中 
可 以 选取 一 个 有 限 个 圆 所 成 的 集 9N* 同样 履 盖 FF. 
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证 明 与 直线 上 的 情形 相仿 . 假设 定理 不 真 , 即 F 不 能 被 员 中 的 有 限 个 圆 所 覆 
盖 . 设 下 含 在 R(a < xz < b,c<sy<d) 中 ,将 RR 由 两 直线 


等 分 成 四 个 小 矩形 , 其 中 至 少 有 一 个 矩形 包含 下 的 一 个 子 集 , 这 个 子 集 不 能 被 员 中 
有 限 个 贺 所 覆盖 . 将 此 和 矩形 施行 上 面 的 手续 再 等 分 成 四 个 小 和 矩形. 继续 进行 这 种 手 
续 , 得 到 一 列 矩 形 , 后 者 含 于 前 者 之 中 , 每 一 个 矩形 中 含有 F 的 一 个 子 集 , 此 子 集 不 
能 被 mM 的 有 限 个 圆 所 覆盖 . 这 些 和 矩形 收缩 于 一 点 Mo, 易 证 此 点 属于 严 . 如 同 证 明 
第 二 章 8§2 的 定理 7 一 样 , 最 后 得 到 矛盾 , 从 而 完成 本 定理 的 证 明 . 


82. 开 集 

定义 1 对 于 中 的 点 Mo, 假如 存在 如 下 的 开 圆 K : Mo es 天 CE, 那么 称 
ho 为 巨 的 内 点 . 

定义 2 如果 中 各 点 都 是 BE 的 内 点 , 则 称 已 是 一 开 集 . 

例如 开 圆 是 一 开 集 . 

定理 1 任意 个 开 集 的 和 集 是 开 集 . 

其 证 明 与 直线 上 的 点 集 相 同 . 

定理 2 ”有限 个 开 集 的 交集 是 一 开 集 . 


证 明 ”不妨 就 两 个 开 集 Ga, Ga 的 交集 加 以 证 明 . 设 Mo(zo,yo) 是 它们 交集 中 
之 一 点 , 则 有 开 圆 K; 如 下 : 


Ki: (za)?+(y-b):<r? (i=1,2), 
而 
MOEKRiCG: (= 1,2). 
假使 能 找到 一 个 圆 K, 满足 Mo e K C KiK, 则 定理 即 可 得 证 . 今 取 
p= min{ri— Va: ~ zo)? + (bi — yo)?}, 
则 开 圆 


K.: (z—zo)+(y—-y) <p? 
显然 适合 上 面 的 要 求 . 定理 证 毕 . 


兹 以 CE 表示 EE 关于 全 平面 的 余 集 , 则 如 同 在 直线 上 的 情形 一 样 , 成立 如 下 的 
定理 . 
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定理 3 开 集 G 的 余 集 CG 是 一 闭 集 . 闭 集 所 的 余 集 CF 是 一 开 集 . 
仿照 第 二 章 84 的 讨论 , 我 们 可 以 建立 下 面 的 “隔离 性 定理 ”. 
定理 4 设 所 ,Fo 是 两 个 不 相交 的 有 界 闲 集 , 则 必 有 两 个 如 下 的 开 集 G1, G2: 


G1 A, G2 IDF, GiG2= 8@. 


平面 上 的 开 集 的 结构 , 与 直线 上 的 开 集 有 一 个 重要 的 不 同 点 , 它 不 能 有 构成 区 
间 这 种 概念 . 因此 不 能 像 直线 上 的 情形 那样 明确 . 


定理 5 平面 上 的 非 空 的 开 集 是 可 数 个 闭 的 正方 形 的 和 集 . 这 种 正方 形 的 边 平 
行 于 坐标 轴 , 而 且 任 何 两 个 无 共同 的 内 点 . 


证 明 ”两 直线 系 
二 业 】 二 Wi 二 2 


将 平面 分 成 可 数 个 正方 形 , 每 正方 形 之 边 长 等 于 1. 以 下 我 们 说 正方 形 时 必 将 它 的 四 
边 也 计算 在 内 一 一 闭 的 正方 形 . 这 些 正方 形 中 任何 两 个 无 共同 内 点 . 我 们 称 如 此 所 
得 的 正方 形 是 第 一 阶 的 . 然后 作 两 直线 系 : 

r=0, + 了， 士 1， + =0， +3 土 1 +3, ee 
由 这 直线 所 分 成 的 正方 形 , 称 为 第 二 阶 的 正方 形 . 那么 第 一 阶 的 每 个 正方 形 是 由 第 
二 阶 的 四 个 正方 形 所 合成 的 . 再 由 


z=7; Y=7 (mm=0,+1,+2,...) 

将 平面 分 割 , 所 得 的 正方 形 称 为 第 三 阶 的 正方 形 , 以 下 类 推 . 于 是 得 到 第 四 阶 , 第 五 
阶 等 等 的 正方 形 . 

这 些 正方 形 都 是 闭 的 , 其 边 平行 于 坐标 轴 , 同 阶 中 的 正方 形 两 两 无 共同 内 点 . 凡 
k 阶 正方 形 是 由 四 个 (k 十 1) 阶 正方 形 所 合成 .k 阶 正方 形 的 边 长 是 21~*. 所 有 这 种 
正方 形 所 成 之 集 是 可 数 的 . 

作 好 这 一 准备 工作 后 , 设 G 是 一 非 空 的 开 集 , Mo 是 G 中 任 一 点 . 那么 我 们 可 
以 取 ( 取 法 可 能 不 是 唯一 的 ) 一 列 都 包含 点 Mo, 且 彼 此 相互 车 套 的 正方 形 列 {Q4) }， 
其 中 Q4 是 上 面 所 说 的 一 个 尺 阶 正方 形 , 且 


QW I QD I QW I.... 


因为 Mo 是 G 的 内 点 , 且 QW 的 边 长 当 n 一 co 时 趋向 于 0, 所 以 {@ 收 } 中 的 
Qt 当 n 适当 大 时 全 部 在 G 中 . 用 这 个 方法 , 我 们 晓得 在 正方 形 网 中 一 定 有 正方 形 
售 在 G 中 . 
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第 一 阶 的 正方 形 完全 含 在 G 中 的 记 其 全 体 为 厂 , 第 二 阶 的 正方 形 完 全 含 在 G 
中 而 不 含 在 五 中 任 一 个 正方 形 之 内 的 记 其 全 体 为 T2. 又 将 所 有 第 三 阶 的 正方 形 完 
全 含 在 G 中 而 不 含 在 Ti 或 To 中 任 一 个 正方 形 之 内 的 记 其 全 体 为 Ts. 以 下 类 推 . 

于 是 ,Tz,T3,.… 的 每 系 都 是 至 多 不 过 含 可 数 个 正方 形 , 所 以 其 和 集 T 亦 至 多 
由 可 数 个 正方 形 所 组 成 . 今 记 了 中 所 有 正方 形 为 Q1, Q2, 83,…, 则 可 证 


G=》Qk. (*) 
k=1 


关系 式 二 Qu c G 很 是 明显 . 现在 要 证 明 G < Do 设 Mo e G, 那么 原来 的 正方 


形 网 中 必 有 正方 形 含 在 G 中 而 包含 点 Mo， 设 具有 这 种 性 质 的 正方 形 所 属 的 阶 数 的 
全 体 为 已, 则 P 是 一 个 以 自然 数 为 元 素 的 非 空 集 ， 所 以 在 P 中 存在 一 个 最 小 数 m. 
那么 必 有 第 m 阶 的 正方 形 包含 点 Mo 但 本 身 含 在 G 中 . 这 个 正方 形 不 含 于 网 中 那 
种 包含 Mo 又 含 于 G 中 而 其 阶 低 于 m 的 正方 形 内 , 否则 m 不 是 P 中 最 小 数 了 . 这 
是 Tm 中 的 一 个 正方 形 , 因此 得 到 


于 是 (*) 式 证 毕 . 并 且 (*) 中 右边 的 被 加 集 的 个 数 是 可 数 个 而 不 是 有 限 个 , 因为 
如 果 只 有 有 限 个 , 则 其 和 集 变 成 闭 集 了 . 定理 证 毕 . 


平面 上 的 非 空 的 集 , 同时 是 开 的 又 是 闭 的 , 只 有 全 平面 9. 如 果 G 是 全 平面 , 则 
G 当然 不 能 由 有 限 个 正方 形 的 和 集 所 表示 . 

所 可 注意 的 , 将 开 集 由 正方 形 的 和 集 表示 时 , 其 表示 法 不 是 唯一 的 . 例如 当 证 明 
定理 5 时 , 每 次 将 正方 形 分 成 九 等 分 , 则 所 得 的 表示 (*) 与 四 等 分 时 不 同 . 因此 , 我 
们 说 平面 上 开 集 的 结构 没有 直线 上 开 集 那样 明确 . 

最 后 , 我 们 要 证 明博 雷 尔 定理 的 推广 定理 . 


定理 6 设 叫 是 一 系 开 集 , 而 FF 是 一 有 界 闭 集 . 如 果 玉 中 每 一 点 至 少 含 在 一 
个 开 集 Ge 员 之 中 , 则 在 员 中 可 以 选取 有 限 个 开 集 , 使 其 和 和 集 和 包含 瓦 . 


证 明 ”事实 上 ,平面 上 每 一 开 集 是 含 在 其 中 的 所 有 开 圆 的 和 . 所 以 下 被 含 在 咒 
中 的 所 有 开 圆 所 成 之 系 所 覆盖 . 利用 博 雷 尔 的 定理 , 从 开 圆 系 中 可 以 选 出 有 限 系 覆盖 
F. 但 因 每 一 开 圆 含 在 rm 的 某 一 开 集 中 , 挑 出 这 些 开 集 , 所 以 员 中 必 有 有 限 个 开 集 
覆盖 FF. 


因此 , 博 雷 尔 定理 的 开 圆 , 换 以 正方 形 亦 未 尝 不 可 . 
” @ 第 二 章 84 定理 2 可 移 到 二 维 的 情形 . 
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83. 平面 点 集 的 测度 论 


平面 点 集 的 测度 论 与 直线 上 的 情形 相似 ， 所 不 同 的 仅 在 出 发 点 , 因为 平面 上 的 
开 集 不 具有 唯一 的 构成 区 间 系 , 而 有 界 闭 集 关 于 包含 它 的 最 小 矩形 的 余 集 不 一 定 是 
开 的 . 


定义 1 开 和 矩形 R(a < x < b,c <y<d) 的 面积 : 
mR=(b—a)(d— 人 ao) 
称 为 R 的 测度 . 又 闭 矩 形 Ra < xz < b,c < y < d) 之 测度 亦 定义 为 (b - a) (d 一 ce) 
(此 地 假定 b > a,d > c, 如 果 a = b, 则 开 和 矩形 R 为 空 集 .) 


引 理 1 设 在 平面 上 有 有 限 个 矩形 RR1, Ro,.…… , RR,, 其 边 平行 于 坐标 轴 . 答 形 之 
间 可 以 相交 或 不 相交 , 有 些 是 开 的 , 有 些 是 闭 的 . 那么 必 有 有 限 个 开 撼 形 yj ,2,…… ,YN， 
其 边 亦 平行 于 坐标 轴 , 但 具有 下 述 诸 性 质 : 

1. 珑 形 yi 之 间 两 两 不 相交 . 

2. 如 果 Riyx 2， 则 Ri 2 yk. 

3. 每 一 个 Ri 的 面积 等 于 含 在 其 中 的 和 Yk 的 诸 面 积 之 和 . 


证 明 设 ( 视 Ri 为 闭 的 或 开 的 而 定 ) 
Ri=Ri(a < TS<bc SYySd), 或 Ri=Ri(ai <z <bi,ci<Yy < di). 
将 所 有 点 {ai} + {bi} 依 大 小 顺序 排列 成 一 如 下 的 有 序 集 : 
zo < ZI1 < < Zp, 
同样 , 将 {ci} + {di} 的 全 体 依 大 小 顺序 排列 为 : 
yo < < <y. 


所 要 的 Yk 是 一 切 和 矩形 (EX ZA+1 Vi < 9 < Yu+1) (A = 0,1,.… ,2 一 1;1 一 
0,1,… ,9 一 1). 此 简单 的 事实 , 读者 可 以 自行 详 为 证 明 . 


引 理 2 设 {Qi} 与 {6;} 是 两 系 有 限 个 矩形 四, 若 任何 两 个 ai 无 共同 内 点 ， 则 
>》 as (Cs >.B; 
>_ ma < >》 mpB;. 


@ 所 说 的 矩形 , 假定 其 边 均 平 行 于 坐标 轴 . 以 后 不 每 次 都 加 以 说 明 , 因为 其 他 情形 的 矩形 , 我 们 
不 考虑 . 


当 


时 ， 
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证 明 将 {fai} 和 {6;} 并 成 一 系 {Rs} 后 , 应 用 引 理 1 而 得 到 一 系 {7;}. 因为 
和 矩形 a 之 间 任 何 两 个 无 共同 内 点 , 故 同一 个 矩形 和 不 可 能 含 在 两 个 不 同 的 a 之 
中 . 今 将 xy; 之 含 在 并 ai 中 者 , 记 其 全 体 为 7T. 又 将 了 给 以 如 下 的 分 类 : 了 中 之 入 
而 含 在 ai 中 者 , 其 全 体 称 为 T, 则 当 i 关 j7 时 与 TT 没有 共同 的 yx. 因此 成 立 

DS_ mos = (Em) = 》 my 
i Ti 1 

今 将 了 重新 分 类 :人 中 六 而 含 在 B1 中 的 , 记 其 全 体 为 51. 了 中 yx 含 在 Bo 中 
而 不 属于 5; 的 , 记 其 全 体 为 52. T 中 和 yi 含 在 B63 中 而 不 属于 S1 + Sz 的 , 记 其 全 体 
为 53. 以 下 类 推 . 

由 于 mB; 等 于 所 有 含 在 8; 中 的 Yk 之 面积 的 和 , 所 以 


>》 myx < mB;. 
S; 


了 


因此 
>》rmai 一 》 my 一》 [| < 》 mm 有 
T Fa 
证 毕 . 
推论 ” 设 {ai;} 是 有 限 个 或 可 数 个 的 矩形 系 , 任何 两 ai 无 共同 内 点 . 若 一 切 au 
都 含 在 矩形 尺 中 , 则 
>》 rman < mR. 


实际 上 , 若 {ai} 是 一 有 限 系 , 那么 推论 是 引 理 2 的 特殊 情形 . 者 {ai} 是 可 数 
的 , 那么 只 要 取 极 限 即 得 . 


引 理 3 设 A,B 是 平面 上 的 两 个 有 界 集 ， 4 与 B 都 可 表示 为 可 数 个 闭 和 矩形 
Sa Oo Do 
A= ,os, B= > 
i 二 1 7 三 1 
若 和 矩 形 ai 之 间 任 何 两 个 无 共同 内 点 , 则 当 A C B 时 ， 
Y_ mas < >》 mpB;. 
1 一 1 7 一 1 


证 明 ” 因 6B; 可 能 重 伙 , 上 式 右边 的 级 数 可 能 发 散 于 +oo, 但 此 时 所 述 自然 是 真 
的 . 故 就 》 mB; 收敛 时 加 以 证 明 好 了 . 如 果 所 述 不 真 , 那么 必 有 如 下 的 目 然 数 m: 


3 一 | 


》 ma > D>_ mp;. (*) 
4 一】 一 1 
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对 于 每 一 个 闭 和 矩形 6j, 取 开 和 矩形 6; 使 6; C B+ 且 
772[7 < mp; 十 7 


其 中 = 表示 (*) 式 中 左 方 减 去 右 方 之 差 (是 一 正 数 )， 于 是 开 集 系 {8+} 覆盖 有 界 


闭 集 
F = Do 
i=1 
利用 博 雷 尔 的 推广 定理 , 在 {8+} 中 可 以 选取 有 限 个 8:, 8;,.… ,6* 而 使 
Fx 
了 一 1 
由 引 理 2, 得 ， 于 
>》 ma < 2》_mp} < >》 mp; +€. 
但 是 不 等 式 


Dmos < ne 中 
与 (*) 式 冲 突 , 证 毕 . 
特别 当 4 与 B 一 致 的 时 候 , 得 到 
引 理 4 ”如果 平面 上 的 有 界 集 媚 可 用 两 种 闭 和 矩形 之 和 集 来 表示 : 
= va - 24 
1 
且 在 每 一 个 表示 中 闭 矮 形 之 间 两 两 无 共同 的 内 点 . 则 
>》 mar 一 Ymp,;. 
j=1 


j= 1 


每 一 个 开 集 是 可 数 个 闭 正 方形 的 和 和 集 . 很 自然 地 可 以 将 这 些 正方 形 的 面积 之 和 
定义 为 开 集 的 测度 . 这 种 方法 与 直线 上 的 情形 颇 为 相似 , 相当 于 平面 上 取 正 方形 的 
就 是 构成 区 间 . 不 过 直线 上 的 开 集 由 构成 区 间 表 示 时 , 其 表示 法 是 唯一 的 ; 而 平面 上 
的 开 集 , 其 表示 法 却 不 是 唯一 的 . 因此 发 生 如 下 的 问题 : 由 不 同 的 表示 法 所 定义 的 测 
度 是 否 相 同 ? 引 理 4 解答 了 这 问题 . 因此 有 理由 作 如 下 的 定义 . 


定义 2 ”将 有 界 开 集 G 以 可 数 个 闭 正 方形 的 和 集 来 表示 , 其 中 的 正方 形 两 两 无 
共同 内 点 , 则 称 诸 正方 形 面积 之 和 为 G 的 测度 , 以 mG 记 之 . 


由 引 理 3, 导出 
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定理 1 若 Gi 与 G2 都 是 有 界 开 集 , 则 当 Gl C G2 时 ， 
mG1 < mG?. 
定理 2 如 果 有 界 开 集 G 是 有 限 个 或 可 数 个 两 两 不 相交 的 开 集 Gi 的 和 , 则 


mG = >》 mGr. 
大 


于 此 定理 , 若 将 被 加 集 之 间 无 共同 点 的 条 件 除 去 , 则 得 


mG < >》， mGk. 
大 


事实 上 , 如 果 Gi 由 无 共同 内 点 的 闭 正 方形 之 和 集 表示 : 


则 
Sy a (*) 


如 果 Gi 之 间 是 两 两 不 相交 的 , 则 在 (*) 式 的 表示 中 任何 两 个 不 同 的 a(* 也 无 
共同 内 点 . 因此 由 定义 2, 即 得 


mG = 》 mal® = (> mo = YmGk. 
让 大 k 


t=1 


如 果 没 有 GikGxk' = g(k 关 k) 的 条 件 , 那么 G 可 以 用 别 的 方法 表示 为 闭 正方 形 
的 和 : 


Gs 


J 一 1 


利用 引 理 3, 乃 得 
mG 一 S < > ma 一 > be 二 YmGk. 
j=1 大 k \i=]l 大 


于 此 我 们 看 到 , 虽然 平面 上 开 集 测度 的 定义 较 直线 上 的 情形 要 复杂 一 点 , 但 是 
它 的 基本 性 质 , 与 第 三 章 81 中 三 个 定理 所 表示 的 是 符合 的 . 
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现在 我 们 来 定义 有 界 闭 集 FF 的 测度 . 设 闭 集 F 含 在 开 和 矩形 R 之 中 , 则 
CaF=R-F=R.:CF 
是 两 个 开 集 的 交集 , 所 以 是 一 个 开 集 . 首先 我 们 要 证 明 ， 
mR— mbrF (*) 


与 RR 的 选择 无 关 . 如 果 Ri 与 Rs 是 两 个 具有 上 述 性 质 的 矩形 , 那么 我 们 可 以 作 一 个 
矩形 Rs 包含 Ri 与 Ro, 假使 我 们 证 得 


mR1 一 mbr,F 一 mR3— mba,sF, 


mR mbr,F 二 mRs < mbr,F, 


Rl = Rl (al <Z< Di,cl <y<di), 
R2 = R2 (a2 <TX< b,c <Y < do), 


aa2 < al,b2 > bi,c2 < cl,do2 > di. 


显然 , 要 使 Ri 转变 到 Ro, 必须 将 RI 的 左边 再 向 左 移 , 右边 再 向 右 移 ,上边 再 向 上 
移 , 下 边 再 向 下 移 , 方 可 得 到 . 这 种 移动 可 以 一 个 接 一 个 地 去 做 ,又 因 它 们 都 是 属于 
同一 型 , 所 以 只 要 看 下 列 二 数 


mR— mbaF, mR’ -mbgF, (**) 

其 中 

R= R(a<zr<b,c<y<d), 

R=R(a<zr<b+h,c<y<d) (h>0) 
是 否 相 等 就 可 以 了 . 

此 时 显然 的 是 
mR’' =mR+h(d— ce). 

而 另 一 方面 ， 


CpF 一 (R’ 一 R) 十 CaF: 
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从 而 得 到 9 
mbg'F = h(d 一 c) 十 mbaF. 


所 以 (**) 式 中 两 数 是 相同 的 . 于 是 证 得 (*) 与 R 的 选择 无 关 . 
由 上 面 的 理论 , 知道 下 面 的 定义 是 合理 的 . 


定义 3 设 下 是 有 界 闭 集 , R 是 任何 一 个 包含 FF 的 开 和 矩形 , 则 定义 F 的 测度 
mF 为 mR mbaF. 


容易 证 明 , 如 果 F 是 有 限 个 两 两 无 共同 内 点 的 财 正 方形 的 和 : 


下 一 >》 ak， 
k=1 
则 参照 上 面 的 定义 可 得 
mr = >》 max. 
k=1 
事实 上 , CkF 是 一 个 开 集 , 它 可 用 两 两 无 共同 内 点 的 闭 正方 形 {6B;} 的 和 表示 : 
CRF = >_B. 


ox 与 Bi 更 无 共同 点 , 故 由 
R= >》 ak 一 Db 
k=1 


t=1 
得 
n [@ 
mR = >_ marx 十 全 mi;. 
k=1 =1 


@ 如 果 R' 一 RR 为 开 集 , 则 mba/F = h(d 一 cc) 十 mCRF 显然 成 立 , 但 事实 上 R' -RR 不 是 开 集 , 故 
需 详 证 如 下 : 
对 于 任意 的 正 数 <, 作 两 矩形 
U=U(b—-e<z<b+h,c<y<d), V=V(e+e<zr<bt+h,c<y<d), 
则 因 U DR -RDV. 
U+CrFIOCRFOV+LRE, 
从 而 
mlU+CrF] >mba'F >mlV + Cea), 
又 因 V 与 CrF 不 相交 , 故 得 
mU+mbaF >mbp'F >mV +mbak, 
因此 ， 
(kK+e)({d—ce)+mCrF > mba'F >(h—e)(d—ce)+mbeF, 
令 一 0 即 得 所 证 的 等 式 . 
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从 而 
D>_ max =mR— >》 mB; =mR-— mbrF = mr. 
天 一 1】 gs==1 
如 果 我 们 回顾 一 下 第 三 章 82 里 关于 直线 上 有 界 闭 集 测 度 的 一 切 定理 , 就 会 注意 
到 这 些 定 理 与 其 说 是 建立 在 测度 mF 定义 的 基础 上 , 倒 不 如 说 是 建立 在 下 面 两 个 结 
果 的 基础 上 : (1) 如 果 A 是 包含 有 界 闭 集 FF 的 任 一 区 间 , 则 


mF =mA— mbaF. 


(2) 有 限 个 无 共同 点 的 闭 区 间 的 和 集 , 其 测度 等 于 诸 闭 区 间 的 总 长 9. 可 是 我 们 看 
到 , 上 述 两 个 性 质 对 于 平面 上 的 点 集 也 是 成 立 的 .因此 我 们 可 以 不 加 具体 证 明 , 就 
将 有 关 直 线 上 闭 集 测 度 的 一 切 定 理 移 到 平面 上 来 . 举例 来 说 : 如 果 五 C F, 那么 
mh < mF2; 如 果 G 是 一 有 界 开 集 , 那么 它 的 测度 等 于 含 在 其 中 的 闭 集 的 测度 的 上 
确 界 , 等 等 . 

由 此 , 还 可 以 逐 字 逐 句 照 直线 上 的 讲法 , 来 定义 任何 有 界 集 的 内 测度 与 外 测度 
的 概念 . 因此 , 在 第 三 章 83 中 所 述 的 七 个 定理 , 只 要 将 其 中 所 提 到 的 区 间 A, 改 为 开 
矩形, 就 可 以 原封 不 动 搬 到 平面 上 来 . 

最 后 , 我 们 对 于 内 测度 等 于 外 测度 的 有 界 集 定 义 为 可 测 集 ， 就 不 难 将 第 三 章 中 
84 及 86 中 所 述 的 内 容 搬 到 平面 上 来 . 此 地 我 们 不 预备 一 一 细 述 , 仅 将 在 以 后 讨论 中 
要 用 到 的 一 些 材 料 写 出 来 . 


定理 3 ”对 于 有 界 集 忆 , 存在 着 具有 下 列 诸 性 质 的 两 集 4 和 B: 

1) 4 是 F 型 的 集 , BB 是 Gs 型 的 集 ; 

2) ACECB: 

3) mA = mE,mB = mE. 

其 证 极 易 , 只 要 对 于 每 一 自然 数 n, 先 作 如 下 的 闭 集 五, 与 开 集 G，: 


1 1 
FCECGOG,, mFn > mB — ~—, mGn < mE +=, 


A=FR+B+F+.:.….…, B= GG 
就 行 . 
至 于 在 第 三 章 88 中 所 研究 的 维 塔 利 定理 , 我 们 也 可 以 毫 不 改变 地 移 到 平面 上 
来 . 今 设 员 是 一 个 闭 的 正方 形 系 鸟 , 所 谓 E 依照 维 塔 利 的 意义 被 员 所 覆盖 , 乃 指 
对 于 EE 中 每 一 点 , 在 员 中 存在 一 个 面积 可 任意 小 的 正方 形 履 盖 此 点 . 利用 这 个 定 
义 , 把 第 三 章 88 中 所 述 的 定理 搬 到 这 里 来 就 得 到 维 塔 利 定 理 的 两 种 形式 . 


也 这 个 性 质 在 第 三 章 82 定理 4 中 用 到 . 
@ 注 意 , 我 们 时 常 假定 所 说 的 正方 形 , 其 边 皆 平行 于 坐标 轴 . 
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定理 4 。 如果 平面 上 的 有 界 集 马 依 照 维 塔 利 的 意义 被 闭 正方 形 系 顺 = {Q@} 所 
覆盖 , 那么 在 叫 中 可 以 选取 一 列 两 两 不 相交 的 正方 形 Q1,Q2,Q3,… ,其 和 集 除了 
一 个 测度 为 0 的 集 而 外 改 盖 忆 , 即 


QQ = OKAFR), m 


EC— 二 o 一 0. 
大 一 1 


定理 5 在 定理 4 的 假定 下 , 对 于 任 一 正 数 a, MM 中 存在 有 限 个 两 两 不 相交 的 
正方 形 GO2 Cn 使 


rm* 


E— S or Es 

天 一 1 

至 于 在 第 三 章 85 中 所 述 的 测度 关于 运动 是 不 变 的 性 质 , 将 它 搬 到 多 维 空间 上 来 
有 本 质 的 困难 . 为 此 我 们 男 辟 一 节 讨论 此 事 . 


84. 可 测 性 及 测度 对 于 运动 的 不 变性 
定义 1 设 M* = yp(M) 是 将 平面 R? 变 为 自身 的 一 个 单 值 映射 如果 任 何 两 
点 间 的 距离 对 于 这 个 变换 不 变 , 即 
plp(M), p(N)] = p (M,N), 
则 称 M* = p(M) 是 一 个 运动 . 
显然 地 , 当 M # N 时 , ep(M) 关 wp(N), 所 以 运动 的 逆 变 换 也 是 单 值 的 . 
今 设 点 Po(0,0), Pi(1,0), 已 (0,1) 的 像 顺 次 为 Px (ao, Bo0), Pr (a1,B1), Pi (a2, B2). 
因为 p(Po,P) = 1,p (Po, P) 3 lL pt) V2, 所 以 
(al ~— oo +(Bi 一 Bo) =1， (a2— Qo0)?+(B2 — Bo)?=1, 
(az 一 al) 二 (2 一 5) 一 2 
将 az -aa 与 Bo 一 Bi 改写 为 (2 一 a0) 一 (Ql 一 Q0) 与 (B82 一 Bo0) 一 (Bi 一 Bo), 那 
么 从 上 面 的 式 子 , 就 得 到 
(az 一 ao) (al 一 ao) + (Bz — Po) (6 — Bo)=0. 
注意 到 上 面 的 式 子 , 考虑 行列 式 
al 一 ao 应 一 Go 
a2 一 ao fp2— bo 
其 由 “ 行 乘 以 行 ” 规则 组 成 的 D? 等 于 
1 0 
0 1 


D = 


》 


一 1. 
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故 得 |D| = 1.9 
设 M(z,y) 是 平面 上 的 任何 一 点 , M*(z*,y*) 是 它 的 像 .将 p (M, PPR) 与 p(M"*,P*) 
(i = 0,1,2) 对 照 , 即 得 如 下 的 三 个 等 式 : 
T+ = (7* — oa0)? + (y* — Po)?, 
(2—1 + = (7 oa) +(y -PB)’, 
T+(y—1) = (7 — oa)? +(y — Boa). 
从 第 一 式 减 去 第 二 式 , 第 一 式 减 去 第 三 式 各 各 得 
T= (al 一 ao)z + (Bi — Poy + 
y = (az — Qo)z* 十 (Da — Bo)y* + 2, | 
其 中 my 与 42 乃 是 常数 , 其 详细 的 表示 式 下 文 并 不 需要 . 
现在 要 证 明 平 面 上 任 一 点 Q( 和 ,4) 必定 是 某 点 M(z,y) 的 像 . 实际 上 , 置 
T= (01— Qa0)A+(B — Bop + 
y = (Q2 — Qo0)A + (Bz — Bo)k + 2- } 


点 M(z,y) 的 像 (z*,y*) 的 坐标 可 由 (1) 式 求 得 . 因 (1) 的 行列 式 D 头 0, 所 以 其 解 
且 是 唯一 的 . 因此 由 (2) 即 得 z* = X,y = 几 就 是 说 : 此 (x,y) 的 像 就 是 (入 , /0). 

因此 我 们 得 到 , 运动 是 使 平面 R? 变 为 自身 的 可 北 的 一 对 一 的 变换 . 显然 , 运动 
的 逆 变 换 也 是 运动 . 将 像 与 原 像 的 地 位 交换 时 , 可 见 像 的 坐标 用 原 像 的 坐标 表示 起 
来 , 应 与 (1) 属于 同一 类 型 . 因此 就 证 明了 . 


定理 1 若 (z*,y*) = JM* 是 M(x,y) 经 过 某 一 运动 所 得 的 像 , 则 必 有 


2” i 


(1) 


(2) 


性 一 Q27 + boy + co. 
其 中 行列 式 


Ql bi 
(4) 


a2 bo2 


的 绝对 值 |A| = 1 
@ 这 是 因为 : DD 与 其 转 置 D' 相 乘 等 于 D?, 而 有 

(al 一 ao)j(al — a0) + (6 — Bo)(B1 -5o) (al 一 aoj(a2 — a0) + (8B1 — Bo)(B2 — Go) 

(aa 一 aojtal — a0) + (Bz2 — Bo)(B1 — Bo) (aa ~ a0)(02 — 0a0) + (82 — Bo)(B2 — Bo) 


1 0 
0 1 


D? 


= |. 


一 一 第 5 版 校订 者 注 . 
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定义 2 使 及 2 变 为 自身 的 变换 M* = 2(M) 且 可 由 (3) 表示 的 称 为 仿 射 变换 . 
当 行列 式 (4) ( 称 为 变换 的 行列 式 ) 不 等 于 0 时 , 称 p(M) 为 非 退 化 的 . 


因此 成 立 下 面 的 定理 . 
定理 2 ”运动 是 一 种 仿 射 变换 , 其 变换 的 行列 式 人 的 绝对 值 |A| 等 于 1@. 


定理 3 两 个 仿 射 变换 的 积 仍 是 一 个 仿 射 变换 ,而 其 行列 式 是 原来 两 个 行列 式 
的 积 . 


其 证 明 很 简单 , 读者 可 自行 证 之 . 
定理 4 闭 算 形 R(a < 工 < 8, YY 6) 经 过 下 列 四 个 仿 射 变换 


Ze =: = 二 大 
OD QV)” (kz#0) 
y=y+b y* =ily 


2 =Y T=7I+Yy 
WU UD)  ， 
y 三 忆 Y= 


Ba 


中 的 任何 一 个 变换 后 , 就 变 成 一 个 可 测 集 RR*, 其 测度 是 
mR* = |A| .mAR, 
其 中 A 表示 相应 的 变换 的 行列 式 . 
事实 上 , 经 过 变换 (TD, (IIT), (IV) 所 得 的 R* 仍 为 矩形 , 各 各 可 以 表示 如 下 : 


(1) Yr <6 GD CQ 二 aa 过 Zr 的 DO+a (Vv) Oe 
as<sy <p Y+b<y gd+b liy<y < 
(最 后 一 组 不 等 式 当 大 > 0 及 1 > 0 时 才 可 写成 这 样 , 否则 需 改写 . 例如 大 < 0, 则 第 
一 式 即 应 改写 为 kB < zx* < ka). 
因此 , 定理 对 于 变换 (I), (IID), (IV) 是 真 的 . 定理 中 成 问题 的 是 (IT). 首先 我 们 注 
意 到 , 此 时 的 R* 是 由 下 式 


a -YW HyYSY SO 


所 决定 的 . 
取 一 个 自然 数 n, 将 R* 分 成 n 个 部 分 


a 
@ 其 道 不 真 . 例如 变换 z* = 2z,y” = 2y 并 非 是 运动 . 仿 射 变换 (3) 成 为 运动 的 必 妆 且 充分 的 
条 件 是 


a?f +a3 =1, 好 十 好 = 1,albl 十 azba = 0. 
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其 中 Sk(k = 1,2,… ,n 一 1) 由 不 等 式 

asr™—y <p, y+ (6) Sy <y+ (6—) 
所 决定 , 而 5 由 不 等 式 


下 + 有 一 ] 本 
a<r™—y pb, (0 <6 


所 决定 , 显然 , Si 之 间 两 两 不 相交 . 
今 定义 矩形 U 及 Vi 如 下 : 


k k—1l 
Ur = Usatyt i -Ne Bty+t E57), 
k—1 k 
he < 7) et 
nd ee tt |， 
k—1 k 
你 = 你 |a+7+ 一 -msm<p+7T+G 一 Th)， 


大 一 1 大 
一 一 一 (6 一 让 ) < < {i 
Th (6—7Y)&Yy 人 | 


则 容易 证 明 
Ur C Sr CC VV. 
因此 ， 
mURk < mx Ok < mL Sk < mVk, 
或 


Nn 


将 上 面 的 不 等 式 边 边 相 加 . 并 且 顾 到 


(a- nL 7) 5S i < (6- ot) 


nn nn 
mR* > Too， m* R* < 》 ms,, 
k=1 k=1 


乃 得 
(8 — a)(6—)— Ban) SmR' <mR <(p- a6 N+ 让 

但 因 ”是 任意 的 , 故 由 上 式 导 出 
mR* =m’R’ = (8 -a)(6 -7)= 


定理 证 毕 . 
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定理 5 设 G 是 一 有 界 开 集 , 经 过 仿 射 变换 I II, III IV 中 的 任何 一 个 变换 后 
就 变 成 一 个 可 测 集 G*, 其 测度 


mG* = |A| .mG, 
其 中 A 表示 相应 的 变换 的 行列 式 . 

事实 上 , 因 A 关 0, 所 论 变 换 M* = yp(MM) 都 是 非 退 化 的 仿 射 变换 . 每 一 个 非 退 
化 的 仿 射 变换 一 定 是 可 逆 单 值 的 , 可 以 使 关系 式 


Co 
MEeE, AcCB, AB=%, E= Dy Ek 
k=1 


保持 不 变 , 即 相应 的 是 : 
M*e€eE’, A*cCB*, AB*=9%,E= > FE. 
k= 二 1 


除 此 而 外 , 不 难 证 得 : 凡 有 界 集 经 过 仿 射 变 换 后 仍 为 有 界 集 . 
设 G 是 一 有 界 开 集 : _ 
GS YR 
大 一 1 


其 中 Ri 都 是 闭 正方 形 , 且 两 两 无 共同 内 点 . 设 对 于 I~IV 中 某 变换 yp,G 及 Ri 之 像 
分 别 为 pg(G) = G" 与 p(Rk) = 及, 则 


G* = 》 RR. 
大 一 二 
因此 , G* 亦 为 可 测 集 , 且 @ 


mG” = >》_ mR: = Al:mRx = |A|: mG. 
k=1 kk 二 1 


定理 证 毕 . 
定理 6 ”任何 非 退 化 的 仿 射 变换 (3) 可 由 I~IV 四 种 简单 的 变换 接连 施行 有 限 
次 而 得 . 


事实 上 , 如 果 在 变换 


Z ”一 QIZ 十 思 0 十 ci 

儿 一 Q27 十 by 十 co2 
四 正方 形 有 之 间 可 能 有 公共 的 边 , 所 以 R* 之 间 是 可 能 相交 的 . 但 是 R 间 的 每 一 公共 边 是 平 
行 于 坐标 轴 的 直线 段 , 所 以 其 测度 等 于 0, 这 些 直 线段 都 可 设想 是 在 某 个 矩形 上 面 的 . 由 定理 4, 万 


知 这 种 直线 段 的 像 的 测度 也 是 0. 因此 , R* 之 间 的 共同 点 所 成 之 集 为 一 测度 为 零 的 集 , 所 以 在 计 
算 mG* 时 可 以 忽略 不 计 . 
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中 , 系数 a1,a2,bl 中 没有 一 个 等 于 0, 那么 此 变换 可 以 由 下 列 八 个 变换 接连 施行 而 
得 . 这 八 个 变换 都 是 I~IV 中 的 变换 : 


Z1 一 Q17 Z2 二 ZI 十 切 7Z3 三 2 |z4 = -一 zx: 
aib] 
Q2 
yi = biy y2 = Vy3 = Z2 J 
T5 = 7T4+Yy4 |T6 一 75 T7=Yye |7*=72X7+cl 
Ql 
Ys = Ya y6 一 Y5 27 = 76 “二 27 十 cz 


如 果 系 数 a1,a2,b! 有 些 是 等 于 0 的 , 则 证 明 可 以 更 简单 些 . 
定理 7 由 非 退化 的 仿 射 变换 , 把 平面 上 的 有 界 集 羽 变 到 有 界 集 EB*, 它们 的 
外 测度 间 成 立 着 如 下 的 关系 : 
mE* = |Alm’E, 
其 中 人 表示 所 属 变换 的 行列 式 . 
证 明 今 先 将 I, II, II IV 中 的 任 一 简单 变换 来 讨论 . 设 s 是 任 一 正 数 . 对 于 
有 界 集 EE 取 有 界 开 集 G, 使 
GIOE. mG<m'E+e. 
设 对 于 此 变换 , ,GG 之 像 分 别 为 BE*,G*, 变换 之 行列 式 为 A, 则 
mE < mG =|A|l:.mG < Al (mE +e). 
由 于 s 为 任意 的 , 有力 得 
mE* <|A|-.m’E. 
对 于 一 般 非 退化 的 变换 ,这 个 关系 式 也 是 成 立 的 , 因为 任何 非 退 化 的 变换 可 以 
由 陆续 施行 简单 的 变换 而 得 ， 其 变换 行列 式 也 就 是 诸 简单 变换 行列 式 的 乘积 . 所 以 


一 般 成 立 
mE* < |A|.mE. 


义 因 非 退 化 变换 的 逆 变 换 也 是 非 退 化 仿 射 变换 ， 其 行列 式 乃 为 入 .五 * 经 过 逆 变 
换 就 变 成 E. 将 上 述 结果 用 到 此 逆 变 换 上 去 , 得 
1 水 了 "水 


从 而 得 到 所 要 证 的 结果 . 
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我 们 还 进一步 注意 到 下 面 的 简单 事实 : 闭 集 经 过 仿 射 变换 仍旧 是 闭 集 . 由 此 不 
难 证 明 . 


定理 8 ”如 果 非 退化 的 仿 射 变换 使 有 界 集 妃 变 为 BE* 的 话 , 其 内 测度 之 间 有 如 
下 的 关系 : 
mE = |A|:m.E. 
特别 对 于 运动 来 说 , 得 到 下 面 的 基本 结论 : 


定理 9 有 界 集 经 过 运动 后 , 其 内 测度 与 外 测度 都 不 变 . 可 测 集 经 过 运动 后 , 仍 
为 可 测 集 , 其 测度 不 变 . 


虽然 这 里 仅 就 二 维 空间 立论 , 但 读者 不 难 由 此 类 推 到 更 多 维 的 空间 上 去 ， 上面 
所 得 的 种 种 结果 都 是 成 立 的 . 


85. 平面 点 集 的 测度 与 其 截 线 的 测度 间 的 联系 
定义 ” 设 互 是 一 平面 点 集 , 由 点 (z,y) 所 组 成 . 由 满足 (zo,y) Ee EB 的 所 有 vy 组 
成 的 一 维 集 E(zo) 称 为 以 直线 z = zo 截 互 的 截 线 . 
从 关系 式 ~、 
ACcB,S= > E., P=||E,R=A-8B 


天 一 1 k=] 


容易 导出 


4(z) C B(x), S(z -二 E(x), P(r) = II Er(z 
R(z) = Alz) - B(z). 
若 FF 是 一 闭 集 , 则 F(z) 也 是 一 闭 集 . 又 若 G 是 一 开 集 , 则 G(x) 也 是 开 集 也. 
有 界 集 的 截 线 亦 为 有 界 集 (或 是 空 集 ). 


定理 1 设 媚 是 一 平面 上 之 一 可 测 点 集 , 妃 含 在 开 和 矩形 玉 (a<z<bc<y<d 
之 中 , 则 

1) 几乎 对 于 (a,b) 中 的 所 有 点 z, 瑟 (z) 是 一 可 测 集 . 

2) 凡 z € (a,b) 使 羽 (7) 成 一 可 测 集 的 , 记 其 全 体 为 A(mA ==b 一 a), 则 函数 
mE(z) 在 集 A 上 是 一 可 测 函 数 . 


3) 忆 的 测度 是 
mp= | mE(z)dz 
A 


DG(z) 应 该 看 作 线 性 集 . 
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证 明 ”证 明 是 由 简 人 繁 , 逐步 进行 的 . 

1. 设 忆 是 一 闭 矩 形 Q(a< zx<B,y<y<g6), 其 中 a<agsB<b,c<y<i6< 
d. 如 果 z & (a,a) 或 ze (6B,b), 则 Q(z) 为 空 集 , 因此 是 可 测 的 , 并 且 mQ@(z) = 0. 如 
果 a gz<pB, 则 Q(z) = [y, 引 ,因此 Q(z) 是 可 测 的 , mQ(z) = 5 一 y. 此 时 , 定理 中 之 
A 即 为 全 区 间 (a,b), 函数 mQ@(z) 在 (a,5) 上 是 一 阶梯 函数 , 所 以 是 可 测 的 . 最 后 ， 


b 8B 3 
mQ(z)dz = / mQ(z)dz = f 人 


故 当 = Q@ 时 定理 成 立 . 
2. 设 是 一 开 集 G. 那么 对 于 任何 ze (a,b),G(z) 也 是 开 集 , G(z) 是 可 测 的 . 
此 时 A = (a,5). 如 果 将 G 表示 为 无 共同 内 点 的 闭 正 方形 Q 的 和 集 : 


G= >_ Qh, 
k=1 
其 中 Qk = Qk(ak & I < Be, Yk sy < 6). 则 
G(z) = >_ Qk(7). 
k=1 
如 果 z 与 所 有 的 Qk，Bk 不 同 , 那么 


mG(7z) = DmQx(z). (*) 


k=1 
事实 上 , 不 等 式 
mG(7) < >_mQx(z) 

k=1 
的 成 立 是 很 显然 的 . 另 一 方面 , Qk(z) 或 为 空 集 或 为 闭 区 间 , 且 任 何 两 个 无 共同 内 点 . 
记 Q(z) 的 一 切 内 点 的 全 体 为 Uk(z); 那么 当 Q(z) 为 空 集 时 Ui(z) 亦 为 空 集 , 当 
Qk(z) 为 团 区 间 时 , Uk(z) 是 由 Qk(z) 除去 二 个 端点 所 得 之 区 间 . 所 以 mmUk(z) = 
mQx(z). 但 G(z) 2 》 ,Ur(z), 所 以 


k=1 


于 U(x) 


k=] 


7aC{(ZT) 过 7 


一 >》， mUrk(z). 
k=1 


因此 证 得 (*) 式 . 
如 果 从 (a,b) 拿 掉 可 数 集 5S = {ak} + {Bi}, 那么 在 余 集 上 , mG(z) 是 收敛 的 可 
测 函 数 级 数 之 和 , 从 而 得 到 mG(z) 在 (ab - 3 上 为 可 测 , 所 以 在 (a,5b) 上 可 测 . 但 
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(*) 是 正 项 级 数 , 所 以 可 以 逐 项 积分 , 又 因 在 区 间 (a,b) 上 的 积分 与 在 (a,b) 一 $$ 上 的 
积分 一 致 , 所 以 


b ooe b Oo 
mG(z)dz = > / mQk(T) dr = IC = mG, 
2 大 一 1 ”2 k=1 


因此 当 = G 时 定理 成 立 . 
3. 设 马 是 闭 集 F. 则 FF= 有 RR--G, 其 中 G 万 是 下 关于 矩形 R 的 余 集 . 等 式 


F(x) = R(z) — G(z) 
中 三 集 都 是 可 测 集 , 所 以 
mF(z) = (d— oc)— mGl(z), 
而 函数 mF(z) 在 A = (ab 上 是 可 测 的 . 将 上 式 积 分 , 得 
mF(z)dz = (b— a)(d — ce)— A . mG(z)dr =mR— mG = mF. 


因此 当 瑟 = 时 定理 成 立 . 
4. 设 马 是 一 下, 型 的 集 . 则 E(xz) 也 是 FF 型 的 集 . 因此 E(xz) 对 于 ze (a,b) 都 
是 可 测 集 . 设 已 是 闭 集 到 的 和 集 : 


EFE= 人 D++B+Bs +…. 


置 
B+ 十 … 十 Bn = FP, 


那么 我 们 可 以 将 E 表示 为 
五 二 下 十 Fo 十 Fa 十.…，FCF2CZ3C， 
在 这 情形 下 ， 
mE = Jl, mp,, 


mE(7z) = lim mF (7z), 


所 以 mE(z) 是 一 可 测 函 数 . 由 于 羽 ,(z) 含 在 (c,d) 之 中 , 所 以 mFn(x) < d 一 c. 因 
此 , 积分 手续 与 极限 手续 可 以 交换 , 而 得 


b b 
/ mE(r)dr = lim / mFn (rz)dz = lim mr, = mE. 
a 侯 一 DO a NN—+*O0O 


因此 当 EE 是 一 Fj 型 的 集 时 定理 成 立 . 
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5. 设 巨 是 Gs 型 的 集 . 则 B= RR 一 EB 是 型 @ 的 集 . 由 于 已 (z) 也 是 Gs 型 
的 集 , 故 E(x) 对 于 z e (a,5) 当然 是 可 测 集 , 并 且 
mE(7x) =d—c— mBl(z). 


所 以 mE(z) 是 一 可 测 函 数 , 并 且 
b b 
J mE(r)dr = (b — a)(d — c)- / mB(r)dr =mR— mB = mE. 


因此 当 瑟 是 一 Gs 型 的 集 时 定理 成 立 . 
我 们 注意 到 , 在 上 述 种 种 情形 下 , A = (a,5b). 
6. 现在 假设 已 是 任 一 可 测 集 . 造 一 个 玉 型 的 集 4 与 一 个 Gs 型 的 集 B 使 


ACECB, mA= mE = mB. 
我 们 不 妨 假定 B c R. 根据 已 经 证 明 的 事实 , mA(z) 和 mB(z) 在 (a,b) 上 都 是 
可 测 函 数 , 并 且 | | 
mbE = / mA(z)dr = 下 mB(z)dz. 
由 于 4(z) C E(z) C B(z), 所 以 mm4(z) < mB(zx). 因此 , 由 上 述 关于 这 些 函 数 


的 积分 等 式 mA(z) 与 mB(z) 在 (a,b) 上 几乎 处 处 相等 . 
今 记 6 > (a, b), 而 令 


上 站 二 SlmAlz) =mB(z)) (mAo=b— a). 


因为 mA(z) < mEB(z) < m*E(rz) < mB(z), 所 以 当 z eAo 时 EE(ZT) 为 可 测 , 既 
然 函 数 mA(z) 在 (a,8) 上 为 可 测 , 在 Ao。 上 当然 亦 为 可 测 , 所 以 mE(z) 在 Au 上 与 
mA(7z) 一 致 , 因而 mE(z) 在 Ao 上 是 一 可 测 函 数 . 8 中 的 点 z 使 EE(z) 为 可 测 的 , 设 
其 全 体 为 A, 则 Ao Cc A c 8. 因此, mA =b 一 a 而 函数 mE(z) (已 知 在 Au 上 为 可 
测 ) 在 A 上 亦 为 可 测 . 最 后 ， 


人 mE(z)dz = 人 mA(z)dzr = [ mA(z)dz = mA = mb. 


因此 本 定理 完全 证 毕 . 
推论 1 设 马 为 平面 上 测度 为 0 的 集 ， 那 么 几乎 所 有 它 的 截 线 亦 是 测度 为 0 
的 集 . 
@ 事 实 上 , 设 互 = I Gn, 则 R-E= YR- Ga). 但 尺 - Gn = RCGn. CG 是 一 闭 集 ,R 是 


F, 型 的 集 . ( 因 RR 是 开 集 , 可 以 表示 为 闭 正方 形 的 和 .) 因此 RG 是 Fi 型 的 集 , 从 而 一 已 是 
忆 型 的 集 
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推论 2 ”假如 平面 上 的 可 测 集 羽 的 几乎 所 有 的 截 线 是 测度 为 0 的 集 , 则 mE = 


如 同 本 章 中 另外 的 结果 一 样 , 定理 1 亦 可 搬 到 多 维 空间 中 去 . 对 于 三 维 空间 的 
情形 我 们 给 以 简单 的 叙述 . 


定义 ” 设 万 是 三 维 空间 的 点 集 , 由 三 维 空间 的 点 (z,y, z) 所 组 成 ， 那么 满足 
(z0,y,z) E 马 的 所 有 (y,z) 的 全 体 称 为 以 平面 z = zo 截 BE 的 截面 . 

定理 2 设 妃 是 三 维 空间 中 的 可 测 集 , 巨 含 在 平行 六 面体 Rla< Z < bb c< 
y<d,e<z<f) 之 中 , 则 

1) 几乎 对 于 (a,b) 中 的 所 有 点 z, 平面 点 集 忆 (z) 是 可 测 的 . 

2) 几 zE (a,b) 使 思 (Z) 为 可 测 集 的 , 记 其 全 体 为 A(mA =b 一 a), 则 函数 mE(7) 
在 人 上 为 可 测 函 数 . 

3)EE 的 测度 是 

mbE = / mE(z)dz. 
A 
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81. 可 测 沙 数 、 连 续 函 数 的 拓 广 


利用 多 维 空间 的 可 测 集 这 一 概念 ， 就 不 难 建立 多 元 可 测 函 数 的 理论 . 这 个 理论 
的 基础 就 是 下 面 的 定义 . 


定义 设 M = (7z1,72,… ,zn) 是 n 维 空间 Rn" 中 之 点 , 已 是 R" 中 之 点 集 ， 
f(M) 是 定义 于 五 的 图 数 . 若 五 是 可 测 的 , 且 对 于 任意 的 实数 a, 点 集 E(f > a) 可 
测 , 则 称 fj(CM) 是 在 EE 上 的 可 测 函 数 . 


有 了 这 个 定义 , 于 是 用 不 着 什么 改变 即 可 将 第 四 章 881, 2, 3 中 所 述 的 结果 转移 
到 多 元 的 情形 上 来 . 但 81 中 的 定理 8 的 形式 要 变 成 


定理 ” 设 f(M) 是 在 闭 的 平行 六 面体 上 所 定义 的 连续 函数 , 那么 f(JM) 是 一 可 
测 函数 . 


一 般 而 言 , 对 于 一 元 函数 的 结果 转移 到 多 元 函数 时 需 将 闭 区 间 改 写 为 闭 的 平行 
六 面体 . 这 样 写 起 来 的 定理 , 其 证 明 与 第 四 章 中 所 述 的 没有 区 别 . 除 此 而 外 , 凡是 在 
第 四 章 根据 $1 定理 8 所 讨论 的 结果 也 是 成 立 的 . 因此 成 立 下 面 的 引 理 : 


引 理 1 如 果 f(M) 是 闭 集 下 上 定义 的 连续 函数 ,那么 对 于 任何 实数 a， 集 
F(f >a) 与 下 (<a) 都 是 闭 集 . 
将 第 四 章 $4 中 所 述 的 事情 转移 到 多 元 函数 上 来 是 一 件 比较 复杂 的 事情 . 在 那 一 


节 中 我 们 依靠 引 理 2 证 明了 博 雷 尔 定理 和 户 津 定理 . 但 是 那 引 理 的 证 明基 本 上 是 单 
为 一 维 空间 而 作 的 , 所 以 现在 不 得 不 作 一 些 变动 . 


8§1. 可 测 函 数 、 连 续 范 数 的 拓 广 - 341 . 


引 理 2 设 忆 是 n 维 空间 RR" 中 一 个 非 空 点 集 . 设 M e Rn, 今 以 r(M) 表示 
点 RM 与 点 集 马 的 距离 , 即 r(M) = pa 百 , 则 肖 数 r(jM) 在 全 空间 下 ”中 是 一 连 
续 函 数 . 


证 明 ”在 空间 中 取 二 点 M 及 N. 由 点 与 点 集 间距 离 的 定义 , 对 于 任意 的 正 数 
s, 在 五 中 可 以 找到 点 4 使 p(M,4) < r(M) +e. 于 是 成 立 
r(N) < p(N, A) < p(N, M)+p(M,A) < p(N, M)+r(M)+e. 
由 于 s 是 任意 的 , 所 以 
r(N)—r(M) < p(N, M). 
又 因 点 M 与 N 的 地 位 是 完全 平等 的 , 从 而 
Ir(N) -rd < p(N, M), 
引 理 证 毕 . 
引 理 3 设 夏 ,下 ,:… ,Fm 是 两 两 无 共同 点 的 闭 集 . 如 果 函 数 po(M) 定义 于 集 
F=h+Ft+..…+ Fm 


上 ,而 在 每 一 集 所 上 取 常 数值 , 那么 存在 一 个 在 全 空间 下 "+ 上 定义 的 连续 函数 由 (JM)， 
当 M EF 时 , Ww(MM) = yp(M), 且 对 于 所 有 点 M E 下" 成 立 


min{¢(M)} < wy(M) < max{y(M)}. 


证 明 ”以 ri(M) 表示 点 M e Rr 与 点 集 及 (kg = 1,2,… ,m) 的 距离 . 由 于 及 
是 一 闭 集 , 所 以 函数 ri(M) 仅 在 有 友 中 的 点 等 于 零 . 

注意 到 此 点 以 后 , 令 op(CM) 在 集 及 所 取 的 值 是 a, 作 函 数 WAM) 如 下 : 当 
M ee F 时 今 它 等 于 yp(MM), 而 当 MEF 时 则 定义 

入 二 2 RE — 
wv(M) = a 

nM) nM rl) 
利用 前 一 引 理 , 不 难 证 明 , 此 函数 vy(2M) 满足 所 要 求 的 一 切 条 件 . 


现在 我 们 要 证 明 下 面 的 定理 , 此 定理 相当 于 第 四 章 84 的 引 理 2, 它 自身 也 是 有 
趣味 的 . 


定理 设 5 是 有 R" 中 的 一 个 闭 集 , 而 p(M) 是 在 点 集 盏 上 定义 的 有 界 连 续 函 
数 @. 那么 在 全 空间 Rr 中 存在 一 个 连续 函数 的 M), 当 M € $B 时 ww(M) = vy(M), 


四 为 了 一 般 化 起 见 , 我 们 并 未 假设 5 为 有 界 . 当 $ 为 有 界 时 , 则 由 yp(M) 之 连续 性 知 e(W) 为 
有 界 , 并 且 wp(M) 有 最 大 值 与 最 小 值 . 
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而 对 于 所 有 点 M E Rn 成 立 
(OM)| < sup{lp(M)}. 
证 有 明 吕 置 wo(M) = yp(M) 而 设 
ho = sup{lpo(M)}. 


引入 集 


则 由 引 理 1, 这 两 个 集 都 是 闭 集 (并 且 其 中 一 个 可 能 是 空 集 )， 根据 引 理 3 我 们 可 以 
作 函 数 wo(M), 在 全 空间 Rn 中 是 连续 的 , 在 集 严 上 等 于 -他 , 在 集 丰 ， 上 等 于 


龟 , 而 对 于 所 有 的 点 M e Rn 成 立 
-外 < < 所 ， 
作 差 函 数 
pi(M) = po(M) 一 加 (MD)， 
它 仅 在 集 6 上 定义 , 并 且 在 5 上 是 一 个 有 界 连续 函数 . 易 知 ® 


2 
Ipi(M)| < 34 


置 
Al = sup{lp1(M)|}. 


作 肾 数 yw(M), 使 它 与 pl(M) 之 关系 正如 如 (M) 与 po(M) 之 关系 一 样 . 换言之 ， 
基数 加 (AM) 具有 下 列 诸 性 质 : 它 是 在 全 空间 上 定义 的 连续 函数 , 对 于 所 有 的 M 满 
足 
-外 < wi(M) < 所 
且 当 MM € 5 时 满足 
lpi(M)— wi(M)| < = 


我 们 并 注意 到 : 41 < 3 Ao. 有 了 这 个 函数 加 (M) 以 后 , 再 设 


p2(M)=p1(M)—- Wh(M) (Me 5). 


@ 这 个 证 明 是 从 I. C. 亚 历 山 德 罗 夫 所 著 的 《 集 与 函数 的 沈 论 初 阶 》 一 书 中 摘 来 的 (Tocrexw3- 
naT, 1948). 
@ 事 实 上 , 如 果 Me Fi, 则 wo(M) = 也 < ypo(M) < ho. 同样 的 事情 对 于 M e F_ 亦 成 立 . 如 


果 Me $B- (F_ +F), 则 - 鱼 <wo(M)< 他 及 -名 < (goM) < 凶 . 
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如 此 手续 继续 进行 , 于 是 我 们 得 到 两 列 连续 函数 fok(M)} 与 {wi(M)}, pr(MM) 仅 在 
8 上 定义 而 沁 (M) 是 在 全 空间 Rn 上 定义 的 . 这 些 函 数列 具有 下 面 的 种 种 性 质 : 
pk(M) = pri(M)— Yr i(M) (ME€ $,k > 1), 
- 侍 <wGOs 华 (M eR"), 
[pr(M) — Wr(M)| < 34 (Me ®). 
此 地 ,Ak 表示 
sup{|pxr(M)|} 


大 
而 满足 4k < 3 Ak-1, 因而 A < (3) Ao. 
做 了 所 有 这 些 以 后 , 作 无 穷 级 数 
upoM) + whi(M)+ wa M)+:…. (*) 


k 
此 函数 中 每 项 是 连续 函数 , 并 且 , 由 于 jy (M)| < (3) 名 ,这 个 级 数 是 一 致 收敛 的 
因此 , 其 和 w%(M) 是 一 个 连续 函数 . 这 个 函数 就 是 所 求 的 函数 . 事实 上 ， 
和 
Iw(M)| < 一 】 一 一 40. 
> (3) 3 y 
剩 下 来 所 要 证 的 是 : 当 M € 6 时 , WV(M) = wp(M). 为 此 , 首先 注意 到 当 M € 5 时 
WE(M) = pr(M)— prri(M), 
所 以 级 数 (*) 的 部 分 和 Sp(M) = wo(M) 二 如 (MM) 十 … 十 妨 -1(M) 当 ME€ 时 可 以 
写 为 
Sp(M) = [po(M)— pi1(M)] + [p1(M) — p2(M)] + 
+[pp-1(M) — pp(M)] = ¢(M) — pp(M), 
但 因 
nM) < (3) Au 
所 以 
im Sp(M) = e(M) (M e ®), 
此 即 表示 : 当 Me 5 时 ,%(M) = 2(M). 定理 证 毕 . 
利用 这 个 定理 , 我 们 已 经 毋 需 再 加 说 明 就 可 将 第 四 章 84 中 所 述 的 内 容 全 部 转移 
到 多 维 空间 上 来 吕 . 


@ 假 如 将 卢 津 定理 改写 为 较 弱 的 形式 : “如果 f(M) 是 在 可 测 集 妃 上 定义 的 一 个 几乎 处 处 为 有 
限 的 可 测 函 数 , 那么 对 于 任 一 正 数 ce, 有 如 下 的 集 已。 C 与 之 对 应 使 mmEe >mE 一 e 且 在 Ec。 上 
f(M) 是 连续 的 ", 那么 它 的 证 明 不 必 应 用 本 节 之 定理 , 只 要 用 引 理 3 就 好 了 . 
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82. 勒 贝 格 积分 及 其 几何 意义 


在 第 五 曹 及 第 六 章 中 , 除了 第 五 章 之 84 及 85 而 外 , 讲 到 勒 贝 格 积分 的 定义 时 
并 不 限于 一 元 函数 , 因此 那 边 所 讲 的 事情 亦 可 转移 到 多 维 空间 上 来 . 可 是 在 这 里 我 
们 不 预备 一 一 细 述 . 要 指出 的 只 有 一 点 , 那 就 是 在 n 维 空间 中 点 集 上 的 积分 , 我 
们 采用 下 列 记 号 : 


1 ian 或 Lb henna ,Tn jdridr2a:.. .dzn. 


下 面 将 详 述 这 种 积分 的 几何 意义 ， 


定义 ” 设 f(M) = f(z1,72,… ,zn) 是 在 集 E(BE C R") 上 所 定义 的 非 负 函 数 . 
5S = S(E,f) 是 R"+! 中 的 如 下 的 点 (zl,zz…… ,zn,z) 的 全 体 : 


(X1, TZ2,.*. ,Tn) € 五 ， 0 < z < f(z1, 7T2,.. ,Tn), 


则 称 S = S(E, f) 为 图 数 f(jM) 的 下 方 图 形 .@ 


不 难看 到 , 当 f(z) 是 在 闭 区 间 [a,b] 上 所 定义 的 连续 非 负 函数 时 , f(z) 的 下 方 
图 形 是 一 曲 边 梯形 , 其 上 下 两 方 各 以 曲线 y = f(z) 与 x 轴 为 界 , 左右 两 方 各 以 直线 
I 二 & 与 z==b 为 界 . 在 此 特殊 情形 下 , 大 家 都 知道 


A A 


就 表示 所 述 梯形 的 面积 . 我 们 将 证 明 , 在 一 般 情 形 下 , 可 以 得 到 很 类 似 的 结果 . 
引 理 若 万 是 空间 了" 中 的 一 个 可 测 点 集 , 而 函数 FUM) 在 羽 中 的 所 有 点 取 
正 值 h, 则 其 下 方 图 形 S(E,h) 是 R"+! 中 之 一 可 测 集 , 且 
mS(E,h) = hm 五. 


这 个 引 理 是 初等 定理 :“ 圆 柱 体 的 体积 等 于 底面 积 与 高 之 积 ”的 推广 . 我 们 为 简 
单 起 见 , 仅 就 n = 2 时 予以 证 明 . 

如 果 瑟 是 一 个 矩形 R(a < xz < b,c < y < qd), 则 引 理 极为 明显 , 因为 S(E,h) 万 
表示 一 个 直角 平行 六 面体 T(a < zx < b,c < y < d,0 < z < hh). 同样 的 , 当 态 是 一 个 
开 的 和 矩形 时 所 述 亦 真 . 如 果 EE 是 一 个 有 界 开 集 , 则 可 表示 为 


OO 
E= > Q%, 
y= 


中 这 个 名 词 是 在 此 首次 引用 的 . 
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其 中 Qk 是 两 两 无 共同 内 点 的 闭 正方 形 . 那么 
S(E,h) = S(Qx, h). 
因此 ， | 


mS(E,h) < >_mS(Qi,h) = hm =h.mE. 
b=1 天 


男 一 方面 , 如 果 UU 是 Qk 的 内 点 全 体 , 则 


S(E,h) > 》 S(Ur,h), 
k=1 


从 而 


mS(E,h) > 》 mS(Ur,h) = 》 hmU: =h.mE, 
k= 二 1 k=1 


于 是 当 EE 为 有 界 开 集 时 引 理 已 证 毕 ， 当 E 为 有 界 闭 集 时 , 则 由 于 互 可 以 表示 为 
RR 一 G, 其 中 RR 为 一 开 的 矩形 , 而 G 为 一 有 界 开 集 , 从 而 对 于 有 界 闭 集 时 所 述 亦 真 . 
最 后 , 设 为 任 一 可 测 集 , 对 于 任 一 正 数 =, 取 闭 集 FF 及 有 界 开 集 G 使 


FCECG, mF >mE-e, mG<mbEre. 
那么 
S(F,h) CS(E,h) CS(G,h), 
从 而 由 已 证 之 事实 , 知 
h.mF <mS(E,h) < mS(E,h) < h.:mG. 
因此 ， 
h(mE—e) < mS(E,h) < mS(E,h) < h(mbE + e). 

由 于 s 是 任意 的 , 引 理 证 毕 . 


定理 ”如果 jaM) 是 在 集 殖 上 所 定义 的 有 界 可 测 非 负 函数 ， 则 其 下 方 图 形 
S(E,f) 为 可 测 且 


mS(E,f) = | f(Maw 
E 
证 明 设 0< f(M) < 和. 将 闭 区 间 [0,4] 用 点 
20 一 0<2<22<: 二 加 一 4 


细 分 , 从 而 作 勒 贝 格 集 


ei 一 五 (2 < f 二 Zi41). 
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则 不 难看 到 | | 
S(E,f) = 2 Slei,f), 
2 一 0 


且 集 S(ei, 1) 之 间 两 两 不 相交 . 从 而 


n—1 中 一 
Dj mSlei,f) < mS(E,f) < mS(E,f) < >,m’Slei, f). 
?一 0 “一 0 
另 一 方面 ， 
S (ei, Zi) GC S(es, f) GC S(ei, Zi+1), 
应 用 引 理 乃 得 
zimei < Ts (ei f), m’Sl(ei,f) < zitimei. 


所 以 


n—l1 n—l 


D> zime: < msS(E,f) < mS(E,f) < ,zitimei. 
i=0 %=0 


将 分 点 加 密 , 再 取 极 限 , 即 得 所 要 证 明 的 结果 . 


83、 富 比 尼 定 理 


现在 我 们 讨论 将 重 积 分 化 为 简单 积分 的 问题 . 


引 理 ”如 果 f(z,y) 是 在 矩形 R(a < xb,c<y<d) 上 定义 的 可 测 浮 数 , 那么 
几乎 对 于 所 有 x € [a,0l, 这 个 函数 当 单独 看 作 y 的 函数 时 是 在 [c,d| 上 可 测 的 . 


证 明 ”首先 设 f(z,y) 在 R 上 有 界 . 存在 这 样 的 连续 函数 列 g(x,y) 使 得 在 R 
上 几乎 处 处 有 
lim gn(z,y) = f(z,Y)- (1) 
对 于 R 中 的 点 (x,y) 但 不 满足 (1) 式 的 全 体 , 记 作 E. 因为 mE = 0, 所 以 (参考 第 
十 一 章 $5 的 推论 1) 几乎 对 于 所 有 zx e [a,t] 有 


mE(z) = 0, (2) 


其 中 E(zo) 是 直线 z = zo 截 忆 的 截 线 . 

设 z 是 使 (2) 成 立 的 [a, 9 中 的 点 , 如 果 y e [c,d 一 BE(z), 则 (xz,y)e R~-E 且 
成 立 (1) 式 . 换言之 , 对 于 上 述 的 z, 关系 式 (1) 式 在 [c,d] 上 几乎 处 处 成 立 , 而 因此 
f(z,y) (对 于 这 些 z) 是 y 的 可 测 果 数 . 

如 果 f(z,y) 不 是 有 界 的 , 那么 可 找到 这 样 的 有 界 可 测 困 数列 {f(z,y)}, 在 斑 
上 处 处 有 

im 户 (z,V) = f(z,Y). 
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由 已 证 事实 , 对 于 每 一 个 n, 记 [a,49] 中 这 种 点 z 的 全 体 为 e,: 其 使 f,(z,y) 不 是 
[c,dj 上 的 可 测 函 数 . 则 en 的 测度 为 零 . 设 e = el 十 ez2 十 e3 十 …. 如 果 zz € [a,0] 一 @， 
则 所 有 (xz,y) 在 [c,d] 上 可 测 . 所 以 f(z,y) 亦 然 . 


定理 1 (G. 富 比 尼 ) 设 f(z,y) 是 在 矩形 R(a 区 工 <<b,c<y<<d) 上 所 定义 的 
可 和 函数 , 则 

1) 几乎 对 于 所 有 的 ze [a,b], 将 f(z,y) 看 作 单 是 y 的 函数 时 乃 为 [c,d| 上 的 可 
和 函数 . 

2) 设 A 表示 这 样 的 rz e [a,6b| 的 全 体 , 其 使 f(z,y) 在 [c,dl 上 关于 y 是 可 和 的 
(mA = 二 5 一 a), 则 阴 数 


/ | f(z,y)dy 


在 A 上 关于 zz 是 可 和 的 . 
3) 成 立 下 面 的 式 子 : 


ff f(a,waray = dz [ ey 


R 


证 明 ”人 先 设 f(z,y) 是 一 有 界 的 非 负 肾 数 : 
0< f(z,y) < H. 
那么 它 的 下 方 图 形 4 = 5S(R, 了 f) 是 一 可 测 集 , 且 


mA = // f(r,y)drdy. 
R 


设 A' 表示 [a,9] 中 这 样 z 的 全 体 : 其 使 f(x,y) 成 为 y 的 可 测 函 数 . 根据 引 理 ， 
mA' = 二 b 一 a. 因为 对 于 任意 的 zo e fa, 中 集 4 被 平面 z = zo 所 截 的 截面 4(zo) 就 
是 限 数 f(zo,y) 的 下 方 图 形 , 所 以 (由 82 的 定理 ) 对 于 ze A' 集 4(z) 为 可 测 且 


d 
mA(z) = / f(z,y)dy. (3) 


另 一 方面 , 由 第 十 一 章 85 的 结果 , 记 [a,8] 中 的 z 使 4(z) 为 可 测 的 全 体 为 A”， 
则 m4(z) 在 A” 上 为 可 测 及 


mA= | mA(z)dz. 
A 


因为 CA’CA” 及 mA’ = mA”, 所 以 mA(z) 在 A’ 上 为 可 测 . 所 以 在 A' 上 与 
mA(z) 一 致 的 积分 (3) , 是 z 在 A' 上 可 测 且 可 和 (由 其 有 界 性 ) 的 函数 . 此 外 


d 
mA = / mA(z)dz =| a f(x, y)dy. 
A! A!’ £ 
外 可 以 证 明 , 事实 上 A' = A". 
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还 要 指出 的 是 : 有 界 肾 数 f(z,y) 看 作 单 是 y 的 也 数 时 当 且 仅 当 它 是 可 测 时 才 是 可 
和 , 因此 我 们 所 引入 的 集 A' 与 定理 中 所 述 的 A 一 致 . 于 是 当 盟 数 是 有 界 非 负 时 定 
理 已 经 证 明 . 

其 次 , 除去 有 界 条 件 , 光 是 假设 f(z,y) > 0. 作 “ 切 断 ” 函 数 


en 
Re 全 es 


那么 
/ | f(z,y)drdy = lim / fn(z,y)dzrdy. 


R R 
把 刚才 证 得 的 结果 用 到 函数 f(z,y) 上 来 . 设 An 表示 这 样 的 z 的 全 体 : 其 使 
f(z,y) 看 作 单 是 y 的 函数 时 在 [c,d|] 上 为 可 测 , 则 mA = 5 一 a, 积分 / fn(z,y)dy 
在 A。 上 是 可 测 的 , 且 


jn(z,y)drdy = 人 dz | fn(7, y)dy. 
上 


设 A* = AiAzAs3…, 则 显然 mA* =b 一 a, 且 对 于 xz eA*, 所 有 f(z,y) 都 是 
可 测 的 @. 所 以 f(z,y) 亦 然 . 此 外 ， 


[| fnewaray 一 [a f fleay 
R 


由 于 
fi(z,y) < folz,y) & falz,y) < , lim fn(z,y) = f(z,Y), 
我 们 用 莱 维 定理 (对 于 固定 的 z e A*) 得 
d d 
lim, f(s)ay = f fo way (ze A) 
并 且 顺 便 可 以 看 到 A* 上 作为 z 的 函数 的 积分 
d 
f fo,way 


是 可 测 的 . 
由 于 


ad d d 
了 fi(z,y)dy < ’ fa(z,y)dy < . fa(z,y)dy < .…， 
中 看 成 y 的 函数 . 
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我 们 再 用 一 次 莱 维 定理 , 得 


sm fa play {a fa 


于 是 , 我 们 得 到 一 个 集 人 A", 其 测度 mA* = b a. 对 于 A* 中 任 一 点 zx, 函数 
f(z,y) 是 可 测 的 , 而 积分 站 ftz, gdy 表示 A* 上 所 定义 的 一 个 可 测 函 数 , 是 


| awardy = {a { feay 


过 
因为 上 式 左边 的 积分 表示 一 个 有 限 数 , 所 以 积分 | f(z,y)dy 不 单 表 示 A* 上 的 


可 测 函数 并 且 是 可 和 范 数 .又 因 可 和 函数 几乎 处 处 是 有 限 的 , 所 以 积分 / 


几乎 对 于 A* 中 的 所 有 z 是 有 限 的 . 此 乃 表示 , 把 函数 f(z,y) 看 作 单 是 y 的 函数 时 ， 
对 于 A* 中 几乎 所 有 的 z, 在 [c dl 上 是 可 和 的 . 今 以 A** 表示 A* 中 这 种 x 的 全 体 : 
y 的 函数 f(z,y) 在 [c,d] 上 为 可 和 . 因 mA** = mA*, 故 得 


/ awdray= dz { flay 


然后 令 A 是 [中 中 的 这 样 的 z 的 全 体 : y 的 函数 f(x,y) 在 [c,d] 上 为 可 和 . 则 
A** CAcCla,t. 由 m(A -A*) = 0, 知 


d 
/ f(z,)dy 
在 A 上 亦 为 可 和 . 并 且 成 立 


必 a sw af f(z, y)dy. 


由 是 定理 对 于 非 负 函数 是 真 的 . 
最 后 , 假设 f(z,y) 是 一 任意 的 可 和 函数 . 置 


全 ,y), f(z,y) 0， 


f+(z,y) = f(z,9) < 


ee 他 f(z,y) > 0， 

f(z,y), f(z,y)<0. 
那么 f(z,y) 与 f_-(z,y) 都 是 可 和 的 非 负 函 数 , 所 以 可 以 应 用 已 证 的 结果 . 记 A+ 与 
A_ 浪 [oa 中 这 样 的 z 的 全 体 : 当 z se A+ 时 , y 的 函数 f(z,y) 在 [c,d] 上 是 可 和 
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的 ; 当 zeA- 时 ,y 的 函数 广 (z,y) 在 [c,d] 上 是 可 和 的 . 那么 mA， = mA_ =b-a， 
且 积 分 


d d 
f+ (zy)dy, dy 


ff f(s,waray = 人 a i 
R 


/ f_(z,y)dzrdy = A dz / a 


置 A = AiA-_, 则 mA =4b 一 a. 将 上 面 两 式 右边 的 积分 都 改 为 在 A 上 的 积分 ， 
则 关系 式 依 然 成 立 . 然后 作 其 差 , 即 得 


) 站 f(z,y)drdy = 人 dz ， f(z,y)dy. 


最 后 注意 : A = A1A2 中 只 含 这 样 的 点 z € [a,9], 其 使 f(z,y) 看 作 y 的 函数 时 在 
[c,d] 上 是 可 和 的 , 且 凡 [ab 中 具有 最 后 所 述 性 质 的 点 z 都 属于 A. 
富 比 尼 定 理 因 此 证 毕 . 


附注 1. 设 f(z,y) 的 定义 集 不 是 一 个 矩形 而 是 任 一 可 测 集 EE, 那么 应 将 巨 包 
含 在 一 个 和 矩形 RR 之 中 , 且 令 f(z) 在 R-E 上 等 于 零 , 便 将 定理 化 为 上 述 情形 . 

2. 如 果 f(x,y) 是 在 矩形 R(a < xz < b,c < y < d) 上 的 可 测 @ 及 有 界 的 函数 , 记 
[a, 中 这 样 的 z 的 全 体 为 A(mA = 6b 一 a): 其 使 f(z,y) 为 y 的 可 测 函 数 , 则 在 集 A 
上 积分 (3) 是 z 的 可 测 函 数 @. 

事实 上 , 如 果 f(x,y) 为 有 界 , 那么 f(x,y) 是 可 和 的 , 此 时 所 述 情形 含 在 定理 1 
之 中 . 如 果 f(z,y) 不 是 有 界 , 那么 引用 B. 莱 维 定理 , 将 切断 函数 取 极 限 即 得 所 要 的 
结果 . 

用 同样 的 证 明 方法 可 以 将 定理 1 拓 广 如 下 : 


定理 2 设 f (x1, T2,+…- ;Tn; Yl Y2,"": ey 是 在 (n+ m) 维 算 形 Wn (a1 < 
Ti by an SE Tn hn;cl < Yi < di,':: ,Cm < Ym < dma} 中 所 定义 的 函数 . 又 设 
= Ri(al zh ,an < Zn CN 
R= Rn(cl Sh di ,cm < ym < 
那么 : 
“并 没有 假定 f(z,Yy) 为 可 和 . 
四 积分 上 flz,y)dy 可 以 在 一 个 正 测 度 的 集 上 等 于 +oc. 
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1) 对 于 几乎 所 有 的 点 (X21, 22, wd ; Tn ) € 1 汤 数 a “Tn Yi,Y2,*: ;Ym ) 
在 R" 上 是 可 和 的 . 
2) 设 An 为 (1) 中 所 说 的 这 些 点 (mAn = mR'), 则 积分 


re ; Tn; Yl Y2 md doym 
R 


在 An 上 是 可 和 的 . 
3) 成 立 下 面 的 式 子 : 


ff f fe: ni Ym)dr1 :drndyi dm 
Ne ee/ 


Rn-rm 
= ff an :arn ff Fes sen sm) dy dum 
rr Sr 
R’ 


84. 积分 次 序 的 变更 
现在 我 们 要 将 积分 记号 的 涵义 加 以 扩充 . 设 f(M) 是 在 可 测 集 4 上 所 定义 的 可 
和 函数 . 设 EE 是 一 如 下 的 可 测 集 : ED 4， 
m(E— A)=0, 
我 们 定义 
| f(M)dw = / f(M)dw. 
E A 


因此 , 对 于 一 个 积分 , 积分 号 下 的 函数 不 必 在 积分 范围 上 全 有 意义 , 而 只 要 在 此 
范围 上 几乎 处 处 有 意义 即 可 . 根据 这 种 扩充 了 的 积分 记号 的 意义 , 那么 上 面 的 富 比 尼 
定理 中 的 公式 可 以 简化 为 


Jrenart= / 下 a 


RR 
由 于 变量 z,y 所 处 地 位 平等 , 故 得 下 面 的 结果 : 
定理 1 设 f(x,y) 是 在 R(a 工 <<b,c < Yd) 上 定义 的 可 和 浮 数 , 那么 存 


在 外 两 个 累 次 积分 
. Pei / 入 人 (*) 


外 此 时 是 指 积分 记号 的 涵义 已 经 扩充 : 里 头 一 重 积分 在 外 边 一 重 积分 的 积分 范围 中 是 几乎 处 处 
存在 的 . 
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并 且 


b d d b 
/ dz / f(z,y)dy = / dy J Fi 本: (ex) 
所 当 注 意 的 , 是 当 (*) 存在 时 , f(z,y) 在 R 上 未 必 可 和 . 


例 SH Pans < 1, 一 1 < y < 1) 上 定义 f(z,y) 如 下 : 当 z2?2+y?>0 时 
Je = Tr, 1(0,0) =0. 若 将 两 个 变量 2 ,y 中 国定 一 个 , 则 f(z,y) 乃 是 另 
一 变量 的 连续 函数 . 所 以 

E rydy 
py 


对 于 [1,+1] 中 的 所 有 的 z 是 存在 的 . 由 于 被 积 函数 是 奇 函 数 , 所 以 积分 之 值 等 于 


零 , 由 是 ， 
ms zydy +1 十 1 dr 
=/ /fs =0 
可 是 f(z,y) 在 Q 上 并 非 可 和 . 因为 如 果 f(z,y) 在 Q@ 上 可 和 ,那么 f(z,y) 在 部 
分 正方 形 8*(0 < z < 1,0 < y < 1) 上 亦 应 为 可 和 . 于 是 应 用 定理 1, 应 该 存在 有 限 的 


积分 
1 1 ry 
a ———— 
| > 人 (2 十 好 )2 7 


但 这 句 话 不 成 立 . 因 当 z 关 0 时 ， 


TY 1 T 
(x2 Fy 2z 2(z2+1) 
这 个 函数 在 (0,1] 上 并 非 为 可 和 . 
在 上 面 的 例子 中 , 虽然 f(z,y) 并 非 为 可 和 , 但 是 (**) 式 却 是 成 立 的 @, 一 般 地 
说 , 情况 也 可 能 不 是 这 样 . 
例 设 f(z y) 在 0<z< 1,0 < y < 1 上 如 下 定义 :f(0,0)=0, 当 xz?+y>0 
时 f(z,y) = 2 则 


A 人 f(z,y)dy =7, 下 wf (BE 


©T. M. 菲 赫 金 哥 尔 茨 在 他 的 论文 《 一 个 无 二 重 积分 的 二 元 函数 》(《 Sur une fonction de deux 
variables sans intégrale double 》 Fund. Math, 6, 1924, 页 数 30-36) 中 举 过 一 个 例子 ， 函数 f(r, 
在 R(a x b,c <<y<<d) 上 不 可 和 ,但 等 式 


/ dz 上 ftz,y)dy = . dy / f(z,y)dz 


对 于 任何 两 可 测 集 PC [a,b| 与 QC [cd] 成立. 


84. 积分 次 序 的 变更 ee 
事实 上 , 当 z 基 0 时 ， 


_ y 
fo) -六 (Bn) 
所 以 当 z 关 0 时 ， ， 
_|_Y ee 
站 f(x,y)dy = Er 


从 而 可 求 出 第 一 个 累 次 积分 的 数值 是 二 . 同 理 可 得 第 二 个 累 次 积分 的 数值 = -7 
所 当 注 意 的 是 : 对 符号 不 变 的 可 测 函 数 不 会 发 生 上 面 的 情形 , 而 有 如 下 的 定理 : 


定理 2 设 f(z,y) 是 在 R(a<< xgbc<y<d) 中 所 定义 的 非 负 可 测 函 数 . 若 
在 (*) 式 中 有 一 个 累 次 积分 为 有 限 @, 那么 ffz,g) 在 尽 中 为 可 和 , (*) 式 中 另外 一 个 
积分 必 存 在 且 (**) 式 成 立 . 


事实 上 , 假设 (*) 式 中 第 一 个 积分 为 有 限 , 但 函数 f(x,y) 在 和 矩形 RR 上 的 二 重 积 
分 等 于 +oo. 置 
f(z,y), f(z,y) <n, 
fnlz, y) Es 


n, f(z,y) > n. 
那么 
lim fn(7x,y)drdy = 十 co， 
Ey 


而 当 n 适当 大 时 , 用 有 


fflz waray > / / je 
R 


不 过 这 种 情形 是 不 可 能 的 , 因为 f(z,y) 是 可 和 的 , 且 成 立 


[| fnewaray = ) 各 j gi 
RR 


而 f(z,y) 和 f(r,y). 
定理 证 毕 . 


推论 。 设 f(z,y) 在 Rl(ag<zsgb,csgsysgd) 中 为 可 测 , 且 
b d 
f a f eWay < +o, 
则 (*) 式 中 两 个 累 次 积分 都 存在 且 (**) 式 成 立 . 


@(*) 式 中 两 个 积分 的 存在 (不 是 说 有 限 !) 从 上 节 定 理 1 后 的 附注 2 即 可 知道 . 因此 公式 (x*) 
在 没有 约定 积分 (*) 中 的 一 个 为 有 限 的 附带 条 件 下 也 是 成 立 的 (但 那 时 可 能 采取 形式 +oo = +oo0). 
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81. 绝对 连续 的 集 函 数 


在 本 章 中 我 们 要 将 勒 贝 格 不 定 积分 的 性 质 搬 到 多 维 空间 上 来 . 同 前 面 一 样 , 我 们 只 就 平面 的 


情形 加 以 讨论 , 但 是 其 结论 都 可 以 推广 到 任意 维 空间 中 去 . 


设 a 是 一 族 点 集 : a = {e}. 假如 对 于 a 中 每 一 个 集 e, 有 一 个 数 $B(e) 与 之 对 应 , 那么 称 


g(e) 是 在 a 上 所 定义 的 集 函 数 . 下 面 我 们 假设 a 是 则 一 个 开 和 矩形 
R(zo <7z <X,yo <y<Y) 


中 一 切 可 测 点 集 的 全 体 . 又 设 一 切 集 隔 数 的 值 $(e) 都 是 有 限 的 . 
如 果 对 于 不 相交 的 任何 两 可 测 集 el 及 e2, $B(e) 适合 


GB(e1te2) = Blei) + P(ez) 


的 话 , 则 称 $B(e) 是 一 可 加 函数 ， 


不 难看 出 , 这 样 的 函数 具有 如 下 性 质 : 对 于 可 加 函数 6(e), 当 e1, e2,… 


相交 的 可 测 集 时 , 成 立 
$ (2 本 = 》， $(exr). 
==1 k=1 
假如 对 于 可 数 无 穷 个 两 两 不 相交 的 可 测 集 el, e2,e3,…- 常 成 立 @ 
$ (S oj 一 P(ek), 
大 二 1 k=1 
那么 称 @(e) 是 一 完全 可 加 函数 ， 
巴 此 处 假定 所 有 的 ek 都 含 在 R 中 , 故 其 和 集 为 有 界 可 测 集 . 


,en 是 有 限 个 两 两 不 


8$1. 绝对 连续 的 集 函 数 ey 


如 果 集 函数 $(e) 的 值 随 e 之 测度 趋向 于 0 而 趋 于 0, 则 称 5(e) 为 绝对 连续 , 就 是 说 , 对 于 
任 一 正 数 < 有 5 > 0 使 当 me < 5 时 , |$(e)| < e, 那么 称 B(e) 是 绝对 连续 . 
绝对 连续 的 集 函 数 在 测度 为 零 的 集 上 必 取 值 零 C. 


定理 1 绝对 连续 的 可 加 集 函 数 是 完全 可 加 的 . 
事实 上 ， 设 €1,€2; 人 3 ，。 是 一 列 两 两 不 相交 的 可 测 集 ， 则 当 LA 时 ， 


"( y = 一 0， 
k= 二 ni 十 1 
从 而 

| PD 四 一 0. 

kk 三 nn 十 1 
但 是 
$ ba 一 》 ,5(ek) 十 $ ( > ] ) 
大 一 1 大 二 1 大 二 74 十 1 

由 是 即 得 证 明 . 


设 4 是 R 中 的 任意 一 个 点 集 . 如 果 可 测 集 E 满足 下 面 两 个 条 件 : 
EDA, mE=mA, 


那么 称 忆 为 4 的 一 个 等 测 包 (m3mepnMman o60nouka, measurable hull). 
今后 , 不 加 特别 说 明 时 , 假设 等 测 包 是 含 在 RR 中 的 . 


引 理 1 设 A 是 民 R 中 任 一 点 集 , B(e) 是 一 绝对 连续 的 可 加 集 函 数 , 那么 对 于 4 的 任意 两 
个 等 测 包 El 及 Eo 成 立 


$(Ei) = $(E2). 


事实 上 , 置 Es = Bi1Ez, 则 El D Ea D 4, 从 而 得 到 mEi = mEa. 由 于 mm(Ei 一 EB3)=0 知 
$(BE1— Ea)=0. 但 El = E++(El 一 Es), 故 得 8(E1) = 8B(E3). 同 理 可 得 8(E2) = B(Es). 

今后 对 于 绝对 连续 的 可 加 集 函 数 $B(e), 我 们 以 8(4) 表示 4 的 等 测 包 所 对 应 的 函数 值 . 在 
这 个 意义 之 下 , 对 于 RR 中 的 非 可 测 集 4, B5(4) 亦 有 了 意义 . 

设 M 是 平面 上 任意 一 点 , h 是 一 正 数 . 今后 对 于 以 M 为 中 心 , 各 边 平行 于 坐标 轴 , 边 长 为 h 
的 闭 的 正方 形 记 以 @(M, h). 


定义 ” 设 5(e) 是 一 个 集 函 数 ，M 是 矩形 RR 中 之 一 点 . 车 有 收敛 于 0 的 正 数列 {hn}, 使 


© 
ia SC) 


了 一 DO 


二 入 (入 可 以 为 十 oo 或 - oo) 
则 称 入 为 B(e) 在 点 M 的 一 个 对 称 导 出 数 , 记 之 以 入 = Dm $(e). 
四 设 eo 为 空 集 , 则 对 任 一 可 加 的 集 晴 数 8B(e), 必 成 立 B(eo) = 0. 


@ 在 第 十 一 章 中 曾 证 明 过 每 一 有 界 集 必 有 等 测 包 (甚至 Gs 型 的 集 ). 
@ 必 须 指出 , R 为 一 开 和 矩形 . 当 h 适当 小 时 , Q(M,h) C R, 此 时 $I[Q(M,h)] 有 意义 . 
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利用 波 尔 查 诺 与 魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 , 可 知 一 切 集 函 数 在 RR 中 任 一 点 有 对 称 导出 数 . 

假如 GB(e) 在 一 点 M 的 一 切 对 称 导 出 数 都 相等 , 则 称 8B(e) 在 点 M 具有 对 称 导数 Du $B(e)， 
它 等 于 所 有 对 称 导出 数 的 共同 值 . $(e) 在 点 M 的 对 称 导 数 亦 可 由 极限 
$[Q(M, h)] 

h2 


lim 
h—0 


定义 . 两 个 定义 是 等 价 的 . 
现在 我 们 要 证 明 在 本 章 中 首要 的 引 理 . 


引 理 2 设 B(e) 是 一 个 绝对 连续 的 可 加 集 函 数 . 如 果 在 A(A C RR) 中 每 一 点 M 至 少 存 
在 一 个 如 下 的 对 称 导 出 数 Dm $(e): 
Du 5(e) 之 d， 
则 
(A)>9g:m’A. 
证 明 设 go<g,e>0. 取 5 使 当 me < 26 时 |B(e)| <s. 此 地 不 妨 设 5<e. 又 设 G 是 


一 如 下 的 开 集 : 
ACGCR, mG<m'A+t+sd. 


车 M € 4, 则 必 有 如 下 的 数列 {h 上 }: 
hn > 0,Q(M, hn) C G, hn — 0, 


而 
lim 1 = DM $B(e) > qo. 
我 们 可 以 不 失 一 般 性 , 假定 对 于 所 有 的 n 成立 
Q(M, h,,) ( G, $IQ(M, hn )] > qo * h2. 
正方 形 列 Q(M, hn) 依照 维 塔 利 的 意义 覆盖 了 4. 因此 其 中 有 如 下 的 子 列 Qi1,Q2,Q3,…. 
QiQk = a (i#A), "4 三 or i 
k=1 
置 oo 
S= >》 Qu 
上 一 1 
则 


$(S) = 5(Qk) > qo: > mQk = go ms. 
k=1 二 二 


但 因 A c 5+ (4 一 5), 所 以 


mA<mS+m(A—Ss)=mS. 


另 一 方面 , 由 于 SC G, 所 以 mS < mG. 于 是 


mA<mS<mG<m'A+t+sd. (*) 
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mG— SS)=mG—-msS<56. 
并 且 由 (*) 式 导 出 : mS = mm* 4 二 6c, 其 中 0 和 过 0< 1. 
设 巨 是 A 的 一 个 等 测 包 , 不 妨 假设 ECcG. 那么 E-SECG-5Sm(E-— SE)< 
6,16(E— SE)| <e. 因此 ， 
I$(E)— (SE)| < es， 
但 不 等 式 m(E 一 SE) < 6 也 表示 


mSE>mE-6=mA-6> mG — 20>mS 一 20. 


因此 m(S -SE) < 26， 
15(S) - G(SE)| < <. 


综 上 所 述 , 万 得 

|B(E)— $(5)| < 22， 
或 是 

G(E) > goms 一 2e. 
即 


$(E) > golm’ A+ 0e| — 2e. 
先 令 < 一 0, 再 令 qo 一 9, 由 $B(E) = $B(A), 即 得 所 要 证 明 的 事实 . 


推论 1 设 @(e) 是 一 绝对 连续 的 可 加 集 函 数 . 假如 4 中 每 一 点 M 至 少 有 一 个 对 称 导 出 
数 Dm $(e): 
Dm $le) < P， 


则 
$(A)< p.m’A. 
事实 上 , 如 设 B1(e) = 一 B(e), 则 对 于 4 中 每 一 点 M, 存在 这 样 的 对 称 导出 数 Dw $i(e): 
Du Bil(e) > —p. 
由 引 理 2, 得 61(A) > -pm*4. 因 之 8(4) < pm*A. 


推论 2 设 6(e) 是 一 绝对 连续 的 可 加 信函 数 ,D < g. 假如 对 于 4 中 每 一 点 M, 有 对 称 导 
出 数 Di B(e) 及 DB(e) 满足 


Di $le) <p < gq < Dr 5(e)， (*) 
则 必 mA = 0. 
事实 上 , 由 引 理 2 及 推论 1， 
$(A)> gm 4,5(4) pm 4. 


因此 ， 
gm A< pm’A. 


此 式 仅 当 m*A = 0 时 成 立 . 故 mA = 0. 
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定理 2 . 设 @B(e) 是 一 绝对 连续 的 可 加 集 函 数 , 那么 对 于 拢 形 玉 中 几乎 所 有 的 点 , 存在 有 
限 的 对 称 导 数 Dm $(e). 


事实 上 , 若 在 点 M 对 称 的 导数 不 存在 , 那么 必 有 两 个 不 相等 的 对 称 导 出 数 DB(e) 及 
Dm $(e). 设 RR 中 无 对 称 导 数 的 点 的 全 体 为 A, 则 
A= >》， Ap,a, 
P<9 


其 中 4p, 万 表示 使 (*) 式 得 到 满足 的 RR 中 点 M 的 全 体 ; 沁 表示 关于 一 切 有 理 数 对 (p, gq)(p < gq) 
的 相 加 . 依照 引 理 2 的 推论 2, 每 一 个 Ap,a 的 测度 是 0. 故 得 mA = 0. 

剩 下 来 要 证 明 的 是 : 在 具有 正 外 测度 的 集合 上 导数 Dm $(e) 不 可 能 变 为 无 穷 大 . 假设 B 表 
示 民 中 使 Dwg@(e) = +ooe 的 点 M 的 全 体 , 则 由 引 理 2, 对 于 任意 的 gq 成 立 


$(B)>g:m’B. 
从 而 得 到 m*B = 0. 对 于 Dm $B(e) = 一 o0 的 M 的 全 体 , 其 外 测度 亦 为 零 . 


定理 3 设 $B(e) 是 一 绝对 连续 的 可 加 集 函 数 . 设 尺 中 对 称 导数 DM @(e) 存在 的 点 M 之 
全 体 为 Ro, 那么 DM GB(e) 在 Ro 上 是 一 可 测 函数 . 


证 明 “《” 作 包含 RR 的 矩形 Ri: 
EP, pe dy Ee ed 
设 MeER 且 0<h<g1, 则 Q(M,h) C Ri. 今 拓 广 B(e) 的 定义 范围 , 对 于 Ri 中 任 一 可 测 集 e， 
$le) = $leR). 
此 新 的 集 函 数 仍旧 是 绝对 连续 的 可 加 函数 . 
对 于 Ro 中 每 一 点 MM， 


Du $(e) = lim mn b (m, 3] 8 
因此 , 只 要 能 够 证 明 , 对 于 固定 的 h(0 < h < 1), 函数 $IQ(M,h)] 在 Ro。 上 为 可 测 就 好 了 . 实 
际 上 , 我 们 只 要 证 明 这 个 晒 数 在 RR 上 为 连续 也 就 够 了 , 因为 由 此 可 知 函 数 在 RR 上 为 可 测 , 当然 在 
Ro 上 亦 为 可 测 . 
设 M(a,b) 与 N(a 十 a,b+B) 是 R 中 的 两 点 . 为 简单 起 见 , 设 'w > 0,8 > 0. 那么 


h h h h 
一 人 i 一 一 外 < 
Q(M.,h) Ql(e F<TSa+7 b 2 <y< b+2)， 


QM =Q (ata-$<r<atath, b+B-2<v<b+B+) 


假如 w < h 及 8 < h, 则 正方 形 Q(M,h) 及 Q(N,h) 有 共同 部 分 TO, 是 由 不 等 式 


h h h h 
cee, < wm 一 虽 多 SS 一 
rT(ato 3 TESa+3, b+p8 了 <Y + 和 


@ 读 者 最 好 画 一 个 图 , 以 作 参 考 . 
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所 决定 的 , 它 的 测度 是 
mT = (h—a)(h — 8). 
又 
mlQ(M,h) — TI= mlQ(N,h)— T=ah+Bh -a < ha 二 D). 

对 于 任意 的 正 数 <, 取 正 数 5, 使 当 me < 6 时, |g(e)| < s. 取 a 及 日 很 小 ,使 ha+B) < 6， 

则 
[SIQ(M, hh) — ST) <ée, {$IQ(N,h)) — B(T) < e， 
从 而 
|SIQ(M,h)) — $IQ(N, h)]| < 2e. 

定理 证 毕 . 

对 称 导 数 Dm $(e) 不 是 在 RR 中 处 处 有 意义 而 仅 在 R 中 几乎 处 处 有 意义 这 件 事实 , 是 一 不 方 
便 之 处 . 为 了 避免 此 点 , 我 们 在 RR 上 定义 如 下 的 函数 yp(M): 


Dum $le), Me Ro, 
wp(M) = 
0, MeR— Ro. 


此 地 Ro, 如 上 面 所 述 , 是 尺 之 一 子 集 . 在 Ro 中 的 任何 点 $B(e) 的 对 称 导 数 存 在 : 
定理 4 函数 p(M) 在 RR 中 是 可 和 的 , 并 且 对 于 尽 中 所 有 可 测 集 瓦 , 成 立 
/wond = $(E). 


证 明 ” 设 万 是 含 在 RR 中 之 可 测 集 . 又 设 互 中 除去 对 称 导数 Dm FB(e) 不 存在 的 点 以 及 对 
称 导数 为 无 穷 大 的 点 , 其 余 的 一 切 点 的 全 体 为 A. 那么 m(E 一 A) = 0. 因 之 ， 


$(E) = $(A). 


设 4 是 4 之 一 子 集 , 当 M e 4+ 时 满足 Dy $(e) > 0; 又 设 4_ = A 一 A+ (在 A- 上 ， 
Du $(e) < 0). 那么 6(4) = 8B(4+) + 5(4_)， 


对 于 数列 
0 工 23 4 i 
nn! Nn n’ nn 1 
k 
«=A(S+ < pusle) <£) (k= 
一 切 集 e 都 是 可 测 的 , 而 且 两 两 不 相交 , 且 
Sen= 44. 
大王 1 
因此 ， 


$(A+) = >》, Glex). 
如 =】 
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男 一 方面 , 函数 Dm $B(e) 在 集 4+ 上 是 可 测 且 非 负 的 , 所 以 


于 Dm $le)dw = > / Du Sle)dw® 
及 + k=1" ek 


由 平均 值 定理 
大 一 1 
n 


mexk < / Du Ble) dw < Emer, 
ek 


又 由 引 理 2 及 推论 1， 
Ee < Bler) < < 
n n 


所 以 


Gl(ex) -/ Dm zoldu| < 二 mek 
ek 


由 是 , (*) 式 的 右边 是 一 收敛 级 数 , 且 有 


A 人 Du $(e)dw 


1 证 1 
委 一 》 rmek 一 一 mm 441. 
1 n 


因为 n 可 以 任意 大 , 故 
$(A+)= . Dm $l(e)dw. 
一 


对 于 4_ 用 类 似 的 方法 , 可 得 关于 A- 的 等 式 . 由 是 ， 
5(4) = D™ Ble)dw. 
A 


从 而 
s(E)= | DAM $l(e)dw. 
E 


因 EE 特别 可 取 为 RR, 故 定理 完全 证 毕 . 
82， 不定 积分 及 其 微分 
设 f(M) 是 在 开 和 矩形 R 中 所 定义 的 可 和 函数 . 对 于 RR 中 每 一 可 测 集 e, 定义 


z(o) = /jau， 


那么 我 们 得 到 一 个 在 RR 的 一 切 可 测 子 集 上 定义 的 集 函 数 . 这 个 集 函 数 称 为 f(M) 的 不 定 积分 . 由 
勒 贝 格 积分 的 性 质 , 此 集 函 数 是 绝对 连续 的 可 加 函数 . 其 逆 亦 成 立 , 因由 上 节 之 定理 4, 知道 一 切 


绝对 连续 的 可 加 集 函 数 必定 是 函数 (AM ) 的 不 定 积分 . 因此 得 到 如 下 的 定理 . 
定理 1 绝对 连续 的 可 加 集 函 数 的 全 体 与 可 和 函数 之 不 定 积 分 的 全 体重 合 . 


附注 ”如果 5(e) 的 定义 集 族 a = {e}, 不 限于 在 某 一 固定 的 矩形 以 内 , 而 是 平面 上 一 切 可 
测 集 的 全 体 , 那么 上 节 的 所 有 结果 仍然 成 立 . 这 样 就 会 得 到 下 面 的 结果 : 一 个 绝对 连续 的 可 加 集 函 


中 要 着 重 指 出 : 在 论述 的 此 刻 , 我 们 还 不 能 保证 (*) 式 的 左边 与 右边 是 有 限 的 . 
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数 B(e) 在 平面 上 几乎 处 处 吕 具 有 对 称 导数 Dm 5(e), 函数 Dm B(e) 在 每 一 可 测 集 EE 上 为 可 测 
且 成 立 
6{E) 一 Du $B(e)dw. 
(E) 人 Mv $e)dw 
与 这 件 事情 有 关 的 自然 要 来 定义 在 全 平面 上 给 定 的 且 对 任 一 可 测 集 为 可 和 的 函数 f(M) 的 
不 定 积分 的 概念 . 有 了 这 个 以 后 , 我 们 可 以 说 : 每 一 个 绝对 连续 的 可 加 集 函数 就 是 它 的 对 称 导 函 数 


的 不 定 积分 . 但 是 却 不 能 说 , 每 一 个 不 定 积 分 是 绝对 连续 的 集 函 数 , 即 此 时 本 节 的 定理 1 不 成 立 . 
事实 上 , 设 (为 简单 起 见 , 单 就 直线 的 情况 来 讨论 ) 


flz)=0 (z<1), 
f(z)=n (zrz<n+l]), 


则 f(z) 在 任何 可 测 集 e 上 是 可 和 的 , 但 是 它 的 不 定 积分 不 是 绝对 连续 的 . 为 了 避免 这 种 麻烦 起 
见 , 我 们 规定 所 考察 的 函数 都 在 一 个 固定 的 矩形 中 定义 . 
一 个 可 和 函数 f(M) 唯一 地 定义 一 个 不 定 积分 . 在 某 种 意义 下 , 其 逆 亦 真 : 


定理 2 ”假如 f(M) 和 9(M) 具有 相同 的 不 定 积分 , 则 (AM) 与 g(M) 是 等 价 的 . 
事实 上 , 对 于 所 有 可 测 集 e (e 是 含 在 一 个 指定 的 矩形 R 之 中 的 ), 成 立 


/ro0a= /ondu 


特别 对 于 e = E(f > 9)， 
fi00 -glaw =0 
从 而 (由 第 六 章 $1 的 定理 6) 得 到 
mE(f >9g)=0. 
同样 可 得 mE(f < g) = 0. 定理 证 毕 . 
假设 f(M) 是 一 个 在 RR 上 的 可 和 函数 , 6(e) 是 它 的 不 定 积分 . 作 如 下 的 函数 p(1M): 在 $B(e) 
的 对 称 导 数 Dm B(e) 存在 的 地 方 (在 R 中 几乎 处 处 成 立 ), 令 p(AM) = Dm $(e), 而 在 R 中 其 余 
的 地 方 令 yp(M) = 0. 于 是 由 上 节 之 定理 4, $B(e) 是 函数 ep(M) 的 不 定 积分 . 故 f(M) 和 wp(M) 
是 等 价 的 , 由 是 得 如 下 的 定理 : 
定理 3 ”可 和 函数 的 不 定 积分 的 对 称 导 函数 几乎 处 处 等 于 此 函数 . 
对 于 点 Mo, 如 果 满 足 
1 
bm 让 [0D -IMo) haw =0, 


则 称 Mo 是 可 和 栖 数 f(JM) 的 一 个 勒 贝 格 点 . 


定理 4 设 f(JM) 是 在 给 形 玉 上 所 定义 的 可 和 函数 , 那么 尽 中 几乎 所 有 的 点 是 f(1M) 的 
勒 贝 格 点 . 


中 那 就 是 说 , 每 一 可 测 集中 , 对 称 导数 不 存在 的 点 之 全 体 是 一 测度 为 零 的 集 . 
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这 个 定理 的 证 明 与 直线 上 的 情形 完全 相仿 . 详细 地 说 : 对 于 任何 一 个 有 理 数 r, 将 上 一 定理 用 
到 函数 |/(M) ~ | 上 去 . 那么 对 于 R 中 几乎 所 有 的 点 成 立 
1 
bm 0D) -rhaw = MGO) rl 
对 于 R 中 之 点 不 满足 上 式 的 , 其 全 体 成 一 测度 为 零 的 集 , 记 为 A(7). 作 和 集 
A= 》 A(r)+ R(If| = +oo)， 


其 中 》 表示 对 于 所 有 有 理 数 相 加 . 那么 显然 有 mA = 0. 
车 Mo 不 是 4 中 之 点 , 则 Me 必 为 f(M) 的 鞭 贝 格 点 . 事实 上 , 对 于 es > 0, 选取 使 


If(Mo) —7| < 3: (D) 


那么 几乎 处 处 中 成 立 
lan 7- |f(M) — fF(Mo)) 


E 
< 了 
因此 , 当 Q(Mo,h) CR 时， 


1 1 
TF M)—rldw— 一 — fFf(M. 
h2 jt HM) ~ a If(M)— f( olaw| < § (2) 


因为 MoEA, 所 以 对 于 此 e > 0, 可 以 取 5 > 0 使 当 0<h<56 时， 


1 E 
顾 人 MOO -raw VMo) -rl| <$ (3) 


由 (1), (2), (3), 知 当 0<h<56 时 ， 
1 
记 人 HGQO -Jan <e 


此 即 证 明 Mo 是 j(M) 的 勒 贝 格 点 . 


83. 上 述 结果 的 推广 


在 本 节 中 我 们 证 明 在 上 面 定 理 中 的 对 称 导 函数 , 可 用 更 广义 的 导 郴 数 来 代替 . 

设 M 是 平面 上 的 一 点 , 纲 是 一 个 可 测 集 族 , 族 中 每 一 集 都 包含 点 M. 如 果 在 嘱 中 有 集 , 其 
直径 小 于 任意 小 的 数 , 那么 称 此 集 族 名; 收缩 2 于 点 M. 所 谓 EB 的 直径 dE 乃 指 EB 中 任何 二 点 
的 距离 之 上 确 界 , 即 

dE = sup{p(M,N)} (M € E,N € E). 

设 蛛 为 收缩 于 一 点 M 的 集 族 , 假如 对 于 7 中 任何 一 集 e 存在 完全 包含 e 的 正方 形 Q(M ,hh) 

适合 
h2 < a . me, 


中 确切 地 说 , 这 个 关系 式 对 于 所 有 点 M 而 f(M) 关 ee 者 为 真 . 
四 这 种 说 法 是 在 这 里 第 一 次 被 引用 . 
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此 处 a 是 与 e 无 关 的 数 , 那么 称 嘱 是 一 个 正则 地 收缩 于 M 的 集 族 . 粗略 地 说 : 当 趾 正则 地 收 
缩 于 M 时 , 那么 在 员 中 没有 太 “ 扁 ”的 集 . 

今 设 路 是 具有 正 测度 的 可 测 集 的 集 族 , 收缩 于 一 点 M. 设 B(e) 是 一 集 畏 数 . 假使 极限 (有 
限 或 无 穷 ) 


AMGle) = Jim 二 (e € M) 


存在 , 则 称 此 极限 为 6(e) 关于 集 族 在 点 M 的 导数 . 


定理 1 设 6(e) 是 一 绝对 连续 的 可 加 集 函 数 , 则 在 基本 算 形 已 中 几乎 所 有 的 点 M, 存在 
这 个 函数 关于 任意 正则 收缩 于 点 M 的 集 族 的 导数 AM g(e), 并 且 该 导数 的 值 与 集 族 的 选择 无 关 ， 
对 于 含 在 RR 中 的 任意 可 测 集 羽 , 成 立 四 


Am $le)dw = $(E). (*) 
E 


证 明 函数 $B(e) 是 可 加 的 且 是 绝对 连续 的 , 所 以 是 某 一 可 和 肾 数 f(M) 的 不 定 积分 . RR 中 
几乎 所 有 的 点 是 f(1M) 的 勒 贝 格 点 . 设 Mo 是 f(1M) 的 一 个 勒 贝 格 点 . 我 们 要 证 明 : 对 于 任 一 正 
则 收缩 于 Mo 的 集 族 , 导数 Awo B(e) 必 存 在 且 等 于 f( Mo): 


Amo Ble) = f(Mo). 


这 个 式 子 证 明 后 , 定理 也 就 得 到 了 证 明 . 
设 路 = {e} 是 正则 收缩 于 Mo 的 任意 一 个 集 族 . 那么 对 于 族 中 每 一 个 集 e， 有 正方 形 
Q(Mo,h) De, 且 


h? < Qame. 

本 $ 
FO gm) = 1M) aw — f(Mo), 
区 看 
i )| < < 去 ff00 -fo)law 
由 于 Q(Mo,h) D e， 所 以 
/ If(M) - f(Mo)ldw < / fF(M) - fF(Mo)law, 
e Q(Mo,h) 
从 而 得 到 


2 -yomj|< 和 总 区 HGQO = FM) a 


当 de 一 0 时 , h 一 0, 又 因 Mo 是 f(M) 的 一 个 勒 贝 格 点 , 当 h 一 0 时 最 后 一 个 积分 趋向 
于 0. 因此 得 到 


定理 已 证 毕 . 需要 指出 的 是 ， 如 果 将 集 族 的 正则 收缩 性 除去 ， 那么 所 述 不 真 . 


@Awgte) 在 互 中 并 不 处 处 有 定义 , 只 是 几乎 处 处 有 定义 . 因此 式 子 人 Am $(e)dw 的 意义 应 
理解 为 ) Am $(e)dw, 其 中 Eo 是 使 Aws(e) 有 定义 的 子 集 . 
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最 后 , 我 们 要 从 上 面 的 结果 来 导出 第 九 章 中 关于 -元 函数 的 几 个 著名 定理 
设 f(t) 是 区 间 (a,b) 上 的 可 和 函数 . 集 函 数 


$(e) = f sa, [e C (a, b)) 


是 f(t) 的 不 定 积分 . 几乎 对 于 所 有 的 点 z, $B(e) 关于 任何 一 个 正则 收缩 于 z 之 集 族 的 导数 等 于 
f(z). 如 果 特 别 取 集 族 为 [z,z + Az] (此 时 a = 2, 又 z 为 区 间 的 端点 ), 置 


elz) = f fa 


时 ， 
g(e,z+Az) _ yp(z + Az) 一 plz) 
mlz,z+Az] Arz 


即 知 Az B(e) 就 是 p(z) 在 点 z 的 通常 导数 . 
于 是 重新 又 得 到 第 九 章 中 §4 的 定理 2. 为 了 要 证 明 在 该 节 中 所 述 之 定理 3, 我 们 先 叙 述 下 面 
的 


定理 2 设 p(z) 是 [o, 避 上 的 绝对 连续 函数 ,那么 存在 着 绝对 连续 的 可 加 信函 数 B(e), 在 
[a, 5b] 中 的 一 切 可 测 集 上 定义 且 适 合 


8([e,z]) = P(z) ~ pla). 


我 们 这 里 仅 将 证 明 此 定理 的 大 概 情形 叙述 一 下 , 详细 的 讨论 让 读者 自己 去 做 . 

因为 绝对 连续 的 点 函数 是 两 个 绝对 连续 的 增 函 数 之 差 . 所 以 不 失 一 般 性 可 以 假定 p(z) 是 一 
单调 增 的 绝对 连续 函数 . 

设 ag ag Bgb. 以 A 表示 四 个 区 间 [a,], (a,B),[a,B),(a,B] 中 的 任何 一 个 , 而 定义 


$(A) = p(B) — pla). 


于 是 函数 5(e) 对 于 含 在 [a,6b] 中 的 任何 一 个 区 间 都 有 了 意义 , 我 们 现在 要 对 于 e C [a,b 之 
任 一 可 测 集 e 来 定义 $8(e). 一 看 就 会 注意 到 这 个 问题 与 第 三 章 中 所 述 的 可 测 集 的 测度 问题 颇 为 
相似 . 这 就 启示 了 我 们 可 以 用 相似 的 方法 来 解决 此 地 的 问题 . 事实 上 , 设 G 是 含 在 [a,9] 中 的 一 
个 开 集 , 置 


$(G) = > (AL), 
k= 二 1 
其 中 Ak 是 G 的 构成 区 间 . 不 难得 到 : 当 G1 C G2 时 , $6(G1) < $(G2); 当 G1G2 = 时 
$(G1++ G2) = $B(G1) 二 B(G2). 所 以 B(G1 十 G2) < 8(G1) 十 $(G2). 这 些 事情 , 可 参考 第 三 章 
的 81. 
由 w(z) 的 绝对 连续 性 , 不 难得 到 


_lim $(G) = 0， (*) 


设 EB 是 [a,8] 中 的 任 一 可 测 集 , 我 们 可 以 不 顾 a,b 二 点 而 来 考虑 (a,b) 中 所 有 可 能 包含 忆 
的 开 集 G. 定义 
53( 五 ) = inf{ $(G)}, 
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这 就 是 所 要 的 函数 . 事实 上 , 这 个 函数 的 绝对 连续 性 完全 由 (*) 式 可 以 得 到 . 问题 是 要 证 明 56(e) 
的 可 加 性 . 函数 6(e) 与 集 e 的 外 测度 颇 为 相似 , 所 以 如 同 证 明 第 三 章 中 §3 之 定理 5 一 般 , 可 以 
得 到 
Blelt+ e2) < P(e1) + P(ez). 
男 一 方面 , 如 果 五 和 Fr 是 两 个 没有 共同 点 的 闭 集 , 那么 根据 隔离 性 定理 , 如 同 第 三 章 82 之 
定理 6 的 证 明 一 般 , 我 们 可 以 证 明 
GP +F)= (Mm) + B(F). 
此 地 我 们 必须 要 说 明 B(E) 与 集 忆 的 内 测度 也 是 相似 的 . 
设 殖 是 任 一 可 测 集 , 下 为 其 闭 子 集 , 则 $(F) < B(E)- 
另 一 方面 , 对 于 任 一 正 数 <s, 有 正 数 5, 当 me < 6 时 5(e) < s. 注意 到 此 事 以 后 , 那么 对 于 


任意 的 可 测 集 巨 及 es > 0, 先 取 如 上 述 的 5 > 0, 然后 作 闭 集 已 C 五 ,使 m 玉 > mE -56. 
因 EE=F+(B 一 所), 故 


$(E)< $(F)+ $(E — HF). 
但 m(E 一 FF) <6, 故 8B(E 一 F) <e. 因此 ， 
$(E) < $(F)+Ee. 
此 即 表 示 
$(E) = sup{ $(F)}, 
其 中 FF 是 含 在 EE 中 的 任意 可 能 的 闭 集 , 因而 证 得 5 人 (五 ) 与 B 的 内 测度 实际 上 是 相似 的 . 由 于 这 
个 相似 性 , 仿照 第 三 章 83 定理 6 详细 证 明 , 知 当 eles = 必 时 ， 
$l(el 十 e2) 之 $({e1) 十 $(e2), 


由 此 不 等 式 及 上 面 已 经 得 到 的 相反 的 不 等 式 , 得 到 函数 $B(e) 的 可 加 性 . 定理 因此 证 毕 . 
现在 我 们 已 经 不 难 证 明 第 九 章 §4 的 定理 3 了 . 为 此 照 刚 才 指出 的 构造 $B(e), 这 个 函数 就 是 
它 的 导 函 数 的 不 定 积分 : 


$l(e) = /rd 
特别 取 e 二 [a,z], 则 得 | 
p(s) = vo) + fat 
此 式 与 所 述 定理 是 等 价 的 . 
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81. 有 序 集 、 序 型 


从 第 三 章 起 , 我 们 几乎 专门 讨论 函数 的 “度量 性 ”理论 , 其 中 主要 的 是 拿 点 集 的 测度 论 作 为 基 
础 . 对 于 这 个 理论 来 说 , 只 要 有 本 书 开头 两 章 中 所 叙述 的 关于 点 集 论 的 一 些 简单 知识 也 就 足够 了 . 
为 了 要 详 谈 函 数 的 “描述 性 ”理论 的 某 些 问题 , 我 们 必须 将 点 集 论 的 知识 加 以 补充 , 因此 有 本 章 之 
设 . 

在 第 一 章 中 所 讲 到 的 集 , 并 不 涉及 其 元 素 间 的 次 序 . 在 本 章 , 恰恰 相反 , 把 集 里 元 素 间 的 次 序 
当 作 主要 问题 . 


定义 1 对 于 集 4, 如 果 可 以 指出 一 种 规则 y, 使 得 4 中 不 同 的 任意 两 个 元 素 a 与 5 可 以 
排 一 种 先后 的 次 序 , 并 且 满 足下 列 两 条 件 : 

(1) 若 a 在 b 之 先 时 , 则 不 在 a 之 先 ; 

(2) 若 a 在 b 之 先 ,b 在 c 之 先 , 则 a 在 c 之 先 ， 
称 这 种 集 4 为 有 序 集 . 


如 果 a 在 b 之 先 , 则 称 b 在 a 之 后 . 以 记号 
a<b. b>~a 


人 记过， 
在 定义 中 所 说 的 规则 gy, 称 为 次 序 规则 . 讲 到 有 序 集 4 必定 要 同 它 的 次 序 规则 一 并 考虑 . 今 
设 有 二 集 
A= obech,. B=IbGal 
其 次 序 规则 是 依 { } 中 所 写 的 那样 , 那么 A 与 B 是 两 个 不 同 的 有 序 集 . 
与 这 事 有 联系 的 , 就 是 “有 序 集 的 子 集 ” 这 一 名 词 有 其 特殊 的 用 法 . 设 4 为 一 有 序 集 , B 为 
其 子 集 , 则 B 中 任何 二 元 素 在 A 中 有 其 固定 的 先后 次 序 , 今后 我 们 理解 这 二 元 素 在 B 中 亦 有 与 
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在 4 中 同样 的 次 序 . 显然 , 这 种 规定 就 成 了 B 的 次 序 规则 . 

因此 , 当 我 们 称 B 是 有 序 集 4 的 子 集 时 , 那么 B 一 定 是 有 序 集 , 所 有 B 的 元 素 都 属于 4， 
而 且 这 些 元 素 在 A 中 与 在 B 中 有 相同 的 次 序 . 

例如 , 设 

A={abc}, B={a,b}, C= {8,0), 

则 B 是 A 的 子 集 , 而 C 不 是 . 

下 面 是 几 个 有 序 集 的 例子 . 

1. 设 4 是 实数 集 . 对 于 4 中 任何 二 数 , 令 较 小 者 在 先 , 于 是 决定 了 4 的 次 序 规则 . 称 此 种 
次 序 为 自然 的 次 序 . 


2. 如 果 对 于 实数 集 , 作 与 上 相反 的 次 序 , 令 其 大 的 数 居 先 , 亦 得 一 次 序 规则 . 例如 自然 数 的 全 
体 依照 这 个 次 序 规则 , 得 到 如 下 的 有 序 集 : 


Pe 


3. 由 n 个 元 素 所 成 之 有 限 集 可 以 有 n! 种 不 同 的 次 序 规则 . 
4. 每 一 个 自然 数 n 可 以 唯一 地 写成 如 下 的 形式 : 


n=2(2m+1) (k=0,1,2,.… ;m= 0,1,2,...). 


我 们 现在 给 以 如 下 的 规定 : 对 于 数 mn = 2*(2m 十 1) 及 n' = 2* (2m' 十 1), 当 kk < k' 或 是 
kk 二 k',m < m 时, 规定 n 居 ni 之 先 . 用 这 种 次 序 规则 , 可 将 自然 数 集 给 以 下 列 次 序 : 
1，3，5，7，9,.…. 
2，6, 10, 14, 18, -.… 
4, 12, 20, 28, 36, ... 


不 同 两 行 的 元 素 , 上 面 的 行 居 先 , 而 在 同一 行 中 的 元 素 , 则 以 自然 次 序 为 次 序 . 例如 
7<2, 18<12, 28 < 36. 
5. 复数 可 以 唯一 地 写成 
z=r(cosp++ising) (r20,0< wv< 27) 

r 是 模 数 , p 是 辐 角 到 .我们 规定 : 两 个 复数 , 模 数 较 小 者 居 先 , 模 数 相同 时 辐 角 较 小 者 居 先 . 由 
是 , 对 于 复数 全 体 决 定 了 次 序 规则 . 

假设 4 是 一 个 有 序 集 , a € 4. 如 果 在 a 之 先 没有 4 的 其 他 元 素 , 则 称 a 是 4 的 首 元 素 . 相 
似 地 可 以 定义 末 元 素 的 概念 . 又 若 4 中 三 元 素 a,b,c 满足 a <5 <c, 则 称 b 居 a 与 c 之 间 . 

定义 2 设 A4 与 BB 是 两 个 有 序 集 , 两 者 之 间 存 在 如 下 的 一 一 对 应 多 使 得 当 a,a'e4,a<a' 
时 , 有 w(a) < (a'), 那么 称 少 为 使 A 与 B 彼此 成 登 合 的 对 应 . 咏 


DD 对 于 z=0， 规定 p=0. 

加 此 处 “ 称 由 为 使 A 与 BB 彼此 成 司 合 的 对 应 ”原文 是 : “coorBercTrBe Ha3blBaeTCH HaTOKe- 
HHeM MHoxkecTB A um B xapyr Ha Apyra”. 其 中 上 axroxkeaxe 作为 动 名 词 有 4 放 在 .…………. 3 
意 , 姑且 改 译 为 “ 释 合 * 以 表示 不 仅 是 一 一 对 应 , 而 且 是 保持 次 序 的 : 一 一 第 5 版 校订 者 注 . 
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言 之 , 两 个 有 序 集 的 僵 合 对 应 不 打 乱 元 素 间 的 次 序 . 
定义 3 ”如 果 两 个 有 序 集 4, B 间 存 在 着 彼此 从 合 的 对 应 , 则 称 4 与 B 是 彼此 相似 的 . 
记 作 
A~B. 
定理 1 如 果 有 序 集 是 彼此 相似 的 , 那么 它们 是 对 等 的 . 


因为 由 定义 , 相似 两 集 间 存在 着 一 一 对 应 . 
容易 看 到 , 对 于 有 限 集 , 上 述 定理 是 可 逆 的 . 


定理 2 设 4 与 已 是 两 个 有 限 的 有 序 集 , 则 当 4 与 一 的 元 素 个 数 相同 时 , 两 集 是 彼此 相 
似 的 . 


为 了 证 明 本 定理 , 我 们 先 证 下 面 的 引 理 . 
引 理 ” 若 A 是 一 有 限 的 有 序 集 , 则 A 必 有 首 元 素 . 


事实 上 , 任 取 4 中 一 个 元 素 a, 如 果 它 已 经 是 首 元 素 , 则 不 必 再 证 明了 . 如 果 不 是 , 那么 4 中 
必 有 元 素 b 居 a 之 先 . 如 果 b 是 4 的 首 元 素 , 则 证 明 已 毕 . 否则 4 中 又 有 元 素 c 居 b 之 先 . 这 
样 的 手续 只 能 继续 进行 有 限 次 , 则 必定 得 到 4 的 首 元 素 , 因为 从 有 限 集中 分 出 无 穷 多 个 不 同 元 素 
是 不 可 能 的 . 


推论 设 4 是 一 有 限 的 有 序 集 , 由 n 个 元 素 所 组 成 ,那么 它 的 元 素 可 以 编号 成 如 下 的 次 序 : 
Ql <a2<Q03<:..:<an. 


事实 上 , 取 A 的 首 元 素 为 al, 取 4 - {a1} 的 首 元 素 为 az, 如 此 继续 做 去 , 就 得 到 a < as 
< < On. 

至 此 , 定理 2 的 成 立 其 为 显然 . 如 果 4 和 B 都 是 由 n 个 元 素 所 成 的 有 限 有 序 集 , 由 上 述 , 可 
以 将 4A, B 中 一 切 元 素 编号 . 令 同 号 的 元 素 相对 应 即 得 . 

对 于 无 穷 集 , 定理 1 之 首 不 真 . 例如 


A={1,2,3,...}, B={.. ,3,2,1} 


则 4 与 B 是 对 等 的 两 集 (它们 具有 完全 相同 的 元 素 ). 但 是 它们 不 是 相似 的 , 因为 4 有 首 元 素 而 
B 没有 , 而 在 登 合 对 应 中 , 首 元 素 一 定 对 应 首 元 素 . 


定理 3 设 A,B,C 是 三 个 有 序 集 , 则 

(1)A~A. 

(2) 如 果 A 之 B, 则 B~ 有 A. 

(3) 如 果 4 一 了 ,已 ~C 则 4~C 
证 明 留 给 读者 . 

从 前 我 们 从 两 集 对 等 的 概念 导 和 人 ““ 势 ”的 定义 . 现在 我 们 利用 相似 的 概念 来 定义 有 序 集 的 
序 型 . 


定义 4 将 一 切 有 序 集 给 以 如 下 的 分 类 : 相似 的 两 集 属于 同一 类 . 不 相似 的 两 集 , 不 属于 同 
一 类 . 对 于 每 一 类 的 有 序 集 使 其 对 应 着 一 个 记号 , 称 之 为 该 类 中 任何 一 集 的 序 型 . 


§1. 有 序 集 、 序 型 . 369 . 


我 们 记 有 序 集 4 的 序 型 为 A. 两 个 相似 的 集 4 和 B, 具有 同一 的 序 型 : 
A=B. 


有 同一 序 型 a 的 所 有 集 具有 相同 的 势 , 记 此 势 为 去 . 则 当 五 = a 时 , 万 = 去 
车 a=6 则 如 =F. 但 其 逆 是 不 真 的 . 
对 于 一 些 时 常 遇 到 的 序 型 , 有 通行 的 记号 : 
例如 , 有 序 集 
A= {1,2,... ,mn} 


(凡是 由 nw 个 元 素 所 组 成 的 有 序 集 均 同 此 ) 的 序 型 即 以 n 记 之 . 于 此 , 记号 是 4 的 势 , 也 是 4 
的 序 型 . 这 种 记号 意义 的 双重 性 不 会 产生 什么 不 方便 之 处 . 

空 集 与 单元 素 集 看 作 有 序 集 时 , 它 的 序 型 分 别 记 作 0 与 1. 

一 切 自 然 数 所 成 之 集 , 以 自然 次 序 做 次 序 时 : 


N = {1,2, 3,...} 


记 其 序 型 为 w,N = w. 
一 切 自然 数 所 成 之 集 , 排 成 与 自然 次 序 相 反 的 次 序 时 : 


Nr* = {... ,4,3,2,1} 


记 其 序 型 为 w*. 

显然 的 , ”= 名, 但 是 w* 关 w. 

一 般 地 说 , 设 4 是 一 个 次 序 规则 为 p 的 有 序 集 , 则 以 同样 的 元 素 可 以 另 作 一 个 有 序 集 A”， 
其 次 序 规则 yp* 恰好 与 p 相反 . 就 是 说 : 对 于 ae 4,b e 4, 依照 p 是 a <b 时 , 则 依照 p* 是 
a > b. 如 果 4 的 序 型 为 a, 则 记 4* 之 序 型 为 a*. 

容易 明白 : (a")* = a. 有 限 集 的 序 型 n, 满足 等 式 n* = n. 

一 切 整数 的 全 体 依 照 自 然 次 序 为 次 序 时 ; 


{-… ,一 3, 一 2, 一 1,0, 1,2,..….} 


记 其 序 型 为 r. 显然 的 是 : x* = T. 

有 理 数 的 全 体 @Q, 以 自然 次 序 为 次 序 规则 , 记 其 序 型 为 n. 则 n* = 7. 

最 后 , 对 于 实数 的 全 体 及 , 给 它 自然 次 序 时 , 记 其 序 型 为 和 则 和 A* = 入 易 见 任何 一 个 开 区 间 吕 
(不 是 闭 区 间 !) 的 序 型 也 是 入 因为 对 于 区 间 (a,5) = {zx} 与 实数 集 及 = {y} 可 作 如 下 的 对 应 


加 (2z — a — b)” 
2 二 ， 


这 是 一 个 相似 对 应 . 


定理 4 对 于 任何 可 数 的 有 序 集 4, 在 以 自然 次 序 为 次 序 的 有 理 数 的 全 体 由 中 可 以 选 出 一 
个 子 集 Qo@ 使 Qo 与 A 相似 . 


@ 我 们 假定 区 间 的 数 是 以 自然 次 序 为 次 序 的 . 
@ 对 于 数 集 Qo, 也 以 自然 次 序 为 次 序 , 如 同 在 Q 中 一 样 . 
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证 明 ”将 可 数 集 4 与 Q 给 以 编号 : 
4={alaz,aa… ji Q= {ri,r2,73,...}. 


当然 , 这 种 编号 与 元 素 的 次 序 是 没有 关系 的 (因为 Q 中 没有 首 元 素 , 所 以 不 可 能 将 Q 的 元 素 
编号 而 使 ri < rz <…). 

置 nl = 1. 然后 在 Q@ 中 取 元 素 rn 使 它 具 有 下 面 两 个 性 质 : 1) rn 与 rn， 之 次 序 关 系 和 al 
与 aa 之 次 序 关系 相似 ( 即 当 az > ai 时 , 取 rn。> rn; 当 aa < al 时 , 取 rn。< rn; )，2) 满足 
性 质 1) 的 诸 元 素 中 , rn。 具有 最 小 的 下 标 . 由 于 Q 无 首 元 素 亦 无 未 元 素 , 所 以 满足 1) 与 2) 两 个 
性 质 的 rn 是 一 定 存在 的 . 

因为 Q@ 中 任何 两 个 元 素 之 间 必 有 元 素 介 平 其 间 , 并 且 Q 既 无 首 元 素 亦 无 未 元 素 , 所 以 在 Q 
中 一 定 存在 元 素 rns, 使 rns 与 rn， 及 rn 间 之 次 序 关 系 同 as 与 al 及 az 间 之 次 序 关 系 相 似 . 
并 且 我 们 可 以 假设 r*。 是 下 标 为 最 小 的 这 种 元 素 . 

这 种 手续 继续 施行 无 穷 回 , 乃 得 @ 中 之 元 素 列 


Tmniy7na2y7na3 


即 为 我 们 所 需求 的 Qo ( 须 注 意 的 是 : 所 谓 {rn }》 中 元 素 间 的 相互 次 序 乃 是 指 大 小 的 次 序 而 并 非 
是 下 标 间 的 次 序 ). 
所 证 的 定理 表示 : 序 型 为 n 的 集 含有 一 个 任意 序 型 a 而 势 为 a 的 子 集 . 


定义 5 设 4 是 一 有 序 集 ,ae A. 4 中 居 元 素 a 之 先 的 所 有 元 素 的 全 体 , 称 为 由 元 素 a 截 
4 的 初始 段 巴 , 以 A。 记 之 . 


要 注意 的 是 : 元 素 a 并 不 属于 4。. 如 果 a 是 4 的 首 元 素 , 则 4。 为 空 集 . 有 序 集 4 的 初始 
段 是 4 的 有 序 子 集 . 

设 oe 4, 又 4。 为 由 a 截 4 的 初始 段 . 设 4 的 元 素 a' 居 元 素 a 之 先 , 那么 A 及 4。 被 
a’ 截 下 的 初始 段 是 相同 的 : 

4a' = (Aa)a', 

因此 , 有 序 集 的 任何 二 初始 段 , 其 中 有 一 初始 段 是 他 初始 段 的 初始 段 . 所 以 如 果 对 于 一 个 有 序 集 的 
一 切 初始 段 , 称 之 为 妃 , 可 以 给 它 如 下 的 次 序 规则 : 当 4。 C A。 时 , 或 者 说 a < a 时 , 称 4。 居 
4。 之 先 . 由 是 可 知 下 列 定理 是 真 的 . 


定理 5 有 序 集 4 的 一 切 初 始 段 的 全 体 互 与 A 相似 . 


事实 上 , 令 a 与 4。 对 应 即 得 . 

例如 4={fa,bcj 则 互 ={o,{fa}y,fa, 英 }. 此 二 集 之 序 型 都 是 3. 

最 后 , 我 们 要 讲 序 型 的 和 运算 . 

设 工 = {入 } 是 一 个 有 序 集 . 又 设 对 于 每 一 个 入 € L, 有 一 个 有 序 集 Aa 与 之 对 应 , 并 且 任 何 
两 个 4 是 不 相交 的 . 在 此 情形 下 我 们 可 以 给 和 集 


5= ,A 


AEL 


在 《 数学 名 词 》 及 一 些 词汇 类 的 书 上 ， 是 如 此 定名 的 (对 应 英文 为 initial segment ). 此 处 俄 文 
第 5 版 校 


原文 为 “ashrBaeTcg oTpe3KOM，oTCcekaeMEIM BNeMeHTOM Qa or MHOXKecTB8 A”. 


订 者 注 . 


82. 良 序 集 , 371 . 


以 一 种 次 序 规则 : 设 a 及 a' 是 5 中 的 两 个 元 素 . 必然 
a€ A\, a € Aw, 


当 入 < 入 (在 集 工 中 ) 时 或 当 入 = 入 而 在 A、 中 a <a 时 ,规定 a < a' (在 集 S 中 ). 如 此 得 到 
一 个 有 序 集 S. 以 后 凡 讲 到 有 序 集 的 有 序 和 集 即 据 此 义 . 

由 上 所 述 , A 十 B 与 B 十 A 是 两 个 不 同 的 有 序 集 . 

今 设 L = {A} 是 一 个 有 序 集 . 对 于 每 一 个 入 对 应 一 个 序 型 a、. 对 于 每 一 入 取 一 个 序 型 为 
ax 的 集 A、, 又 假设 这 些 集 之 间 两 两 不 相交 , 作 和 集 


5 二 


入 EL 


如 前 所 述 , 5S 是 一 个 有 序 集 . 称 其 序 型 为 诸 序 型 {a、} 之 和 , 记 作 
5 一 COM. 
容易 看 到 , 这 个 定义 与 A、 之 取 法 无 关 而 仅 与 序 型 wx 有 关 . 
在 简单 的 情形 下 , 被 加 项 的 次 序 由 其 写法 自明 . 


例 ”1) 2 二 3=5, 因为 当 A=2,B= 3 时 , A 十 =5. 一般 地 说 , 对 于 有 限 个 有 限 集 的 和 
集 , 序 型 的 新 定义 与 平常 和 的 意义 是 一 致 的 . 
2) 1 十 w = w. 事实 上 , 序 型 是 1+ w 的 集 , 其 形式 是 


{a, b1, b2, ba,.: 上， 


它 的 序 型 是 w. 
3) 可 是 w 十 1 关 w. 因为 序 型 是 w + 1 的 集 , 其 形式 是 


{b1, b2, ba,.*- i 


这 是 有 末 元 素 的 集 . 用 此 方法 易 知 1 十 忆 关 w 十 1, 所 以 序 型 的 加 法 是 不 服从 交换 律 的 . 
4)w* 十 w=. 但 是 w* 寺 ww+t+w". 
5) 1 十 入 十 1 力 是 闭 区 间 [a,9| 的 序 型 . 


82. 良 序 集 


定义 ”假如 有 序 集 4 的 任何 不 空 的 子 集 必 有 首 元 素 , 称 A 是 一 良 序 集 . 
此 外 , 我 们 规定 空 集 也 是 良 序 集 . 
定理 1 凡 有 限 的 有 了 序 集 是 良 序 集 . 


事实 上 , 每 一 个 不 空 的 子 集 是 有 限 集 , 又 由 81 的 引 理 , 有 限 集 必 有 首 元 素 . 所 以 定理 成 立 . 
其 他 如 


N= {1,2,3,..….} (N=w) 
M = {1,3,5,7,… ;2,4,6,8,...} (M=w+tw) 
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都 是 良 序 集 的 例子 . 

今 证 N 是 一 良 序 集 : 设 N* 是 N 的 不 空子 集 . 在 N* 中 任 取 一 个 元 素 n. 如 果 n 是 NN" 之 
首 元 素 , 则 不 必 证 明 , 否则 因 和 集中 N* N 是 一 个 不 空 的 有 限 集 , 它 必 有 首 元 素 no; no 即 为 N* 的 
首 元 素 . 

可 是 , 有 序 集 

L={:...,4,3,2,1} 

并 不 是 良 序 集 . 

由 定义 , 得 到 如 下 的 定理 . 

定理 2 1) 良 序 集 的 子 集 是 良 序 集 . 

2) 不 空 的 良 序 集 必 有 首 元 素 . 

3) 两 个 相似 的 有 序 集 中 , 有 一 个 是 良 序 集 的 话 , 其 他 一 个 也 是 良 序 集 . 

4) 良 序 集 除 了 未 元 素 而 外 (假如 有 未 元 素 的 话 ), 每 元 素 之 后 必 有 元 素 紧 随 其 后 . 

5) 在 良 序 集中 不 能 选取 一 个 如 下 的 无 限 单 调 减少 元 素 列 


Ql>02>a3> (1) 


所 要 证 的 只 是 5). 如 果 存 在 元 素 列 如 (1) 式 , 那么 它 是 良 序 集 的 不 空子 集 , 应 当 有 首 元 素 , 但 
因 an+l < an, 所 以 任何 元 素 an 都 不 是 首 元 素 . 
下 面 的 定理 , 在 良 序 集 理论 中 具有 主要 的 作用 . 


定理 3 设 4 是 一 良 序 集 , A* 是 4 的 子 集 (可 以 是 本 身 ). 那么 像 下 面 这 种 A 与 A* 间 的 
登 合 对 应 四 是 不 存在 的 : A 的 元 素 a, 对 应 于 4* 的 元 素 a" 时 , a* 居 a 之 先 ( 依 4 的 次 序 ). 


证 明 ”假如 定理 不 真 的 话 , 那么 有 这 样 一 些 对 应 法 , 使 4 与 A* 成 赫 合 对 应 , 设 yp 是 其 中 
之 一 , 且 4 中 有 a 对 应 于 4* 中 的 yp(a), g(a) < a. 设 4 中 具有 此 性 质 的 元 素 全 体 为 M, 因 M 
不 是 空 集 , 故 M 必 有 首 元 素 ao. 设 ao 对 应 于 A* 中 元 素 (ao) = ai, 则 


a0 < ao. 


可 是 6 亦 属于 4, 设 ai 对 应 于 4A* 中 的 ai. 因 释 合 对 应 yp 不 打 乱 对 应 元 素 间 的 先后 次 序 ， 
在 A* 中 (从 而 在 A 中 ) 成 立 


al < a0. 
那么 ai 也 属于 M, 这 个 是 不 可 能 的 , 因 a$ < ao 而 ao 是 M 的 首 元 素 之 故 . 于 是 定理 证 毕 . 
推论 1 良 序 集 不 能 与 其 初始 段 或 与 其 某 初 始 段 的 子 集 相 似 . 


事实 上 , 设 4 是 良 序 集 而 A。 是 由 a 截 4 的 初始 段 . 假如 4 合 合 对 应 于 A。, 或 是 谷 合 对 
应 于 4。 之 一 子 集 , 那么 4 中 的 a, 其 对 应 元 素 必 居 a 之 先 , 此 力 不 可 能 之 事 . 


推论 2 良 序 集 的 任何 不 同 的 两 初始 段 不 能 彼此 相似 . 
推论 3 良 序 集 不 能 与 其 子 集 的 一 初始 段 相似 . 


DDN, 是 由 数 n 截 N 的 初始 段 . 
四 我 们 假定 4* 之 次 序 与 4 之 次 序 相同 , 因而 4* 也 是 良 序 集 . 
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定理 4 两 个 良 序 集 假如 是 彼此 相似 的 话 , 其 登 合 对 应 法 是 唯一 的 . 


证 明 ” 设 对 应 法 yp 及 yw 都 是 使 良 序 集 4 和 B 成 个 合 对 应 . 对 于 a € 4. 中 必 有 对 应 元 
素 yp(a) 及 (a). 由 于 gp 及 表示 不 同 的 合 合 对 应 , 故 4 中 必 有 元 素 ao 使 


Ptao) 天 区 ao) 


设 b= yp(a0).b = 如 (a0), 则 4。 与 B 的 两 初始 段 B 及 Bo 都 相似 , 从 而 B 及 Bs 相似 , 这 
是 不 可 能 的 . 


下 面 定理 是 良 序 集 理论 的 基础 . 
定理 5 任何 两 个 良 序 集 , 或 为 相似 , 或 是 其 中 一 集 相 似 于 他 集 的 初始 段 . 


证 明 设 A 和 和 B 是 两 个 良 序 集 . 对 于 4 中 的 元 素 a, 假如 由 a 截 得 的 4。 与 B 的 某 初始 
段 B。 相似 , 则 称 a 为 4 之 一 “正规” 元素. 例如 A 之 首 元 素 是 一 正规 元 素 . 


容易 看 到 , 居 正 规 元 素 a 之 先 的 任何 元 素 a' 都 是 正规 元 素 . 因为 若 将 A。 同 与 其 相似 的 初始 
段 Bs 惨 合 , 则 4。% = (Aa)a' 必 可 与 Bs 之 某 初始 段 合 合 , 由 是 A 与 B 之 某 初 始 段 个 合 . 

设 4 中 一 切 正规 元 素 所 成 之 集 为 M, 则 M 或 者 与 4 重合 或 者 M 是 4 的 初始 段 . 事实 上 ， 
如 果 M 关 4, 则 (4 - M) 不 是 空 集 , 其 中 有 首 元 素 m. 我 们 来 证 明 


M = Anm,. (2) 


若 a € M, 则 a 关 m. 并 且 一 定 不 是 a > m, 因为 如 果 如 此 , 表示 mm 届 正规 元 素 a 之 先 . 空 
成 mm 亦 为 正规 元 素 , 此 与 mEM 忒 盾 . 所 以 一 定 是 a < m, 内 此 a € 4 所 以 


MC A,. 
反之 , 如 果 a Ee hn, 则 a <<m,a 不 属于 A 一 AM, 帮 aE M. 即 
Am CM. 


由 是 , (2) 式 成 立 . 

现在 对 于 B 中 元 素 b, 如 果 B。 与 4 中 某 初 始 段 相似 , 就 称 之 为 正规 元 素 , 而 记 其 全 体 为 入. 
则 同 前 理 可 得 N = B 或 是 N = B，. 

我 们 将 要 证 明 M 与 N 是 彼此 相似 的 . 设 ae M, 则 4。 与 BP 之 某 初始 段 Br 相似 , 并 日 站 
然 的 是 be N. 我 们 即 以 此 a 与 5 相对 应 . 那么 对 于 每 一 个 元 素 wE M, 在 N 中 有 - .元素 上 且 只 有 
一 元 素 5 与 之 对 应 , 其 逆 亦 真 (因为 如 果 a 有 两 个 对 应 元 素 b 与 如 , 则 机 与 Bo 都 与 4。 相似 ， 
从 而 变 成 Bs 与 Bu 相似 , 此 为 不 可 能 ). 

由 是 , 得 到 M 与 六 闻 的 一 一 对 应 关系 . 剩 下 来 还 要 证 明 这 个 对 应 不 打 乱 先后 次 序 , 也 就 中 
说 是 一 个 熙 合 对 应 . 

今 设 a 和 a’ 是 M 的 两 个 元 素 , 在 N 中 之 对 应 元 素 是 b 及 b. 设 a <a ,将 4， 同 与 其 相似 
的 Bo' 礁 合 时 , 就 将 初始 段 A。 二 (Ai)a 与 初始 段 Bs 的 初始 段 (Bs )so 熙 合 .但 (Bi), = Bs,,. 
于 是 得 到 4。 与 B 的 一 初始 段 B。, 相似 . 但 是 B 中 只 有 --- 初 始 段 与 A。 为 相似 , 是 即 B。. 族 得 
b = bo. 但 是 bo e Bs, 故 bo < WW, 因 之 b<b. 所 以 M 及 NN 是 相似 的 . 
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现在 已 容易 完成 定理 的 证 明 . 实际 上 , 可 能 发 生 的 情形 不 出 下 列 四 种 : 

1) M =A,N=B; 

2) M = Am,N = B:; 

3) M = A,N = B,, 

4) M = Am,N = Bn. 
可 是 第 四 种 情形 不 可 能 发 生 , 因为 车 如 此 , 那么 m 是 4 的 正规 元 素 , 于 是 m € M = 4m, 这 是 不 
可 能 的 . 

这 样 一 来 , 只 剩 下 三 种 可 能 情形 . 第 一 种 情形 表示 4 与 B 相似 , 第 二 及 第 三 种 情形 表示 一 集 
与 另 一 集 之 一 初始 段 相 似 . 定理 完全 证 毕 . 

如 果 良 序 集 4 与 良 序 集 B 之 一 初始 段 相似 , 则 称 A 短 于 B. 


定理 6 设 5S 是 任 一 由 两 两 不 相似 的 良 序 集 为 元 素 之 集 , 则 在 S 中 存在 一 个 最 短 的 集 . 


证 明 设 A eS. 如 果 4 是 最 短 的 , 则 定理 已 证 毕 . 否则 在 S 中 必 有 集 较 4 为 短 , 此 集 与 
4 中 某 初始 段 相 似 . 设 a 是 4 中 的 元 素 , A。 与 S 中 某 集 相 似 时 , 记 这 种 a 的 全 体 为 R = {a}. 
设 RR 的 首 元 素 为 a*,S 中 与 4。 相似 的 集 为 4*, 则 4* 即 为 5 中 最 短 的 集 . 事实 上 , 对 于 5S 中 
任 一 集 B, 如 果 4 短 于 B, 则 4* 短 于 B. 如 果 B 短 于 4, 则 B~ hc,aeR. 但 a* 是 RR 的 首 
元 素 , 故 a* < a, 因此 A。 短 于 A。, 由 是 , 4* 短 于 B. 


定理 7 良 序 集 的 良 序 和 集 是 良 序 集 . 
证 明 设 


S= 》 A,, 


和 EL 


其 中 工 及 A、 都 是 良 序 集 . 集 5 (由 §1 所 示 ) 是 一 有 序 集 . 设 So 是 5 的 不 空子 集 . 了 中 适合 
4 和 9o0 天 [2] 


的 入 , 记 其 全 体 为 Lo; 设 Xo 是 Lo 的 首 元 素 . 集 4xoSo 是 A、。 的 非 空 子 集 . 假设 ao 是 A、。 So 
的 首 元 素 , 则 ao 亦 为 So 的 首 元 素 . 定理 证 毕 . 


83. 序数 


定义 1 良 序 集 的 序 型 称 为 序数 . 


如 果 序 数 有 无 穷 的 势 , 则 称 之 为 超 限 数 . 
例 : 0 及 所 有 的 自然 数 都 是 有 限 的 序数 ; w,w + 1,w 十 2 是 超 限 数 . 
序 型 w”, r,m, 和 不 是 序数 , 因为 具有 这 种 序 型 的 有 序 集 不 是 良 序 集 . 


定义 2 设 a 与 有 是 两 个 序数 . 取 二 个 良 序 集 4 与 B 分 别 具 有 序 型 a 与 8. 如 果 4 短 
于 B, 则 称 a 小 于 B 或 是 8 大 于 a, 记 作 


a<pB, BB>a. 


83. 序 数 ,375 ， 


这 个 定义 仅 与 a, 8 有关, 而 与 4 及 B 的 取 法 无 关 . 依照 此 定义 有 限 序数 间 的 大 小 与 通常 
的 意义 一 致 : 
0<1<2<3<.:…， 


任何 超 限 数 大 于 所 有 有 限 序数 . 
很 重要 的 是 : 两 序数 间 的 关系 只 有 三 种 可 能 , 就 是 有 下 面 的 定理 : 


定理 1 设 a 与 有 是 两 个 序数 , 那么 下 面 三 个 关系 
a=8, a<pb, a>8B 
互相 排斥 , 但 又 必须 满足 一 个 . 
事实 上 , 设 4A, B 是 两 个 良 序 集 ， 


如 果 4 与 B 相似, 则 a = 8. 此 时 A ~ B, 任何 一 个 不 短 于 其 他 一 个 , 所 以 a< 8 或 B<a 都 
不 成 立 . 如 果 4 与 B 不 相似 , 则 其 中 必 有 一 个 是 较 短 的 , 从 而 定理 得 证 . 


附注 ”如果 B 是 良 序 集 4 的 子 集 , 则 
BgAh. 
事实 上 , 由 82 定理 3 之 推论 3, 关系 式 万 > 4 是 不 能 成 立 的 . 
定理 2 设 S 是 由 不 同 的 序数 所 成 之 集 , 则 在 S 中 必 有 最 小 的 数 . 


证 明 ”每 一 个 ae 5, 对 应 着 如 下 的 良 序 集 4 : 4A = a. 设 ho 是 这 种 集 的 最 短 的 (82 定理 
6), 则 ao = 4o 就 是 S 中 最 小 的 数 . 


推论 。 序数 所 成 之 集 , 以 其 大 小 次 序 当 作 次 序 规则 时 , 是 一 个 良 序 集 . 
我 们 规定 Wo 表示 所 有 小 于 序数 a 的 序数 的 全 体 , 则 由 上 面 的 推论 , Wo。 是 良 序 集 . 
定理 3 人 和 集 Wo 的 序 型 是 a:Woa=a. 


证 明 ” 设 4 是 一 个 序 型 为 a 的 集 . 五 是 4 的 所 有 初始 段 的 全 体 . 那么 由 81 定理 5,H 的 
序 型 是 a. 今 若 能 证 互 与 W。 相似 , 则 定理 证 毕 . 


设 4。 为 H 之 一 元 素 , 则 4。 之 序 型 是 一 个 小 于 a 的 序数 , 所 以 是 一 个 属于 Wo 的 数 . 这 
样 , 对 于 五 中 每 一 个 元 素 对 应 Wo 中 一 个 确定 的 数 . 而 瑟 中 不 同 的 元 素 , 在 Wo。 中 所 对 应 的 数 
也 不 同 , 因为 五 中 不 同 的 元 素 即 表示 4 的 不 同 的 初始 段 , 当然 是 不 会 相似 的 . 最 后 , 因为 W。 中 
每 个 序数 都 小 于 a, 是 即 表示 Wo 中 每 个 序数 用 是 4 中 某 初始 段 之 序 型 . 于 是 对 于 五 中 每 一 元 
素 , 即 以 其 序 型 作 其 对 应 的 数 , 乃 得 态 与 Wo 间 一 对 一 的 关系 . 

上 述 的 对 应 是 一 个 盖 合 对 应 . 事实 上 , 互 的 元 素 都 是 4 的 初始 段 , 是 可 以 排列 次 序 的 : A 的 
两 个 初始 段 , 其 中 一 个 是 另外 一 个 的 初始 段 时 , 称 前 者 居于 后 者 之 先 . 换言之 , 序 型 较 小 者 居 先 . 
因此 , 五 中 元 素 的 次 序 与 对 应 于 Wo 的 元 素 间 之 次 序 是 相似 的 . 定理 因此 证 毕 . 


推论 ” 设 良 序 集 4 的 序 型 是 a, 那么 A 中 一 切 元 素 可 以 用 小 于 a 的 序数 来 编号 . 
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事实 上 , 4 肆 合 对 应 于 W。. 4 中 每 一 元 素 , 有 一 个 小 于 a 的 序数 与 之 对 应 . 因此 , 4 可 以 表 
示 为 : 


4={ao,ai.a2… ,a8,..-} (3 < a). 


我 们 注意 , Wi 含有 数 0, 因此 4 的 首 元 素 以 0 编号 . 最 后 , 有 必要 再 提醒 一 下 , 将 4 与 W。 
登 合 对 应 方法 是 唯一 的 . 

同 定 理 3 有 关 的 是 布 拉 利 - 福 尔 蒂 (C. Burali-Forti) 悖 论 . 

布 拉 利 - 福 尔 带 的 丑 论 : 设 一 切 序 数 的 全 体 记 为 W. 依 定理 2 之 推论 , W 是 一 良 序 集 . 设 其 序 
型 为 Y, 则 Wi 的 序 型 亦 为 y. 但 Wy 万 是 W 的 初始 段 . 因 之 W 与 其 一 初始 段 W, 相似 , 此 事 
与 82 定理 3 的 推论 1 冲突 . 

这 个 悖 论 表 示 : 一 切 序数 的 集合 的 概念 本 身 有 内 在 矛 盾 . 

当 不 加 批判 地 使 用 字眼 “一 切 ” 时 , 类 似 的 内 在 矛盾 在 集 论 中 也 会 出 现 . 例如 我 们 试 造 一 切 集 
的 全 体 所 成 的 集 5. 那么 S 应 该 属于 它 自 身 , 但 这 与 所 采用 的 规定 @ AEA 矛盾 . 

出 现 类 似 矛 盾 的 原因 在 于 不 合理 地 试图 把 那些 只 在 形成 过 程 中 的 对 象 看 作 是 完成 的 对 象 . 

某 些 学 者 提出 建立 集 论 的 方法 , 使 得 可 以 避免 悖 论 的 出 现 . 但 在 本 书 中 所 采用 的 “ 朴 索 ”的 
集 的 概念 下 不 可 能 对 此 加 以 详细 的 讨论 . 作者 认为 ,上述 方法 大 致 上 可 以 描述 为 下 列 的 思想 方法 : 
凡是 集 的 元 素 这 个 概念 是 在 该 集 之 先 形成 的 , 而 该 集 的 建立 表示 : 新 数学 对 象 的 创造 . 现在 我 们 要 
指出 , 照 这 样 的 顺序 就 不 会 发 生 悖 论 . 例如 , 如 果 , 照 上 述 思 海 方式 , 那么 在 建立 一 切 集 4 的 集 5 
时 我 们 可 以 只 考虑 那些 异 于 S 的 集 4, 因为 当时 我 们 还 没有 引入 5, 后 者 根本 不 存在 . 因此 关于 
S 是 否 包 含 自 己 当 作 元 素 这 个 问题 必须 给 予 否定 的 回答 , 因此 就 不 会 有 四 什么 违反 集 论 的 法 则 . 

集 论 的 经 验证 明 , 当 所 有 讨论 的 集 是 某 个 已 给 的 、 完 全 定义 的 , 内 在 不 矛盾 电 的 集 的 子 集 时 ， 
那么 不 会 发 生 任何 芒 浴 的 概念 . 这 也 多 少 表明 了 上 述 观 点 的 正确 性 . 

最 后 要 指出 , 关于 某 些 集 是 否 容许 讨论 的 问题 与 该 集 定 义 的 正确 性 有 关 , 而 与 该 集 之 为 有 限 
或 无 穷 没 有 关系 : 在 不 涉及 任何 无 穷 集 的 情况 下 存在 着 出 现 悖 论 的 例子 . 因此 , 悖 论 的 问题 在 很 大 
程度 上 是 逻辑 问题 , 而 在 数学 上 并 不 怎么 重要 . 


定理 4 设 5 是 一 个 良 序 集 , 其 中 元 素 是 序数 , 则 在 3 中 一 切 序数 之 和 是 一 序数 . 


这 个 定理 由 序 型 之 和 的 定义 及 82 定理 7 即 得 . 自然 , 此 地 所 说 的 5 假定 是 合理 @ 的 集 , 特 
别 是 


SAW. 
定理 5 如 果 5S = {Qa} 是 一 个 序数 的 集 , 那么 存在 一 个 序数 大 于 S 中 的 任何 a. 


证 明 ”首先 我 们 注意 : 对 于 任 一 序数 a, 必 有 大 于 a 的 序数 , 例如 a 十 1 即 是 . 因此 , 当 5 
中 存在 最 大 的 数 时 , 定理 成 立 . 


中 不用 这 个 规定 也 一 点 不 能 补救 , 因为 在 此 情形 下 试 将 一 切 不 自身 含 在 其 中 的 集 之 全 体 记 作 RR 
时 悖 论 仍旧 出 现 . 事实 上 , 由 假定 RE R 及 RER 中 之 任 一 个 都 立即 得 出 反面 的 结果 . 

外 关于 规定 4E4, 我 们 也 认为 是 从 这 种 思想 产生 出 来 的 . 

轧 可 惜 , 没有 标准 能 够 用 来 判断 所 有 集 是 否 系 矛盾 的 概念 . 全 部 数学 科学 的 实践 使 我 们 有 理由 
相信 : “简单 的 ” 集 , 如 自然 数 集 , 实数 集 等 , 是 足够 “可 靠 的 ”观念 . 

多 就 是 用 它 来 讨论 不 会 引出 什么 矛盾 . 


§4. 超 限 归纳 法 .377 . 


假如 S 没有 最 大 的 数 , 由 于 以 自然 次 序 为 8 的 次 序 时 , 5 是 一 良 序 集 , 所 以 (由 定理 4) 


a 一 > a 
aceS 
是 一 个 序数 . 下 面 要 证 明 o 是 大 于 S 中 任何 a 的 . 对 于 每 一 个 a € S, 令 有 序 集 A。, A。 = a 
与 之 对 应 . 设 
B= A ‘(B=0) 


a€ES 
那么 每 一 个 A。 是 B 的 某 初始 段 B。 的 子 集 (B。 是 由 B 中 元 素 b 所 截 之 初始 段 ), 而 b 是 集 
Aa* 的 首 元 素 , 其 中 oa € Sa > a. 由 82 定理 3 之 推论 1 与 推论 3, B 与 Ao 或 A。 的 初始 
段 都 不 会 相似 , 所 以 o 既 不 等 于 a 也 不 小 于 a, 而 是 


o>a (acE9). 


定理 6 数 aw 十 1 是 跟随 在 数 ax 后 的 第 一 个 数 . 
证 明 ” 设 跟 随 于 a 后 的 第 一 个 数 是 98, 则 
Ws = Wea + {aQ}, 
由 序 型 的 加 法 定义 ， 
B= Wa = Wa+{5}=at+l. 


由 是 , 每 一 个 数 有 一 个 跟随 于 其 后 的 第 一 个 数 . 但 是 , 有 些 序数 , 未 必 存 在 适 在 其 先 的 序数 
(即位 于 其 先 的 序数 的 最 后 一 个 ). 例如 w 就 是 这 种 数 . 现在 我 们 给 予 下 面 的 定义 . 


定义 3 ”序数 而 有 适 在 其 先 的 序数 的 称 为 第 一 种 序数 , 无 适 在 其 先 的 序数 的 称 为 第 二 种 
序数 . 


有 限 序数 ( 除 掉 0) 都 是 第 一 种 序数 . 设 a 是 一 序数 , 序数 取 形 式 a + 1 的 都 是 第 一 种 序数 ， 
如 w 十 1 即 为 一 例 . 可 是 w 是 第 二 种 序数 . 


84. 超 限 归 纳 法 外 


众所周知 , 完全 归纳 法 在 数学 上 起 着 多 么 重要 的 作用 . 其 原理 如 下 : 


定理 1 设 T(n) 是 与 自然 数 有 关 的 一 个 命题 . 假如 
(1) T(no) 是 真 的 ， 
(2) TUm) 是 真 的 话 T(n 十 1) 也 是 真 的 ， 

那么 T(n) 对 于 所 有 的 ni 之 no 是 真 的 . 


证 明 ”如果 有 自然 数 n > no 使 T(n) 不 真 . 那么 这 种 n 中 必 有 最 小 的 数 n*. 由 (1)， 
ml > no, 所 以 n* 一 1 > no. 由 nn” 的 定义 , T(n* 一 1) 是 真 的 , 由 (2) T(n*) 也 是 真 的 . 这 是 矛 
盾 , 定理 证 毕 . 


@ 亦 称 超 穷 归纳 法 . 一 一 第 5 版 校订 者 注 . 
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在 上 面 的 证 明 中 , n” 的 存在 是 基于 自然 数 集 为 良 序 集 的 事实 人 .同样 的 思想 , 可 以 证 明 超 限 
归纳 法 的 定理 . 


定理 2 设 T(a) 是 一 个 与 序数 a 有 关 的 命题 . 假如 

(1) T(ao) 是 真 的 . 

(2) T(a) 对 于 ao < Qa < 6B 是 真 的 话 能 导出 了 T(B) 也 是 真 的 ， 
那么 T(a) 对 于 一 切 序数 a > ao 都 是 真 的 . 


证 明 ”假如 有 a > ao, 使 T(a) 不 真 . 这 种 a 中 必 有 最 小 的 数 a*. 由 (1), ae” > ao. 当 
Qo < a < a 时 ,T(a) 是 真 的 . 由 (2), T(a*) 是 真 的 . 因此 有 了 矛盾, 定理 证 毕 . 


85. 第 二 数 类 


定义 ”所 有 可 数 良 序 集 的 序数 所 成 之 集 称 为 第 二 数 类 包 , 记 为 Ko. 
显然 , Ko 中 的 数 都 是 超 限 数 . 
定理 1] w 是 第 二 数 类 中 最 小 的 数 ,也 是 最 小 的 超 限 数 . 


证 明 ”依照 定义 ,w 是 集 
N= {0,1,2,3,-...} 
的 序 型 . 集 N 的 任何 初始 段 Nn 都 是 有 限 集 . 所 以 小 于 w 的 序数 必 为 有 限 数 . 因此 w 是 最 小 的 
超 限 数 . 由 于 w e Ko, 故 定 理 成 立 . 


定理 2 1) 设 a 是 第 二 类 的 数 , 则 a 十 1 也 是 第 二 类 的 数 . 
2) 如 果 9 是 一 个 以 第 二 类 的 数 为 元 素 的 可 数 集 , 而 7? 是 大 于 S 中 所 有 数 的 最 小 的 数 , 则 + 
亦 属 于 第 二 类 . 


证 明 ”定理 的 第 一 部 分 是 很 明显 的 , 因为 


a++1= Wo {a}, 


而 Wa + {Q} 与 Wo 同时 为 可 数 集 . 


要 证 明定 理 的 第 二 部 分 , 不 妨 假 设 在 5 中 没有 最 大 的 数 , 否则 这 个 情形 归结 于 第 一 部 分 . 在 
这 个 命题 中 先 来 证 明 
W, 一 人 Wo. (1) 


CES 


在 自然 数理 论 的 严格 的 形式 的 叙述 下 , 定理 1 (或 者 与 之 等 价 的 命题 ) 通常 当 作 公理 . 关于 
这 究竟 是 否 必 须 是 公理 的 问题 , 还 没有 一 致 的 意见 [参考 例如 , A. A. 马尔 可 夫 (A. A. MaprkoB)， 
Teopns anropugmon, Tpyntt MaTem. uH-Ta AH CCCP, 42, 1954, 18 页 ]. 

四 第 一 数 类 指 集 N = {f0,1,2,3,….)}. 

Ko 的 “合理 性 ”可 说 明 如 下 . 依照 自然 次 序 , 一 切 有 理 数 的 全 体 Q 显然 是 一 合理 的 有 序 集 . 
于 是 我 们 又 有 理由 认为 : Q 的 一 切 子 集 的 全 体 所 成 之 集 也 是 合理 的 , 特别 Q 的 所 有 良 序 子 集 的 集 
是 一 个 合理 的 集 , 其 各 元 素 的 序 型 的 全 体 (81 定理 4) 就 是 Ko. 
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事实 上 , 如 果 有 数 属于 (1) 式 的 右 方 , 那么 它 显然 也 属于 左 方 . 反之 , 如 果 
o E W,, 


那么 o 不 能 大 于 S 中 所 有 的 数 . 因此 在 S 中 有 数 ao 大 于 或 等 于 o. 但 ao 不 是 5S 的 最 大 的 数 ， 
因此 在 S 中 有 数 a > ao, 因而 得 到 o e Wi. 今 (1) 式 右 方 所 表示 的 集 是 一 可 数 集 . 因此 W, 是 
一 可 数 集 , y 是 W, 的 序 型 , 故 ye Kio. 


推论 ”类 Ko 不 是 可 数 的 . 


因为 如 果 Ko 是 一 个 可 数 集 , 那么 变 成 跟随 于 Ko 各 数 之 后 的 第 一 个 数 亦 应 属于 Ko, 此 为 不 
可 能 的 事 . 


集 Ko 的 势 记 作 Ni (RN 读 作 阿 列 夫 @). 跟随 于 Ko 之 后 的 第 一 个 数 记 作 12. 
定理 3 在 可 数 集 的 势 a 与 Ni 之 间 不 存在 其 他 的 势 . 
证 明 和 集 Wo 是 可 数 集 N = {0,1,2,…} 及 Ko 的 和 和 集 . 显然 的 ， 


Wi. 


如 果 在 a 与 Ni 之 间 有 势 m: 
Qa<m< NI. 


那么 在 Wn 中 可 以 选 出 一 个 势 为 m 的 子 集 Q@. 因 集 Q 不 与 Wn 相似 电 , 故 Q@ 必定 与 Wo 之 初 
始 段 相似 . 但 是 Wo 之 每 个 初始 段 乃 由 六 中 之 数 或 是 由 Ko 中 之 数 所 截 得 的 , 因此 或 是 有 限 集 
或 是 可 数 集 . 即 @ 或 为 有 限 集 或 为 可 数 集 , 此 与 Q > a 相 冲 突 . 


定理 4 设 a 是 Ko 中 一 个 第 二 种 的 数 , 那么 必 有 如 下 的 单调 增加 的 序数 列 : 
A<P<Pb<:, 
使 所 有 大 于 Bn(n = 1,2,…) 的 一 切 数 中 , a 是 最 小 的 一 个 . 
证 明 ”把 所 有 小 于 a 的 数 的 集合 (显然 是 可 数 的 ) Wo 编号 : 
Re 


{Qax} 中 不 存在 最 大 的 数 (由 于 a 是 第 二 种 的 数 ). 取 ma = 1. 取 ms2 是 适合 an > ani 的 最 
小 的 自然 数 n. 取 ns 是 适合 an > ans 的 最 小 的 n. 依 此 类 推 . 乃 得 一 列 单调 增加 的 数列 


Qn < Qna < Qna < *'*',) 


是 ni <n2<ns<... 


我 们 将 要 证 明 {on } 即 为 我 们 所 要 求 的 数列 . a 必 大 于 {an,} 中 诸 数 是 很 显然 的 . 今 要 证 
不 存在 小 于 a 而 大 于 所 有 {anx} 的 数 . 


外 阿 列 夫 (NR) 是 希 伯 来 文 的 第 一 个 字母 . 
@ 由 于 Q 甚至 于 与 Wo 不 对 等 . 
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假设 7 < a 则 ye Wa. 因此 7 = am. 如 果 mm 与 某 个 nx 一 致 , 则 > 属于 {a }, 那么 当 
然 不 可 能 大 于 所 有 的 {an, }. 如 果 


Nk MM < Nk+1, 
那么 由 于 nk+1 的 取 法 , mk+l 是 满足 an > an 的 最 小 的 n, 从 而 7Y < an, . 定理 证 毕 . 
最 后 , 我 们 对 于 Ko 中 某 些 数 的 记号 说 明 一 下 . 其 中 第 一 个 数 是 w, 顺 次 跟随 于 其 后 的 是 


w 十 1 w 十 2 ……，W 十 你 . 


(2) 
跟随 于 (2) 中 一 切 数 的 第 一 个 数 是 w 十 w, 记 作 w: 2. 其 后 所 跟随 的 数 是 
wu.2 二 1w:2+2 ,WwW'2+n,，-.…-. 


跟随 于 (3) 中 一 切 数 的 第 一 个 数 是 w . 3. 
这 种 手续 继续 进行 , 我 们 可 以 定义 形式 为 


(3) 


wn+i+m 
的 诸 数 . 这 些 数 的 全 体 成 一 可 数 集 . 跟随 于 此 集中 一 切 数 的 第 一 个 数 记 作 w?. 其 后 所 跟随 的 数 是 
ww +1, w+2, ,w+n, .…,， 
跟随 于 其 后 的 是 w? + w, 再 跟随 于 其 后 的 是 
w+twtl, wtwt2, ,w+twtn,.…: 
跟随 于 这 些 数 之 后 的 是 w? + w . 2, 又 其 后 为 
w+w:2+n. 
跟随 于 上 述 一 切 数 的 第 一 个 数 是 w? + w: 3. 利用 此 手续 乃 可 得 具有 形式 


ww 二 wni+m 


的 一 切 数 . 跟随 于 这 些 数 之 后 的 第 一 个 数 是 w? . 2. 由 是 , 可 引入 
wi:2+w:n+m 


诸 数 的 意义 . 跟随 于 这 些 数 之 后 的 是 w”. 3. 利用 这 些 手续 我 们 可 以 得 到 具有 形式 


wn+w-m+!l 


的 种 种 数 . 在 这 些 数 之 后 的 第 一 个 数 是 w*. 又 其 后 有 


www.ntw:mtb, 
在 这 些 数 之 后 的 是 w”. 2. 
继续 这 种 手续 , 可 以 定义 w ,w”,... 等 数 以 及 所 有 “多 项 式 ” 形 式 的 数 : 


wn 二 tw nk 十 (4) 
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具有 形式 (4) 的 一 切 序数 , 必 有 跟随 其 后 的 数 , 此 数 是 


Le 


WwW . 


上 面 所 述 及 的 序数 都 是 属于 Ko 的 (w* 之 属于 Ko, 由 于 (4) 式 所 表示 的 一 切 数 成 一 可 数 集 ). 

在 w” 之 后 的 是 w* 十 1, 将 上 面 所 讲 的 手续 重复 施行 得 序数 w”. 2. 再 继续 下 去 , 乃 得 数 
w” .3，w” .4 等 等 . 在 所 有 w”.m 诸 数 之 后 的 是 w+1!. 再 施行 上 面 的 手续 得 w+1 .2,w*+1.3 
等 等 . 跟随 于 一 切 w*+? .n(n = 1,2,:… ) 之 后 的 是 w*+2. 

利用 这 种 方法 可 得 w”+". 跟随 于 此 种 数 之 后 的 是 w”?. 跟随 于 w”?2 之 后 的 是 ww”2 十 1, ww”2 十 
2,.… , 从 而 可 得 w”” . 2 的 意义 , 以 及 w”? .n(n = 1,2,3,…) 的 意义 . 

在 一 切 w”” .m 之 后 的 是 w”?+1. 从 此 出 发 , 又 可 得 如 下 的 种 种 数 ; 


wt Luw 3 直人 We 罗 时 
跟随 于 此 种 数 之 后 的 是 
wo 
再 前 进 的 话 , 可 得 
ww ww ， ; WW 
跟随 于 上 面 一 切 数 的 是 
ww 
记 此 数 为 <. 跟随 于 s 之 后 的 是 
区 二 


以 下 依 此 类 推 . 所 当 注 意 的 是 : Ko 中 一 切 数 的 记号 我 们 无 法 记 出 . 因为 用 上 面 的 方法 所 能 写 出 的 
记号 是 可 数 的 , 而 Ko 不 是 一 个 可 数 集 . 


86. 阿 列 夫 . 


定义 ” 良 序 集 的 势 称 为 阿 列 夫 . 

将 自然 数 看 作 势 , 都 是 阿 列 夫 . 无 穷 良 序 集 的 阿 列 夫 称 为 超 限 阿 列 夫 . 
定理 1 任何 两 个 阿 列 夫 是 可 以 比较 的 . 

证 明 设 a 和 6b 是 两 个 阿 列 夫 . 取 两 个 良 序 集 4 和 B 适合 于 


= 了 b. 


>| 
ml 


一 @) 


如 果 4 和 B 是 对 等 的 , 则 a = b. 否则 它们 不 是 相似 的 . 那么 一 定 有 一 个 较 另 一 个 为 短 . 如 
果 4 短 于 BB, 则 
a<b. 
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从 这 个 定理 得 下 述 的 结果 : 设 a 与 b 是 两 个 阿 列 夫 , 那么 下 面 三 个 (互相 排斥 的 ) 关系 式 
a=b,a<b,a>b 
中 必 成 立 一 式 . 
定理 2 设 aw 和 有 是 两 个 序数 ,志和 后 是 它们 的 阿 列 夫 , 则 


1) 当 均 < 厅 时 ,aw<B8; 
2) 当 a<B 时 ,a 6. 


证 明 定理 中 第 二 部 分 由 第 一 部 分 可 以 直接 导出 ,所 要 证 的 是 第 一 部 分 ， 我 们 取 良 序 集 


A,B, 其 序数 各 为 Qa, B. 当 有 <B 时 4 与 B 不 是 相似 的 , 甚至 不 是 对 等 的 . 假如 B 短 于 4, 那 
么 = 万 < A= 人 ,此 与 假设 世 < EF 不 相 容 . 故 必 4 短 于 B, 是 即 w < 8. 


定理 的 第 二 部 分 中 的 等 号 不 能 取消 . 例如 w <w+1, 但 w=w+lL. 
定理 3 以 不 同 的 阿 列 夫 为 元 素 的 任何 集 @ 中 必 存 在 一 个 最 小 的 阿 列 夫 . 


事实 上 , 对 于 @ 中 每 一 个 阿 列 夫 , 作 一 个 良 序 集 以 此 阿 列 夫 为 其 势 . 此 种 良 序 集中 必 有 一 个 
是 最 短 的 . 它 所 对 应 的 势 就 是 Q 中 的 最 小 阿 列 夫 . 


推论 。” 凡 以 阿 列 夫 为 元 素 的 集 , 以 其 大 小 次 序 为 次 序 , 成 一 个 良 序 集 . 


自然 , 所 说 的 集 必须 是 “合理 ”的 . 将 所 有 阿 列 夫 的 全 体 看 成 一 集 是 不 容许 的 . 此 事 详 见 下 面 
的 定理 : 


定理 4 1) 没有 最 大 的 阿 列 夫 . 
2) 对 于 无 论 哪个 以 阿 列 夫 为 元 素 的 集 @, 存在 一 个 阿 列 夫 大 于 @ 中 所 有 的 阿 列 夫 . 


证 明 设 a 是 一 个 阿 列 夫 , 那么 必 有 以 a 为 势 的 良 序 集 4. 给 4 中 元 素 以 种 种 次 序 , 使 成 
种 种 的 良 序 集 , 这 些 良 序 集 的 序数 全 体 组 成 一 个 序数 集 


假设 序数 8 大 于 T 中 所 有 的 序数 , 记 5 = b. 则 5 是 一 个 阿 列 夫 , 且 可 证 

b>a. : (1) 
事实 上 , 如 果 a = A, 则 a e T,a < B. 因此 a < b. 现在 要 证 明 等 式 

b=a (2) 


不 会 成 立 . 如 果 a = b, 那么 存在 对 应 法 y 使 4 与 Ws 成 一 一 对 应 . 将 A 中 元 素 给 以 如 下 的 次 
序 : 对 于 任何 两 个 元 素 , 由 yp 所 对 应 之 数 , 令 其 较 小 者 居 先 . 如 此 所 得 之 集 记 作 ho, 则 ho 与 Wi 
相似 . 因此 ho 的 序 型 亦 为 8, 8 € T. 此 与 8 的 定义 矛盾 . 所 以 a 关 5, 因 之 (1) 式 成 立 . 

要 证 明定 理 的 第 二 部 分 , 我 们 不 妨 假设 Q 中 的 阿 列 夫 是 两 两 不 相同 并 且 Q 中 无 最 大 的 阿 列 
夫 . 对 于 Q 中 每 一 个 阿 列 夫 作 一 个 以 此 为 势 的 良 序 集 4 与 之 对 应 . 作 这 种 集 的 和 集 5, 而 以 Q 的 
次 序 来 定义 被 加 集 的 次 序 . 因 Q 是 良 序 集 , 所 以 5 乃 为 良 序 集 的 良 序 和 集 , 因此 5S 也 是 一 个 良 
序 集 , 其 势 亦 为 阿 列 夫 . 显然 的 , 这 个 阿 列 夫 大 于 @ 中 所 有 的 阿 列 夫 . 事实 上 , @ 中 的 阿 列 夫 乃 是 
S 的 子 集 的 势 , 所 以 不 能 大 于 5. 如果 说 @ 中 有 阿 列 夫 等 于 瑟 , 这 个 阿 列 夫 乃 是 Q 中 最 大 的 阿 列 
夫 , 此 亦 为 不 可 能 . 因此 定理 的 第 二 部 分 成 立 . 
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附注 ”对 于 每 一 个 阿 列 夫 , 必 有 紧 随 其 后 的 阿 列 夫 . 事实 上 , 设 a 是 一 个 阿 列 夫 , 那么 必 有 
大 于 a 的 阿 列 夫 b. 如 果 b 紧 随 着 a, 则 无 待 证 明 . 否则 满足 a < m < b 的 所 有 宇 阿 列 夫 m 中 必 
有 最 小 的 , 此 即 所 要 的 阿 列 夫 . 由 是 , 我 们 对 于 阿 列 夫 的 记号 可 以 建造 一 个 合理 的 系统 . 详细 地 说 ， 
可 数 集 的 势 记 作 No (No 显然 是 一 个 阿 列 夫 ). 紧 随 于 No 后 的 阿 列 夫 记 作 N1 久 , 紧 随 于 Ni 后 的 阿 
列 夫 记 作 N2. 紧 随 于 所 有 Nn(n = 1,2,3,…) 之 后 的 阿 列 夫 记 作 N, 依 此 类 推 . 


定理 5 任何 阿 列 夫 可 以 用 记号 Na 表示 , 其 中 a 是 一 序数 . 


证 明 设 万 是 一 个 阿 列 夫 . T 是 由 所 有 小 于 玉 的 阿 列 夫 的 全 体 所 组 成 的 集 , T 是 一 良 序 
集 . 设 了 之 序 型 是 a. 将 全 玖 合 对 应 于 Wo. 于 是 对 于 T 中 每 一 个 阿 列 夫 , 就 有 一 个 小 于 a 的 
序数 与 之 对 应 . 因此 矿 可 用 No 表示 . 

用 这 种 意义 的 记号 , 容易 证 明 下 面 的 种 种 事实 : 

1) No+1 是 跟随 于 Na 后 的 第 一 个 阿 列 夫 . 

2) 如 果 6 是 跟随 于 数 集 5S = {a} 后 的 第 一 个 序数 , 则 Ne 乃 是 跟随 于 阿 列 夫 集 {Na} (a € 5) 
后 的 第 一 个 阿 列 夫 . 

对 应 于 势 Na 的 一 切 序数 , 其 全 体 成 一 序数 的 集 K。, 称 为 一 个 数 类 . K。 中 的 最 小 的 序数 通 
常 记 作 .特别 情形 如 f20 = w, 2 = 2. 类 Ki 是 第 三 数 类 . 


87. 策 梅 洛 公理 和 定理 


在 许多 数学 论证 里 , 往往 用 到 下 面 的 假定 . 


策 梅 洛 公理 设 5S = {JM} 是 由 两 两 不 相交 的 不 空 的 集 所 组 成 之 集 , 那么 存在 集 L 具有 下 
列 两 性 质 : 


DLcC 》， Mi 
MES 
2) 集 工 与 S 中 每 一 集 M 有 一 个 且 只 有 一 个 公共 元 素 . 


可 以 这 样 说 ,地 是 由 5S 中 所 有 的 集 M 取 “ 人 代表” 元 素 所 组 成 的 . 

对 于 策 梅 洛 公理 是 否 相 容 的 问题 在 数学 界 内 有 过 很 大 的 争论 , 迄今 还 没有 一 致 的 定论 . 本 书 
作者 是 站 在 无 条 件 承 认 此 公理 的 一 方面 的 . 甚至 在 前 面 的 几 章 中 已 经 很 多 次 用 到 此 公理 . 例如 在 
第 三 章 , 作 不 可 测 的 点 集 时 显然 是 用 到 的 . 早 在 以 前 , 在 说 明 每 一 个 无 限 集中 含有 可 数 的 子 集 以 及 
在 说 明 可 数 个 可 测 集 的 (有 界 ) 和 集 仍 为 可 测 集 诸 事 中 都 曾 用 到 策 梅 洛 公理 ”. 

例如 , 在 第 三 章 $3 的 定理 5 的 证 明 中 , 我 们 说 到 : 对 于 每 个 集 天， 有 整 系 的 覆盖 它 的 开 集 
Gk. 为 了 要 构成 定理 中 用 到 的 和 集 ZGk, 必须 对 于 每 一 个 k, 能 够 选取 一 个 开 集 Gk, 并 且 这 种 取 


@ 这 里 “所 有 ”的 使 用 所 以 容许 是 根据 下 列 理由 : 如 果 b 存在 , 那么 存在 势 为 b 的 (合理 ) 集 B. 
B 的 子 集 也 是 合理 的 , 因此 特别 满足 a < mm <。 的 势 是 m 的 B 的 子 集 是 合理 的 . 

四 以 前 我 们 说 Ni 是 第 二 数 类 Ko 的 势 . 其 实 由 85 的 定理 3 可 见 这 两 个 定义 是 一 致 的 . 

@@ 关 于 策 梅 洛 公理 可 参阅 : 

W. 谢 尔 品 斯 基 (W. Sierpiiiski), Akcuoma llep™meno. YEKypH. 《Maremar. c6opHnKk), T. 31. 
B. 1, 1921; B. MomommN 旋 ， 呈 中 中 ekTHBH3M B MATEMATHKE. (COIBKFH3， 1938; A. Jle6er, WirTe- 


rpXPoBaHe MW OTEICKaHEHB IPUMUTHBHbX PyHKUME (Tpu6apnesue III §2), TTTH, 1934. 
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法 对 于 所 有 的 大 都 可 以 办 到 . 这 种 选取 法 之 所 以 可 能 就 是 用 了 策 梅 洛 公 理 . 在 上 面 提 到 的 第 一 个 
例子 中 也 同样 的 用 到 这 个 公理 . 

至 于 策 梅 洛 公理 中 的 区 如 何 实 地 外 构造 出 来 , 可 以 不 必 考 虑 它 . 问题 只 是 : 假设 L 的 存在 ， 
是 否 会 产生 矛盾 . 

与 策 梅 洛 公 理 有 密切 关系 的 是 下 述 的 定理 . 


定理 1 (一 般 选 择 原理 ) 设 人 = {N} 是 不 空 的 集 所 组 成 之 集 族 . 那么 存在 集 澡 数 有 (NN) 
定义 于 T, 对 于 人 了 中 的 每 一 个 N, 对 应 着 确定 的 该 集中 的 元 素 : F(N) e N. 
首先 就 了 中 的 N 是 两 两 不 相交 的 情形 来 讨论 . 此 时 本 定理 相当 于 策 梅 洛 公理 . 事实 上 , 利用 
策 梅 洛 公理 , 我 们 立即 可 以 得 到 所 要 的 函数 f(N) : 
f(N)= NL. 
反 过 来 , 利用 定理 1, 置 
L= {f(N)} 
则 即 得 集 工 . 
现在 我 们 来 证 明定 理 . 用 n 表示 TT 中 集 N 的 元 素 , 考虑 一 切 如 下 形式 的 对 : 
(n, N)， 其 中 me N, 而 Ne 
我 们 规定 : 当 
7 i mi N’ N” 
时 并 且 只 在 此 时 , 两 个 对 (n', N') 与 (n”,N”) 是 相等 的 . 设 n € No, 对 于 所 有 的 对 (n, No), 记 
其 全 体 为 M(No). 那么 对 于 每 一 个 Ne T, 有 一 个 M(N). 设 
S={M(N)} (N eT7). 


在 所 讲 的 意义 下 , 不 同 的 两 个 M(N) 是 不 相交 的 . 事实 上 , 如 果 M(N') 与 M(N") 不 相同 ， 
那么 NM 与 N” 是 不 同 的 两 个 集 , 因此 没有 一 个 (n, N') 可 以 与 (n, N") 相同 , 是 即 


M(N')NM(N’”)= %. 


利用 策 梅 洛 公理 , 我 们 可 以 确定 工 的 存在 , 开 是 由 (n, N) (其 中 me N) 所 组 成 , 并 且 与 每 一 
个 M(N) e S 只 有 一 个 公共 元 素 . 因此 , 对 于 No € 了 集 


M(No) NL 


是 由 单独 一 个 元 素 (no, No) 所 组 成 , 其 中 no € No. 
置 
f (No) 三 No, 


则 得 所 要 的 函数 f(N). 定理 证 毕 . 


@ 所 说 的 争论 即 与 此 有 关 : 如 果 集 工 还 没有 构造 , 那么 关于 一 物 无 从 决定 它 是 否 为 工 的 元 素 . 
因此 某 些 学 者 不 同意 承认 工 为 数学 对 象 . 
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推论 ” 设 M 是 一 不 空 的 集 , 人 = {JM'} 是 由 M 的 一 切 非 空子 集 所 组 成 的 集 . 那么 必 有 函 
数 f(JM') 使 对 于 每 一 个 M' ET 对 应 着 MH' 中 的 一 个 元 素 FM 小， 


设 m = f(M'), 称 这 个 元 素 mm 为 M' 的 “标记 ”. 因此 这 个 推论 的 意义 是 : 对 于 每 个 M' C M， 
可 用 M"' 的 一 个 元 素来 作 标记 @. 


定理 2 (E. 策 梅 洛 (E. Zermelo)) “任何 集 都 可 使 之 成 为 良 序 集 . 


证 明 设 M 是 一 个 不 空 的 集 @. 设 全 = {M1'} 是 由 M 的 一 切 不 空 的 子 集 所 组 成 . 而 对 于 
每 一 个 M' 用 它 一 个 元 素 作 标记 . 

AM 的 有 些 子 集 是 可 以 成 为 良 序 集 的 , 例如 M 的 有 限 子 集 即 有 此 种 性 质 . 设 4 是 M 的 不 空 
子 集 而 可 用 某 种 方法 使 它 成 为 良 序 集 的 . 如 果 4 具有 如 下 的 性 质 : 


对 于 每 一 个 ae 4，M 的 子 集 M -~ A。 
(其 中 A。 表示 由 a 截 4 的 初始 段 ) 的 标记 是 a 


那么 我 们 称 A 是 M 的 正规 的 有 序 子 集 . 
车 以 f(2M4') 表示 M 的 标记 , 则 条 件 (H) 可 以 写 为 


(H) : 


f(M - A。) = a (对 于 所 有 的 ae A). 


我 们 先 来 证 明 M 的 正规 有 序 子 集 是 存在 的 . 事实 上 , 设 mi 是 M 的 标记 ,Mi 是 由 一 个 元 
素 m1 所 成 的 子 集 . 那么 Mi 是 一 个 正规 的 有 序 子 集 , 因为 Mi 的 唯一 的 初始 段 是 空 集 , 所 以 成 
ya 
f[IM — (Mi)mi] = mi. 


其 次 , 设 M 一 Mi 的 标记 是 m2z, 那么 有 次 序 的 元 素 对 {mi, m2z} 是 M 的 正规 有 序 子 集 . 

M 的 标记 元 素 m1 在 每 一 个 正规 有 序 子 集 4 中 是 首 元 素 . 事实 上 , 如 果 a 是 4 的 首 元 素 ， 
则 

a= f/f(M— As) = f(M)= mi. 

不 难 证 明 , 集 M 的 子 集 4 成 为 正规 有 序 集 的 方法 只 有 一 个 . 事实 上 , 假使 对 于 4, 有 两 种 规 
定 次 序 的 方法 yp 及 都 能 使 A 成 为 正规 有 序 集 , 我 们 用 已 及 Q@ 表示 它们 . 

对 于 P 及 @ 两 集 , 或 是 两 集 相 似 , 或 是 一 集 相似 于 他 集 之 一 初始 段 . 今 设 PP 与 Q( 或 是 Q 
之 一 初始 段 ) 至 合 对 应 , 则 P 中 mi 与 自身 重合 对 应 . 如 果 P 中 有 一 些 元 素 不 与 自身 又 合 , 那么 
其 中 之 一 为 首 元 素 , 设 有 此 性 质 的 P 中 的 第 一 个 元 素 设 为 p, 而 其 倒 合 对 应 的 元 素 设 为 gp. 那 
么 由 于 在 p 以 前 的 元 素 都 与 自身 合 合 对 应 , 所 以 显然 的 是 


Pp = a. 
因而 得 到 
p= f(M— Pr)= f(M ~ Qa)=9, 
此 与 p 的 定义 矛盾 . 因此 其 所 有 元 素 与 其 自身 全 合 对 应 , 即 P 与 @ 是 恒 等 的 . 


四 定理 1 就 表示 对 于 每 一 个 集 Ne 7T, 可 用 N 中 一 个 元 素 作 为 “标记 ”[ 就 是 f(N)]. 
外 对 于 空 集 , 定理 自然 是 真 的 . 
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因此 , 集 M 中 的 不 空子 集 4 如 果 可 成 为 正规 有 序 集 , 那么 只 有 一 个 方法 . 今后 对 于 M 的 子 
集 , 可 成 为 正规 有 序 集 的 , 就 假定 它 已 经 成 为 正规 有 序 集 , 而 简称 之 为 模范 子 集 . 

两 个 不 同 的 模范 子 集 , 其 中 一 个 必 为 其 他 一 个 的 初始 段 . 事实 上 , 如 果 4 与 B 是 两 个 模范 子 
集 , 则 其 中 一 个 ( 设 为 4) 必 相 似 于 另外 一 个 或 另外 一 个 的 初始 段 . 将 4 与 B (或 与 B 的 初始 
段 ) 释 合 对 应 . 那么 我 们 用 上 面 的 方法 , 可 知 A 的 每 个 元 素 符 合 对 应 于 自身 . 如 4 与 B 相似 , 则 
A 与 B 是 重合 的 . 但 根据 假定 4 关 B, 所 以 不 论 怎样 , 4 必定 是 B 的 初始 段 . 

由 于 这 个 结论 我 们 立即 得 到 : 如 果 M 中 的 两 个 元 素 含 在 几 个 模范 子 集 之 中 , 那么 它们 的 次 
序 是 相同 的 . 

注意 到 这 一 点 以 后 ; 设 工 为 M 中 至 少 属于 一 模范 子 集 的 元 素 的 全 体 . 那么 可 以 使 工 成 为 有 
序 集 . 事实 上 , 设 a 与 上 是 工 中 两 个 元 素 , 则 存在 模范 子 集 4 与 B 使 得 ae 4, be B. 但 是 A 
与 BP 之 中 必 有 一 个 包含 其 他 一 个 . 因此 a 与 b 必 售 在 同一 个 模范 子 集中 . 设 a,b 在 此 子 集中 的 
次 序 是 


a <b, 


那么 在 包含 a 和 的 一 切 子 集中 , 都 有 相同 的 次 序 . 由 是 , 我 们 规定 工 中 任何 两 个 元 素 的 次 序 , 如 
同 这 两 个 元 素 在 包含 它们 的 模范 子 集 中 所 决定 的 次 序 一 样 . 

因此 , 工 成 一 有 序 集 . 我 们 并 且 可 以 证 明 工 是 一 个 良 序 集 . 实际 上 , 设 L* 是 工 的 不 空子 集 . 
在 L* 中 任 取 一 个 元 素 a. 如 果 a 不 是 L* 的 首 元 素 , 那么 设 4 为 包含 a 的 某 个 模范 子 集 . 易 知 
L* 中居 a 之 先 的 元 素 都 属于 4. 但 4 是 一 良 序 集 , 交集 AL* 有 首 元素 . 这 个 首 元 素 即 为 L* 的 
首 元 素 . 

我 们 已 经 证 到 LL 是 M 的 一 个 良 序 子 集 , 现在 要 证 L 是 正规 的 有 序 子 集 . 设 a E 工 , 那么 有 
包含 元 素 a 的 模范 子 集 4. 完全 可 以 明白 的 是 


a 二 Mo, 


从 而 
FM — La)= f(M — As)= a, 

是 即 表 示 工 是 一 正规 有 序 集 . 

最 后 我 们 不 难 证 明 

L=M. 

事实 上 , 假设 不 是 , 而 设 a 是 M 一 工 的 标记 . 作 集 4 = 工 + {a} 并 设想 a 居 一 切 L 的 元 素 之 后 . 
那么 显然 A 是 M 的 模范 子 集 , 则 a 应 该 属于 工 (由 工 的 定义 !). 此 万 矛盾 . 

所 以 二 = M, 而 M 是 良 序 集 . 定理 证 毕 . 


推论 1 一 切 势 都 是 阿 列 夫 . 


2 任何 两 个 势 可 以 比较 其 大 小 ( 即 大 于 , 等 于 , 小 于 三 者 必 居 其 一 ). 由 推论 的 1, 乃 知 连续 
统 的 势 c 是 一 个 阿 列 夫 ， 


C= Ne. 
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其 中 a 是 什么 迄今 尚未 解决 , 即 所 谓 连 续 统 问题 . 第 一 章 中 关于 连续 统 的 假定 实际 就 是 说 a = 1. 
德国 学 者 柯 尼 希 (D. Kanig) 只 证 明 @ 了 ; a 关内 . 又 利用 81 的 定理 4, 不 用 策 梅 洛 公理 可 以 比较 
c 与 N1, 而 知 多 

C 过 Nl. 


也 参考 Wf. WH. 热 加 尔 金 (HU. HH. eramKKH )， 超 限 数 . Mocksa, 1907, 337 页 . 
@ 事 实 上 , 所 述 定理 中 断言 : 由 所 有 有 理 数 全 体 Q 中 可 以 选取 Ni 个 不 同 的 有 序 子 集 , 但 是 @ 的 
一 般 子 集 有 c 个 , 所 以 Na < c. 
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81. 贝尔 类 


在 一 个 固定 的 闭 区 间 [a,b] 上 的 一 切 连续 函数 所 成 之 集 称 为 [a,6] 上 之 零 类 的 函数 集 . 假如 
[a,8] 上 的 函数 F(z) 昌 不 属于 零 类 但 可 表示 为 


f(z) = lim fn(z), (1) 


其 中 所 有 的 函数 f(z) 都 属于 零 类 , 则 称 f(z) 是 [oa, 避 上 第 一 类 的 函数 . 

同样 的 , 函数 f(z) 既 不 属于 零 类 也 不 属于 第 一 类 , 但 可 由 (1) 式 表示 , 且 其 中 一 切 函 数 f(z) 
均 属于 第 一 类 的 话 , 则 称 f(z) 是 第 二 类 的 函数 . 

一 般 地 说 : 若 函 数 不 属于 小 于 m 的 任何 函数 类 , 但 却 可 以 用 属于 第 mm 一 1 类 的 函数 之 极限 
表示 时 , 称 此 函数 为 第 m 类 的 函数 . 

这 样 , 其 类 别 编 号 为 有 限 数 的 函数 类 都 已 定义 完毕 , 顺 次 记 为 


Ho, Hi, .…， Hm, .….. (2) 


但 这 种 函数 的 类 别 还 可 以 继续 拓 广 . 比方 说 : 设 f(z) 不 属于 (2) 中 的 任何 函数 类 , 但 是 却 可 
由 (1) 式 表 示 , 而 (1) 式 中 每 一 f(z) 属于 某 一 五 ~, , 此 时 称 ffz) 属于 函数 类 有 H.. 

晒 数 f(z), 若 不 属于 任何 一 个 Hm, 也 不 属于 五 ,, 却 是 五 。 中 函数 列 之 极限 , 则 称 f(z) 属 
于 函数 类 Hi. 

设 a 是 第 二 数 类 的 序数 . 我 们 假设 对 于 所 有 的 8 < a 已 经 定义 了 函数 类 Ha. 那么 可 以 定义 
Ha 如 下 : 设 函 数 不 属 于 任何 一 个 函数 类 五 8(6 < a), 但 却 可 由 (1) 式 表示 , 式 中 每 一 f(z) 属 
于 某 一 Hg, (Bn < oa), 此 时 称 函 数 f(z) 属于 H。. 

这 种 函数 的 分 类 法 称 为 贝尔 分 类 ,, 凡是 属于 Hs。(a < 2) 的 函数 称 为 贝尔 函数 . ( 译 者 按 : 以 
后 为 译文 方便 起 见 , 称 a 为 Hs。 的 类 数 . 当 f(z) 是 及。 类 的 函数 时 亦 称 f(z) 所 属 的 类 数 是 a.】 


§81. 贝 尔 类 . 389 : 
= 
容易 明白 , 晴 数 类 万 。 的 类 数 只 能 是 第 一 数 类 的 数 或 是 第 二 数 类 的 数 , 特别 是 用 这 种 方法 不 
能 定义 Ha. 事实 上 , 不 论 取 任 何 可 数 函数 列 {f(z)}, 其 中 f(z) 均 为 贝尔 函数 , 则 每 -- f(z) 
必 属 于 某 一 Ha (an < 8). 那么 存在 一 个 数 7 大 于 所 有 的 an(n = 1,2,… ) 而 y 还 是 第 二 数 类 
的 数 . 如 果 {fn(z)} 收敛 于 某 一 个 函数 , 则 f(z) 所 属 的 类 数 不 会 大 于 >. 
其 次 不 难 证 明 , 如 果 a 是 第 一 种 的 数 , 即 a = 6 + 1, 则 凡 属于 Hs 之 函数 f(z) 一 定 可 以 由 
(1) 式 表示 , 式 中 所 有 的 户 (z) 均 属于 Ha. 实际 上 , 如 果 有 无 限 个 的 f(z) 属于 HH, 而 y < 8p， 
则 f(z) 应 该 属于 Ha 或 是 类 数 更 小 的 类 别 中 ; 因此 {f(z)} 中 除了 有 限 个 而 外 , 一 定 都 属于 Hs. 
如 果 f(z) e H。, a 是 第 二 种 的 数 , 即 f(z) 可 用 (1) 表示 , 且 


fn(T)E He, (6 < Da < Da < .……<a)， (3) 


事实 上 , 设 户 (z) e Hai. 在 户 (z), fsa(z),… 中 一 定 有 函数 属于 Hs,, B2 > 四 (否则 的 话 ， 
变 成 f(z) e Hp,+1 了 ) 这 种 手续 可 以 继续 进行 , 得 {f(z)} 一 个 子 列 具 有 (3) 的 性 质 . 


定理 1 任何 贝尔 函数 都 是 可 测 的 中 . 


由 于 连续 函数 是 可 测 的 , 而 可 测 函 数列 之 极限 函数 仍 为 可 测 ; 故 本 定理 成 立 . 
其 逆 不 真 , 可 由 下 面 的 定理 明白 . 


定理 2 ”一 切 贝 尔 函数 所 成 之 集 , 其 势 等 于 c. 
证 明 ”一 切 连续 函数 所 成 之 集 , 其 势 为 c. 在 Ho 中 有 c 个 函数 . 我 们 要 证 明 : 对 于 任意 的 


Qa, 成 立 
Hoa i. (4) 


当 a = 0 时 自然 为 真 . 今 设 (4) 式 对 于 a < 6 都 真 , 其 中 8 是 第 一 数 类 或 是 第 二 数 类 中 的 
某 数 , 将 证 (4) 式 对 于 a = 8 时 亦 真 . 为 此 , 设 


Ts= He. 


€<B 


每 一 个 He 之 势 不 超 过 c, 而 所 考察 的 和 集 仅 是 有 限 个 或 可 数 个 这 种 集 之 和 集 , 所 以 Te < c. 另 
一 方面 , 由 于 Ho C 7g, 得 Te > c, 因此 


地, se (5) 
注意 到 这 个 事实 以 后 , 然后 考察 取 自 Ts 之 函数 列 的 全 体 
M = {(fi (2), f2(7), fs(7z), 二 )¥B 


就 是 说 , M 中 每 一 元 素 是 一 个 函数 列 , 而 列 中 每 一 函数 之 取 法 由 (5) 知 有 c 个 . 因此 由 第 一 章 84 
的 定理 7, 得 到 M 的 势 亦 为 c. 
但 是 对 于 He 中 之 函数 , 可 用 M 中 之 元 素 与 之 对 应 . 这 就 是 说 : 当 
im fn{2) Ee Flv) 


多 此 外 可 以 证 明 , 要 使 定义 在 [a,8] 上 的 函数 f(z) 为 贝尔 函数 的 必要 且 充 分 的 条 件 是 它 为 (B) 
可 测 . 
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时 , 即 以 (hi(z), 户 (z)……)e M 与 f(z) 对 应 . 因此 , Ha 对 等 于 M 的 一 个 子 集 . 所 以 (4) 式 当 
Q 二 B 时 是 成 立 的 . 利用 超 限 归纳 法 , 可 以 证 得 (4) 式 对 于 所 有 的 a < 92 成 立 . 

假设 T 是 一 切 贝 尔 函 数 的 全 体 , 则 

T= 》， Ho. 
Qa<n 

令 每 一 个 被 加 项 之 势 不 大 于 c, 被 加 项 之 个 数 仅 Ri 个 , 所 以 也 不 大 于 c, 因而 得 到 示 < c. 但 因 
下 > Ho =c, 故 万 = c. 于 是 定理 证 毕 . 

设 4 和 B 是 两 个 实数 , 并 且 4 < B. 今 规定 函数 [z]3 如 下 : 


HB, “多 > 五， 
[zl4=4z，4<zs<s 有 ， 
A, IT<< 4. 


引 理 1 车 
Lim Zn 一 
则 
lim [zn]4 = [4. 
证 明 ” 先 设 1 关 4,1 关 B, 例如 A <1<B. 则 对 于 适当 大 的 n, 成 立 4 < zn < B, 于 是 
[zn]A = zn — 1 = [IA. 
当 1< A 及 1> B 时 , [zn]& 的 极限 亦 可 同样 去 算 . 
今 设 ! = B. 对 于 任意 的 s, 取 N 使 当 n > N 时 成 立 
Tn>B—e, rn>A. 


设 n > N， 那 么 不 外 乎 下 列 二 种 情形 : 或 是 zn < B, 此 时 [zn]23 = zn; 或 是 zw。 > B, 此 时 
[zn]# = B. 无 论 哪 种 情形 都 成 立 
B-e< [zn <B, 
从 而 
im [zn]# = B. 
当 1 = 4 时 亦 可 同样 证 明 . 


推论 1 车 f(z) 是 一 连续 函数 , 则 [f(z)]# 也 是 连续 函数 . 

2 若 f(z) 所 属 的 类 数 < a, 则 [f(z)] 所 属 的 类 数 也 去 ae 

3 设 f(z)€ Ho, A f(z) < B, 则 f(z) 可 以 表示 为 函数 列 {f(z)} 的 极限 , 列 中 每 一 个 
fn(Zz) 属于 五 。 (an < a), 且 满足 A < f(z) < B. 


第 一 条 及 第 三 条 是 很 显然 的 . 对 于 第 二 条 , 用 超 限 归 纳 法 即 可 证 得 . 
引 理 2 车 


lim zn = 1, 
Nh—+*+O0O 


则 


lm [znj2n =L. 
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证 明 从 略 . 
推论 。” 凡 属于 Ho 的 函数 f(T) 必 可 表示 为 : 
f(7) = lim fn(z), 
其 中 所 (ZT) 是 He 中 的 有 界 函 数 ,B < a. 
当然 更 不 妨 假设 fn(z) 都 是 有 限 函 数 . 


定理 3 ”对 于 所 属 类 数 < a 的 两 个 有 限 函 数 , 其 和 、 差 、 乘 积 所 属 的 类 数 都 < a, 其 商 ( 当 
分 母 不 为 0 时 ) 也 有 同样 性 质 . 


证 明 设 f(z) 和 9(z) 是 所 属 类 数 < a 的 两 个 有 限 尔 数 . 又 设 
s(7) = f(z) + g(z), 
今 证 s(z) 的 所 属 类 数 不 大 于 a. 事实 上 , 当 a = 0 时 , 当然 s(z) e Ho. 假设 此 事 当 a < 入 时 为 
成 立 , 要 证 明 当 a = 入 时 亦 真 . 为 此 设 {f(z)} 与 {gn(z)} 是 如 下 的 有 限 函 数列 


im fn(z)= f(z), lim gn(7)= g(z)) 


fn(z)€ Hg,, gn(z)€E Hy (Bn < Ny, <N). 
置 
sn(z) = fn(z) + gn(z), 
则 由 假定 , sa(z) e HM,, 和 Xn 不 大 于 Bo 与 加 中 之 最 大 数 , 因此 A < 和 . 从 


,lim, sn(z) = s(z), 


知 s(z) 所 属 的 类 数 必 < 入. 
对 于 差 与 乘积 可 同样 证 得 , 而 对 于 商 , 则 引信 吗 数 


fn(T)gn (7) 
ga(z) + 二 
后 , 也 可 以 明了 . 


引 理 3 设 
Ali 十 42 十 43 十 … 


是 一 收 北 的 正 项 级 数 . 设 f (zj E Ha (a < wa > 0), 且 
| kz)l < 4k (k = 1,2,3.….), 


则 和 函数 》 fi(Z) 所 属 的 类 数 < a 


k=1 
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证 明 ”每 一 个 函数 f(z) 可 以 表示 为 
f(z) = lim ww (z)， 
其 中 p49 (x) 所属 的 类 数 均 小 于 a, 且 
lot)(z)l < 4k (n= 1,2,3,...). 
置 
Bn (2) = pH (LT) + pH TL) + + ph (7). 
则 Bn(z) 所 属 的 类 数 也 小 于 a. 置 鞠 fi(z) = f(z), 若 能 证 明 
f(z) = lim gn(z), 
那么 引 理 就 成 立 了 . 
对 于 e>0, 取 m 使 


5 4 三 E. 
k 二 7n 二 1 
则 
DD, frl(z)|<e, | 3) pH(z)| <e (n>m), 
大 一 Tt 十] 大 二 mn 十 1 
因此 
|7(z) — Bn(z)| < 》 [fr(z) — pA (2)| + 2e. 
k== 1 
固定 zx, 当 一 oo 时 , [f(z) - eg)(z)] 收敛 于 0, 故 当 n> N(z) 时 , 成 立 
[f(z) 一 Bn (7)| < 3e， 
引 理 证 毕 . 


定理 4 设 {f(z)} 一 致 收 化 于 f(z). 车 任 一 函数 f(T) 所 属 的 类 数 < a, 则 f(z) 所 属 
的 类 数 也 < a. 


证 明 当 a = 0 时 定理 自 真 . 今 设 w > 0. 设 
f(z) = im fn(z)， 
因 {f(z)} 一 致 收敛 于 f(z), 我 们 可 以 取 一 个 如 下 的 数列 nl < mz <.… 成 立 


fni(z) -f(z)| < (a<z<0). 


则 级 数 
[fna (2) ~ fn (2)] + [fns (2) — fr (2)] + [fr (2) — fna (2)] + (6) 
不 超过 收敛 的 正 项 级 数 I 
Es 
所 以 , 由 引 理 知 级 数 和 (6) 收敛 于 
f(7) — fni lz), (7) 


由 此 即 知 项 数 (7) 所 属 的 类 数 必 定 < a, 因此 f(z) 所 属 的 类 数 也 < a. 
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一 般 地 说 , 函数 列 的 极限 所 属 的 类 数 大 于 函数 列 中 函数 所 属 的 类 数 . 但 是 一 致 收敛 的 函数 列 
之 极限 , 其 所 属 类 数 并 不 增 大 . 加 加 也 夫 (B. M. Taraes) 找到 使 函数 列 之 极限 所 属 类 数 不 大 于 
函数 所 属 类 数 的 必要 且 充 分 的 条 件 . 


定理 5 设 f(z) (a < zx < b) 所 属 的 类 数 不 大 于 86，w(t) 所 属 的 类 数 不 大 于 a, 若 a < 
p(t) < 6b. 则 flyp(t)] 所 属 的 类 数 < a+ 6. 


证 明 设 B= 0. 则 f(z) 是 在 [ab 上 的 连续 函数 . 若 y(t) 所属 的 类 数 < a, 要 证 明 
flp(t)] 所 属 的 类 数 < a. 


事实 上 , 当 a = 0 时 定理 显然 成 立 . 今 设 对 于 所 有 的 a < ?7 时 定理 成 立 而 设 p(t) € Hy, 则 
P(t) = lim pn(t), 
其 中 gn(t) € Hy (Yn < 7Y), 且 不 妨 假设 
a < pn(t) < b. 
但 因 f(z) 是 一 连续 函数 , 所 以 
flplt)] = lim flpn(t))], 


且 由 于 j [pn 人 )] 所 属 类 数 不 大 于 yn, 因此 flyp(t)] 所 属 类 数 不 大 于 +. 
这 样 , 当 g(t) 所 属 类 数 < a, f(z) e Ha, 8 = 0 时, 则 flwp(t)j 所 属 类 数 一 定 < a+86. 
现在 我 们 假定 这 个 定理 当 6 < 7 时 成 立 , 而 设 f(z) € Ho. 
则 
f(z) = lim fn(7), 
其 中 所 (Zz) e Hy, (Yn < 7). 显然 地 ， 


flp(t)] = ,lim fnly(t)], 


而 [p(t)] 所 属 类 数 不 大 于 a 十 Yn, 则 小 于 a + 7 从 而 得 到 f[w(t)] 所 属 类 数 不 大 于 a 十 + 
再 用 超 限 归纳 法 , 即 得 定理 的 证 明 . 

最 后 我 们 注意 到 下 面 的 事实 : 在 此 地 所 引入 的 定义 和 定理 都 可 转移 到 在 平行 六 面体 中 所 定义 
的 多 元 函数 上 去 . 

例如 定理 5 可 以 写成 如 下 的 形式 : 


定理 5* 设 f(z1,7T2,… ,Zn) 是 在 ak 世 工 k 世 bk (k= 二 1,2,.… ,n) 上 所 定义 的 函数 , 其 所 
属 类 数 < B. 又 设 pi(biy tm) pa 有 个 函 数 依 次 属于 函数 
类 Ha, Has,-… ,Ha, 且 ak 和 pk(t1,:… ,tm) < bi. 则 复合 函数 Flplwp2 ,pn) 所属 的 类 
数 志 Ga 十 B, 其 中 他 为 aa ,an 中 之 最 大 数 . 


D “Sur les suites convergentes de fonctions mesurables B” (Fund. Math., t. 18, 1931, crp. 182-188). 
@ 此 地 用 到 一 个 极 明 显 的 事实 : 当 og <7y 时 , 则 a++o<a+7. 
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§2. 贝尔 类 的 不 空 性 


很 自然 的 会 发 生 下 面 的 问题 , 是 否 对 于 每 一 个 a < 2, Ha 是 不 空 的 呢 ? 根据 勒 贝 格 的 方法 ， 
可 以 给 这 个 问题 以 肯定 的 回答 . 但 首先 必须 讲 到 数列 的 上 极限 与 下 极限 的 概念 . 

设 

T1,T2,T3, °°" (1) 
是 一 数列 . 置 中 
Fn = Sup{zn, Tnt+1,.* }, 
则 
Ti 之 TI 之 T3 之 *…. 


因此 存在 着 一 个 一 定 的 极限 (有 限 或 无 限 ) 
J 
这 个 极限 称 为 数列 (1) 的 上 极限 ， 记 之 以 
同样 的 , 记 zn = inf{fzn,zn+l……}, 称 
lim zn 


为 数列 (1) 的 下 极限 , 记 之 以 


lim Zn. 


从 不 等 式 zn < zn, 得 


lim zn < lim zn. 
定理 1 若 b= limzn, 则 从 数列 {Tn} 可 以 选取 收 仇 于 b 的 子 数 列 . 
证 明 ”如 果 b = -co 则 定理 显然 为 真 , 此 时 , 由 zn 和 Hn, 知 数列 {zn} 自身 趋向 于 一 cc. 


其 次 设 -ee <b < 十 oo. 那么 可 以 找到 ko 使 当 > ko 时 , 数 Ek 均 为 有 限 . 对 于 每 一 个 kk > ko 
可 以 找 一 个 mx 与 之 对 应 , 使 


那么 显然 的 ， 
im Zrmk = 6. 
为 了 要 取得 收敛 于 b 之 {zn;} 并 且 满 足 ni < n2 < na <… 起 见 , 我 们 取 ma = mi, 然后 
取 大 于 ni 的 最 小 的 rnk 为 na, 然后 再 取 大 于 ma 的 最 小 的 mx 为 na, 依 此 类 推 . 如 此 所 得 之 
{zni} 为 {zmx} 之 一 子 数列 , 所 以 也 收敛 于 


@ 也 可 能 元 , = 十 oo 以 及 了 = -oo (zn = -oo 表示 zn = zn+l 二 … = -oo, 这 种 情形 我 们 并 不 
排除 ). 
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剩 下 来 要 证 明 的 是 上 = +oco 的 时 候 , 此 时 对 于 每 一 个 大 是 Fk = 十 oo, 即 一 切 数列 {zk, zk+l， 
…} 都 没有 上 界 . 置 ni = 1, 又 设 w+l 是 在 条 件 


Zniil > Tni 十 1， mi+l > 了; 


下 选 出 来 的 . 于 是 即 得 所 要 求 的 子 数列 . 定理 证 毕 . 
如 果 b” > b, 那么 必 有 小 于 b* 的 Fno. 所 以 当 n> no 时 ， 


Vn CEng <b., 


因此 , 数 b”* 不 能 为 {zn} 中 任 一 子 数列 之 极限 . 这 样 一 来 ,上 极限 可 以 定义 为 一 切 收敛 子 数列 之 
极限 的 最 大 数 . 同 理 可 以 得 到 关于 下 极限 的 结果 . 


定理 2 车 数 列 (1) 有 (有 限 或 无 限 ) 极限 !， 则 
lim zn = lim zn = 1. 
反之 : 若 数 列 (1) 之 上 极限 及 下 极限 相等 , 则 其 值 即 为 此 数列 的 极限 . 


证 明 ”大 数列 (1) 有 极限 il, 则 其 所 有 子 数列 都 以 ! 为 其 极限 , 故 定理 之 上 半 部 分 成 立 . 定 
理 之 下 半 部 分 从 不 等 式 


Zn < Tn < Tn 


立即 可 以 导出 . 
今 对 于 有 限 个 数 ac, …… ,! 的 最 大 数 记 之 为 


max{a,b,... ,lL}. 


引 理 1 车 
Zn a, yn—mb,.… ,zn — 1, 
则 
max{Zn,Yyn,... ,zn} — max{a,b,... ,l}. 
证 明 留 给 读者 . 
推论 1 假如 fi{z), fa(7),- I , fn (7) 都 是 连续 函数 ， 那么 
2(z) = max{fi(z), fo(7),.…: fn(z)} (2) 

也 是 连续 函数 . 


2 假如 函数 户 (z), 万 (z),… ,fn(T) 所 属 类 数 < a， 那 么 最 大 值 函 数 (2) 所 属 的 类 数 也 


<a. 
推论 的 第 一 部 分 是 显然 的 . 推论 的 第 二 部 分 可 用 超 限 归纳 法 证 明 . 
引 理 2 设 {zn} 为 一 数列 . 车 
l= eup{zn}, yn = maxfzi;za…… ,Tn 


则 


(= lim yn. 
所 一 DO 
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证 明 留 给 读者 . 
定理 3 设 
f(7) = lim fn(z), 
假如 每 一 函数 万 (z) 所 属 的 类 数 < a, 则 f(z) 所 属 的 类 数 < a 十 2. 
证 明 设 


er 


eR = max{fn(7), fn+1(7),.… , fntp(7)}, 
则 此 函数 所 属 的 类 数 < a. 但 是 函数 
fn (7) = sup{fn(z), fn+1(2), 加 +2(z) 一 lim Fwp(z) 
所 属 的 类 数 < a + 1, 因此 
f(z) = lim J,(z) 
所 属 的 类 数 < a 十 2. 
下 面 的 定理 是 定理 3 的 推论 , 虽然 与 此 地 的 议论 有 点 离 题 , 不 过 是 很 有 趣 的 . 


定理 (G. 维 塔 利 ) 凡 在 [a,b] 上 定义 的 几乎 处 处 为 有 限 的 可 测 函 数 f(z), 必定 与 一 个 所 
属 类 数 不 大 于 2 的 函数 是 对 等 的 . 


事实 上 , 依照 弗 雷 于 定理 , 存在 着 连续 函数 列 {pn(z)} 在 fo 中 中 几乎 处 处 满足 
lim pn(z) = f(z2). 


置 g(z) = lim nu(z), 就 得 到 我 们 所 要 的 函数 . 
现在 我 们 仍旧 回 到 主题 上 来 . 


引 理 3 若 f(z) 在 [a,6] 上 连续 , 则 对 于 任 一 正 数 e， 存在 着 以 有 理 数 为 系数 的 多 项 式 
P(z), 使 得 对 于 [a,b] 中 一 切 zx, 满足 


|f(z) — P(z)| < a. 


事实 上 , 由 魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 , 存在 如 下 的 多 项 式 Q(z) : |f(z) - Qt(z)| < 5 将 Q(z) 之 系 
数 换 以 足够 近似 的 有 理 数 即 得 所 要 求 的 P(z). 


推论 ”凡是 第 一 类 的 函数 ffz) 必 可 表示 为 
f(z) = lim P(z)， 
其 中 P(z) 是 以 有 理 数 为 系数 的 多 项 式 . 


引 理 4 如 果 闭 区 间 [a, 上 的 有 限 函 数 W(z) 只 有 有 限 个 不 连续 点 , 那么 它 是 贝尔 的 第 一 
类 函数 . 


证 明 设 %(z) 的 不 连续 点 是 


c<co<.…<cn (a<ck<b). 
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对 于 每 一 个 ck 作 区 间 (« -二 or :): 取 n 甚大 , 使 这 些 区 间 都 不 相交 且 都 含 在 |a 
中 . 作 函 数 所 (zx) 使 在 点 ck 和 在 区 间 (« -ce 2) 之 外 仍 等 于 wz), 但 在 区 b,c 


及 Be :| 两 个 闭 区 间 上 则 取 线性 函数 . 那么 显然 的 , f(z) 都 是 连续 函数 , 且 当 n _; oo 时 


成 立 
fn(T) 一 YZ). 
如 有 果 a 或 b 亦 为 w(x) 的 不 连续 点 , 那么 证 明 不 会 有 重大 改变 , 读者 可 自 证 之 . 


推论 ”车 函数 g(z) 在 [a,9 中 某 一 点 等 于 1 而 在 [a, 避 中 其 他 的 点 等 于 0, 则 9(z) 是 第 一 
类 的 函数 ， 


引 理 5 把 {0,1] 中 每 一 个 数 z 用 十 进 制 小 数 表示 (对 于 小 于 1 的 数 不 用 9 当 作 循环 节 ) 
I=0.aQ203:*……,， 


那么 ak 二 ak(Z) 都 是 第 一 类 的 函数 . 


事实 上 , 函数 ak(z) 在 每 一 个 区 间 ( 赤 2 中 为 常数 , 在 整个 闭 区 间 [0, 1] 上 只 有 有 
限 个 不 连续 点 . 

叙述 了 这 几 方面 的 材料 以 后 , 现在 我 们 要 来 说 明 每 一 类 万 。(a < 0) 确实 是 不 空 的 . 为 此 ,我 
们 将 贝尔 的 分 类 略 略 加 以 改变 . 令 3 是 一 切 以 有 理 数 为 系数 的 多 项 式 的 全 体 . 令 有 H? 是 包含 有 
以 外 的 一 切 连续 函数 以 及 所 有 属于 万 ， (贝尔 第 一 函数 类 ) 的 函数 , 而 其 余 各 类 仍旧 照 贝尔 分 类 法 . 
这 样 做 法 无 非 是 将 原来 第 零 类 中 一 部 分 连续 函数 放 人 第 一 类 , 其 余 照旧 不 动 . 其 结果 成 立 下 面 的 


定理 4 (H. 勒 贝 格 ) “对 于 一 切 在 第 一 数 类 或 第 二 数 类 中 大 于 零 的 数 a, 存在 二 元 函数 
Fa(z,t) (Og<zg<10gtg]1) 
满足 下 列 二 条 件 : 1) Fa(z,t) 为 贝尔 函数 , 2) 对 于 每 一 个 所 属 类 数 < a 的 贝尔 函数 f(x) (0 < 
TZ < 1) 有 如 适合 
f(z) = FoalZz, to) (0 < to < 1). 
这 样 的 函数 Fo(z,t) 称 为 所 属 类 数 < a 的 贝尔 函数 集 的 通用 函数 呈 . 


证 明 设 0(t) 当 t= = 时 等 于 1, 而 对 于 所 有 [0, 1] 中 其 他 的 t 都 等 于 0. 将 所 有 以 有 理 
数 为 系数 的 多 项 式 写 为 
1 (zZ)， P(7), Bl(2), 和 
又 设 时 
F(z,t) = >》 Pn (2)0n(t). 
开 一 1 
多 此 处 与 398 页 , 以 及 本 节 末 尾 所 说 “通用 函数 ”的 原文 为 yazrpepcarpHag 中 yHKIa (相当 于 


英文 universal function,《 数 学 名 词 》 将 其 定名 为 通用 冰 数 ), 可 参看 苏联 4 数学 百科 全 书 》 第 5 卷 
352 页 的 有 关 条 目 . 第 5 版 校订 者 注 . 
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这 是 一 个 贝尔 函数 . 事实 上 , P(x)9n(t) 是 两 个 变量 的 贝尔 函数 (因为 它 的 每 一 个 因子 是 贝 
尔 隐 数 ), 因此 上 述 级 数 之 任何 部 分 和 是 一 个 贝尔 函数 . 又 因 上 述 级 数 之 项 除 一 项 可 能 不 等 于 0 外 
其 余 均 为 0, 因而 级 数 对 于 一 切 的 点 (z,t) (0 < x < 1,0 < t < 1) 是 收敛 的 , 所 以 所 (zx,t) 是 一 
贝尔 函数 . 

从 HS 中 任 取 一 个 函数 flz), 那么 一 定 可 以 表示 为 


f(z) 一 忆 1 {Z， to )， 


事实 上 , 如 果 f(z) 等 于 多 项 式 用 (z), 那么 
hn (= ) = Pi(z) = f(z). 


因此 , 我 们 的 定理 当 a = 1 时 是 真 的 . 现在 我 们 假定 对 于 所 有 B < a 时 已 经 有 了 Fp(z,i， 
我 们 要 来 建造 明 数 F(z,). 

为 此 我 们 要 分 两 种 情形 来 讨论 . 

1) a 是 第 一 种 的 数 . 那么 a = 6B 十 1,Fs(z,t) 是 存在 的 . 我 们 定义 下 面 一 列 关 于 t(0 < t < 1) 
的 函数 : 将 t 用 十 进 制 小 数 表示 ( 当 t+ < 1 时 不 拿 9 当 环 循 节 ) 


t 一 0.ala2Q3s .…. 


而 设 
hi(t) = 0.0143Q5 :+…: 
h2(t) 一 0.a2Q6Q10 .…， 


hs(t) = 0.a4dal2Q20 


因为 hn(t) 是 一 致 收敛 级 数 之 和 |: 


oo 


Qon— avtt 
hn(t) = 》、 2n—1(2k D8) 


大 
=] 10 


其 中 各 项 都 是 第 一 类 的 函数 , 所 以 hn(t) 也 是 第 一 类 的 隧 数 . 
设 
Fa(zit) = im Falzx, hx(t)]. 


那么 显然 的 , Fa(z,t) 是 一 贝尔 函数 . 今 证 此 明 数 就 是 所 属 类 数 < a 的 阴 数 集 的 通用 函数 . 
事实 上 , 假如 f(z) 是 所 属 类 数 < a 之 一 函数 , 则 


f(z) = im fr(2), 
其 中 每 一 个 函数 f(z) 的 所 属 类 数 < B, 因此 可 以 表示 为 
fr(7) = Felz,tk) (0& tr < 1). 
容易 在 [0, 1] 中 找到 这 样 的 #*, 使 对 于 所 有 的 大 成 立 


hk(t ) 一直 (k = 1,2,3,…). 
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于 是 
Fo(zt ) 人 im FE6(Z, tk) im 大 (Z) f(z), 
因此 得 到 Fo(z,t) 满足 定理 中 所 要 求 的 条 件 . 
2) 设 a 是 第 二 种 的 数 . 那么 有 如 下 的 序数 数列 
Bi<p2< Bs < 


而 a 是 跟随 在 {6%} 后 的 最 小 的 数 . 
置 
Falz,t) = lim Fa, lz, hx(t))], 
其 中 函数 h(t) 和 上 面 的 一 样 , 则 F(x,t) 是 一 贝尔 函数 . 
设 f(z) 的 所 属 类 数 < a, 则 f(z) € Hy, YY < a. 对 于 大 > ko, 使 Bk > 7, 则 f(z) 可 以 表示 
为 


f(z) = Fp (ZT,tr) (k > ko). 
在 [0, 1] 中 取 如 此 的 #”, 使 
hx(t") 一 tk {k 2 ko) 


(这 个 显然 的 是 容易 做 到 的 . 并 且 hi(t"), hz(t*)),… ,hxo(t*) 可 以 任意 地 取 ). 我 们 就 得 到 
Falz,t") = lim Fes, (z, tk) = lim f(7) = f(z), 
因此 , Fa(z,t) 是 所 要 求 的 函数 . 定理 证 毕 . 
定理 5 任何 一 类 Ho 不 是 空 的 . 


证 明 ”假设 某 一 类 HH。 是 空 的 , 那么 所 有 后 面 的 函数 类 更 加 是 空 的 了 , 于 是 一 切 贝 尔 函 数 的 
类 数 都 小 于 a. 


我 们 作 前 定理 中 所 述 的 函数 F(z,t). 置 
8(z,t) = [Fa(z, t)]o, 
则 对 于 函数 值 介 乎 0 与 1 之 间 的 贝尔 函数 f(z), 必 有 如 下 的 to, 使 
f(x) = $(z, to). 
注意 到 此 事实 后 , 置 
: p26) = lim Ts 
那么 它 只 取 0 和 1 两 个 数值 . 它 是 贝尔 函数 , 且 凡 仅 取 值 0 与 1 的 贝尔 函数 f(z) 必 可 表示 为 
plz, to). 


特别 , 函数 1 一 w%(z,z) 可 以 表示 为 此 种 形式 . 于 是 立即 得 到 不 合理 的 事情 : 因为 


Br Pp{T, I£) pf(Z， to) 
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当 z= to 时 , 乃 有 
Plto, to) = 3 
此 矛盾 乃 由 于 假定 五 。 为 空 集 而 导出 的 . 定理 因此 证 毕 . 
我 们 再 回顾 定理 4, 并 且 特 别提 到 康 托 罗维奇 的 有 趣 的 结果 : 对 于 所 属 类 数 < a 的 一 切 函 
数 存在 通用 函数 F(z,t), 且 F(z,t) 本 身 是 及 。 中 的 贝尔 函数 , 但 是 对 于 类 数 < a 的 一 切 函 数 ， 
那么 通用 函数 就 不 再 存在 . 


83. 第 一 类 的 函数 
在 本 节 中 我 们 专门 讨论 第 一 类 的 函数 的 某 些 性 质 . 


引 理 1 1) 闭 集 是 Gs 型 的 集 . 2) 开 集 是 Fo 型 的 集 . 3) 两 个 闭 集 之 差 是 Fo 型 的 集 . 


证 明 设 下 是 一 闭 集 . 记 点 z 与 下 之 距离 为 p(z, 三 ). 
设 
G, = 有 Rn (ee < :) 
那么 (第 二 章 84 之 引 理 1) Gn 是 一 开 集 . 但 易 知 


er 
故 FF 是 一 Gs 型 的 集 . 
现在 来 证 明 2). 设 G 是 一 开 集 , 其 余 集 CG 乃 为 闭 集 , 由 刚才 所 证 , 可 见 有 开 集 G1, G2,-… 


因此 ， _ 
G= 》[Gn， 


们 一 1 


其 中 LG 是 G。 的 余 集 , 所 以 G 是 Fs 型 的 集 . 
最 后 , 设 下 和 Fz 是 两 个 闭 集 . 则 所 一 Fo 可 以 有 如 下 表示 : 


Fi—F= FNLF,. 
所 以 所 一 忆 是 一 个 闭 集 与 一 个 FF 型 的 集 的 交集 , 所 以 也 是 一 个 Fe 型 的 集 . 
引 理 2 。 如 果 集 M 可 以 表示 为 
M = Ai+ Az+-:…+ An, 
其 中 一 切 Ak 是 Fo 型 的 集 , 那么 M 一 定 可 以 表示 为 另外 一 种 形式 : 
M = B+B2+:.…+ Bn, 


巴林. B. 康 托 罗 维 奇 , 06 yaBepcampHHIX 中 yHKIHFX YKypi. JleguHrp. 时 MO, Tt. Il, s. 2, 
1929, 13-21 页 . 
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其 中 一 切 Bk 也 是 瑟 型 的 集 , Bk C Ak (k= 二 1,2,.… ,n), 并 且 Bi 之 间 两 两 不 相交 . 
证 明 ”显然 M 可 以 表示 为 下 列 形式 : 


vy 
k==1 


其 中 及 都 是 闭 集 , 并 且 每 一 个 Fi 必 含 在 某 一 A; 之 中 . 今 设 
Si1= Fi, Sk = Fm (Ft + Fx-i), 
则 Si 都 是 FF 型 的 集 , 它们 之 间 两 两 不 相交 , 且 


M = Se 
k=1 


将 T= {Sk} 分 成 如 下 的 n 个 部 分 T,T2,…Tn: 凡 集 Si 之 含 于 A1 的 全 体 是 TT, Si 之 属 
于 一 Ti 且 含 在 Az 中 的 全 体 是 Tz, 依 此 类 推 . 置 


B; = Sk, 


SKETS 


即 得 所 要 的 分 解 M = Bi + Bz 十 … 十 Bn. 
引 理 3 设 f(z) 定义 于 互 = [a,b| 且 只 取 有 限 个 有 限 函 数值 
Cl < Cn 
如 果 每 一 个 集 电 (f = ck) 是 一 Fo 型 的 集 , 则 f(zZ) 是 一 第 一 类 的 函数 . 
证 明 设 
i 


gs] 
其 中 FL*) 都 是 闭 集 . 置 
GL) Fo) Pm = Gk), 
om(zZ) 一 ck (ZE Si)， 大 一 1,2,……… ,m). 


函数 om(z) 定义 于 闭 集 Bm, 且 依 照 第 四 章 84 的 引 理 1, 是 一 连续 函数 . 又 由 第 四 章 84 的 
引 理 2, 在 [a,8] 上 可 以 定义 一 个 连续 函数 wm (7), 在 集 Bm 上 wm(7) 与 wm(z) 一 致 . 于 是 , 不 
难 证 明 对 于 [a,b 中 每 一 点 成 立 

,lim yym(z) = f(z), 
从 而 即 得 引 理 3 的 证 明 . 

定理 "1 (H. 勒 贝 格 ) ” 设 f(z) 是 在 己 = [a,b| 上 定义 的 函数 , 则 f(z) 的 所 属 类 数 不 大 于 

1 的 必要 且 充 分 的 条 件 是 : 对 于 任何 一 数 4. 集 


E(f > A), E(f < A) 
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证 明 ”车 f(z) 的 所 属 类 数 不 大 于 1, 则 f(z) 是 连续 函数 序列 的 极限 ， 
f(z) = lim fn(z). 


(k) -_ _1l (k) (k) 
F\ =E (fn<4 )， = |] en. 


由 第 四 章 §1 定理 8 的 证 明 , 假如 f(z) 是 一 连续 函数 , 则 E(f < 4) 是 一 闭 集 . 那么 F* 
都 是 闭 集 , 因此 S4%) 也 是 闭 集 . 由 是 


E(f < A) 3 ; Se 


k=1 rm 一 】 


是 一 Fo 型 的 集 . 同 理 , E(f > 4) 也 是 Fs 型 的 集 . 
现在 我 们 来 证 明 条 件 的 充分 性 . 先 设 f(z) 是 一 有 界 函 数 


ti<f(r)<L. 
将 [2, 荆 | 分 为 n 等 分 


L-! 
Co=li<c<c<..…<cn=L cke+1 一 ck 一 一 . 


Ak = Elck_1<f <crn) (k=1,2,...,n— 1) 
Ao=B(f<a) n= EB(f > 二. 
这 些 集 都 是 Fe 型 的 集 , 且 
互 =4o 十 4 十 … 十 4n. 
由 引 理 2, 存在 另外 一 种 分 解 
E=Bo+Bi+:..+ Bn, 


其 中 本 kx 仍 是 F, 型 的 集 , 但 是 两 两 不 相交 , 且 Bk C Ak. 
作 卫 数 fn(7) 如 下 : 


fn(72)=c. {2 € Be, k=0,1,2,... ,0) 
由 引 理 3, 函数 f(z) 所 属 的 类 数 不 大 于 1. 对 于 任意 的 zo € BE, 必 有 如 下 的 大: 
To E BC 4 


那么 ， 
fn (xo) = Ck,Ck—1 < f (zo) < Ck+1-: 
由 是 ， 本 
|fn (zo) 一 f(zo)| < = 


8$3. 第 一 类 的 函数 . 403 . 


所 以 当 m 一 oo 时 , fn(z) 一 致 收敛 于 f(z), 因此 f(z) 所 属 的 类 数 不 大 于 1. 
现在 我 们 来 讨论 一 般 的 情形 . 首先 考察 有 界 函 数 
g(7) = arctan f {zx). 


IE 


E(g > 4) = E(f > tan 4)， 
如 果 4 > 人 ， 则 集 EE(g > 4) 是 一 空 集 . 最 后 , 如 果 4 < 一 了 则 已 (9 > A) = [a,4]. 因此 对 于 所 


有 的 4, 集 E(g > 4) 是 Fi 型 的 . 对 于 E(g < 4) 亦 然 . 因此 , g(z) 所 属 的 类 数 不 大 于 1. 所 以 
函数 


f(z) = tanfg(z)] 
所 属 的 类 数 不 大 于 19. 
贝尔 发 现 第 一 类 函数 的 其 他 有 趣 的 性 质 . 为 了 要 令 述 他 的 定理 , 我 们 必须 详 述 某 些 新 的 概念 
和 事实 . 
定义 ” 设 4 与 B 是 两 个 点 集 4 C B. 1) 如 果 与 BB 相交 的 任 一 至 少 含 有 B 的 一 个 点 的 
区 间 含 有 属于 B 而 不 属于 A (4 是 4 的 闭 包 ) 的 点 , 则 称 4 在 B 上 是 琢 集 . 2) 如 果 4 可 以 表 
示 为 可 数 个 集 的 和 集 , 和 集中 的 任何 集 在 B 上 都 是 玖 集 , 则 称 4 在 B 上 是 第 一 范畴 集 . 


定理 2 非 空 闭 集 FF 在 其 自身 上 不 是 第 一 范畴 集 . 
证 明 ”假设 不 然 , 玉 可 以 表示 为 
F=A+As+i+As3+-:.., 


其 中 每 一 个 Ak 在 上 都 是 玖 集 . 那么 下 中 含有 点 zl 不 属于 A1 的 闭 包 A1. 因此 必 有 闭 区 间 
[zi 一 51, ZZ1 十 61] (不 妨 假设 5 < 1), 其 中 不 含 4; 的 点 . 

区 间 (zl 一 91,Z1 +6) 中 含有 不 属于 42 的 已 中 的 点 zz. 因此 有 闭 区 间 [za2 — 62, Xx2 十 02] 
(不 妨 假设 62 < 5) 不 含 A2 的 点 , [za 一 ia,za 十 562] C [zl 一 5,zl 十 61]. 

如 此 手续 继续 进行 , 得 下 中 一 列 的 点 


ee 
和 一 系列 的 闭 区 间 
[zl 一 6l,zl 十 0] [x2 — 62,72+ 62)] DD [zn — bn, Tn t+ bn] DO..., 
在 [zn 一 6n,Zn 十 6%] 中 不 含 An 的 点 , 并 且 6 < 二 
设 zo 为 所 有 这 些 闭 区 间 [z。- 564,zn + 6] 的 共同 点 . 那么 
eh 

因此 , zo e FF. 但 是 据 上 所 述 , zo 不 能 含 在 任何 一 个 A,, 中 , 于 是 得 到 矛盾 . 定理 证 毕 . 

@ 因 函数 g(z) 可 表示 为 g(z) = ,lim_gn(z), 其 中 gn(z) 为 连续 函数 且 服从 条 件 - 工 十 二 < 
gn(z) < 2 一 =. 因此 ， 


f(z) = ,im tan[gn(z)]， 


tan[gn(z)] 都 是 连续 函数 . 
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推论 ”如 果 不 空 的 闭 集 玉 是 可 数 个 闭 集 的 和 集 
F=h+F+Fy+..., 
则 必 有 如 下 的 区 间 (入 ,14) 和 自然 数 n: 
(NA) 正 天马 ， NDFCF,, 


事实 上 , 在 被 加 集中 至 少 有 一 个 集 在 下 上 不 是 疏 集 , 今 设 此 集 为 瓦 .. 所 以 在 含有 FF 的 点 的 
种 种 区 间 中 , 必 有 区 间 (和 , x) 使 其 所 含 的 FF 中 的 点 亦 含 在 五, 中 (因为 已 , 是 闭 集 , 所 以 与 其 闭 
包 重 合 ). 

设 f(z) 是 在 某 个 点 集 4 上 定义 的 函数 . B 是 4 的 子 集 . 设 函 数 f(z1B), 仅 对 于 B 上 之 点 
有 定义 , 在 B 上 与 原来 的 f(z) 相同 . 那么 我 们 称 f(z|1B) 是 f(z) 在 集 B 上 的 诱导 函数 . 容易 
明白 , 如 果 原 来 的 函数 f(z) 在 4 上 为 连续 , 则 f(z|B) 在 B 上 为 连续 . 


定理 3 (R. 贝尔 )” 设 f(z) 是 在 闭 区 间 [a,b] 上 定义 的 有 限 的 第 一 类 的 函数 . 那么 在 [a, 冲 
的 任 一 非 空 闻 子 集 已 上 必 有 诱导 函数 有 (Z|F) 的 连续 点 . 


证 明 如果 下 至 少 有 一 个 孤立 点 , 那么 这 孤立 点 当然 是 f(z|F) 的 连续 点 . 所 以 不 妨 设 五 
为 一 完满 集 . 

设 嘱 是 ia, 车 中 的 一 个 闭 区 间 , 在 其 内 部 至 少 含有 下 的 一 点 (因此 含有 下 的 无 穷 多 个 点 ). 

我 们 将 要 证 明 , 在 D 的 内 部 @ 含有 如 下 的 闭 区 间 d: 在 d 的 内 部 含有 FF 的 点 且 f(z) 在 
Rnad 上 的 振幅 小 于 任何 一 个 已 给 之 正 数 . 

我 们 首先 要 证 明 , D 的 内 部 含有 闭 区 间 EE 使 EF 为 一 不 空 的 完满 集 . 设 D 的 端点 为 4 及 
B, 则 D = [A4, Bl. 无 穷 集 DF 是 一 闭 集 , 除了 4 与 B 而 外 没有 一 点 是 孤立 点 . 我 们 假设 4 是 
DF 的 孤立 点 , 那么 集 DF 一 {A}, 即 由 DF 剔除 4 点 所 得 之 集 , 乃 为 闭 集 ， 如 果 此 集 的 最 左 
一 点 是 Ai, 我 们 设置 Di = [A1, B], 则 在 Di1F 中 的 可 能 的 孤立 点 只 有 B 点 . 如果 B 点 真 的 
是 孤立 点 , 那么 我 们 由 DiF 中 剔除 此 点 B 而 设 剩 下 来 的 ( 闭 ) 集 的 最 右 一 点 是 Bi. 于 是 闭 区 间 
[41, B1] = 使 EF 成 一 完满 集 . 

根据 假定 , f(x) 可 以 表示 为 

f(z) = lim fn(z), 

其 中 f(z) 都 是 连续 苞 数 . 对 于 任意 的 正 数 <s, 设 


Anm = Ellfn — fn+rml < €) (n= 1,2,...; man 


那么 , An,m 都 是 闭 集 . 其 交集 
B., = II An,m 


m=1 


也 是 闭 集 ; 且 易 见 


中 如 果 go < 和 <p <7 称 闭 区 间 [NM 含 在 闭 区 间 [o,7] 的 内 部 , 或 是 [o, 7] 的 内 部 含有 [和 ,4 
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事实 上 , 如 果 zo e EE, 则 {fn(z0)} 收敛 , 因此 对 于 适当 大 的 n 及 任意 的 m 成 立 
(fn(z0) — 万 +m(zo)| < e， 


因此 zo € Bn, EBC 》 Bn. 至 于 相反 的 包含 式 是 很 显然 的 . 
由 已 证 之 等 式 , 得 
EF = > FB,. 


多 = 1 


由 定理 2 的 推论 , 有 含有 EF 中 的 点 的 区 间 (和 ,4) 及 自然 数 n 使 
(ML)EF C FB,. 
如 果 z e (和 ,1)EF, 那么 对 于 任意 的 m 可 证 
|fn(7) — fn+m(z)| < < 


增 大 m 而 取 极 限 , 乃 得 
|fn(7) — f(z)| < <. 

集 EF 是 一 完满 集 , 区 间 (入 , 1) 至 少 含有 EF 的 一 点 . 因此 , (和 ,1)EF 是 一 无 穷 集 . 设 zo 
属于 (和 ,4)ERP, 但 不 是 B 的 端点 . 取 含 有 zo 为 内 点 的 闭 区 间 d 很 小 , 使 得 : 1) d 含 在 (和 ,py) 中 ， 
2) d 含 在 闭 区 间 BE 的 内 部 (因此 a 含 在 闭 区 间 D 的 内 部 ), 3) (连续 ) 函数 所 (xz) 在 闭 区 间 d 上 
的 振幅 小 于 e. 

设 zl 与 zz 是 Fd 中 两 点 , 则 


(fn(T1) — f(z Se, lfn(z1) — fn(z2)| <e, |fn(z2)— f(z2)| se， 


从 而 得 到 
|f(z1) ~— f(z2)| < 3e. 

此 乃 表 示 函 数 f(z) 在 集 Fd 上 的 振幅 小 于 3. 

总 之 , 对 于 [a, 中 含有 FF 的 点 为 内 点 的 闭 区 间 D, D 必 含有 一 -个 闭 区 间 d, d 也 含有 下 的 
点 为 内 点 , 且 f(z) 在 Fd 上 的 振幅 小 于 预先 指定 的 正 数 . 

因此 , [a, 5b] 中 含有 如 下 的 闭 区 间 di, di 的 内 部 含有 下 的 点 , di 的 长 md < 1, f(z) 在 Fd 
上 的 振幅 小 于 1. 

其 次 , di 的 内 部 含有 如 下 的 闭 区 间 dz, ds 的 内 部 含有 F 的 点 , md2 < 3 f(z) 在 Fd 上 的 
振幅 小 于 3. 

继续 进行 此 手续 , 得 到 一 列 的 闭 区 间 


aiDadz2Dada2D:…， (na < 并 )， 


后 一 个 含 在 前 一 个 的 内 部 , 每 一 个 d 的 内 部 含有 己 的 点 且 f(z) 在 Pdn 的 振幅 小 于 二 . 
设 6 属于 所 有 的 dn, 那么 & 属于 F 容易 看 到 , 诱导 函数 F(z| 严 ) 在 点 上 是 连续 的 . 定理 因 
此 证 毕 
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我 们 可 以 证 明 这 个 定理 是 可 逆 的 . 为 此 我 们 首先 引入 下 面 的 概念 . 
康 托 尔 - 贝 尔 的 定 态 原理 ” 设 对 于 每 一 个 序数 a, 不 论 它 属于 第 一 数 类 或 第 二 数 类 , 有 一 个 闭 
集 Fa 与 之 对 应 , 且 当 <B 时 Fo DD Fs: 
2 Hs We pe ee te 
那么 此 集 事 {Fa} 从 某 集 开始 必定 都 彼此 重合 . 这 就 是 说 , 有 < 人 2, 使 
Fy= Fri= Ft2=*. (*) 


证 明 只 ”将 所 有 以 有 理 点 为 端点 的 区 间 (可 数 个 !) 排列 为 序列 561,62, 63,.… . 这 就 使 得 对 于 
数 轴 上 每 一 个 点 集 EE 可 以 对 应 着 一 个 自然 数 集 S(E), 它 是 由 满足 关系 式 E64 关 G 的 所 有 自然 
数 所 组 成 的 . 


易 知 , 由 4 C B 即 得 S(4) C S(B). 其 次 ， 如 果 集 FR 及 F* 都 是 闭 集 , 且 FF 关 FF"*， 
则 多 @S(F) 关 S(F*). 事实 上 , 设 zo E 下 一 F*. 那么 对 于 所 有 包含 zo 的 足够 短 的 区 间 与 F* 不 相 
交 . 如 果 5 是 一 个 这 样 的 区 间 , 则 i€ S(F) 一 S(F*). 

指出 此 事 之 后 , 我 们 置 5S(F,) = S6. 就 得 到 集 串 


ooDS2D95aD…2DSs2D… (a< 1). 


设 K 是 这 一 串 上 所 有 集 的 交集 . 如 果 K 由 所 有 自然 数 所 组 成 , 那么 该 串 中 所 有 集 也 都 是 这 样 . 
这 就 表示 , 从 Fo 开始 的 所 有 集 Fs 都 相互 重合 (其 中 每 一 个 与 整个 数 轴 重合 ). 我 们 把 这 种 情况 放 
在 旁边 不 谈 , 以 M 表示 不 属于 K 的 自然 数 的 全 体 . 如 果 m E AM, 那么 可 以 找到 这 样 的 数 a < QI 
使 mE5Sa. 以 am 表示 其 中 最 小 数 . 于 是 我 们 就 得 到 了 一 个 有 限 的 或 可 数 的 数 集 {am}. 因为 它 
们 都 小 于 中 , 所 以 可 以 找到 序数 jy, 仍旧 属于 第 一 数 类 或 第 二 数 类 但 大 于 所 有 的 am. 如果 mEK， 
则 mES。,,, 更 加 是 mES,. 从 而 推 得 K = S 因此 


Sy = Stt = Syt2 一 …， ; 
这 是 与 关系 式 (*) 等 价 的 . 


定理 4 (R. 贝尔 ) ” 设 f(z) 是 闭 区 间 轧 = [a, 避 上 所 定义 的 函数 , 如 果 对 于 任何 一 个 不 空 
的 闭 集 已 诱导 函数 f(z|F) 在 下 上 有 连续 点 , 那么 ffz) 或 为 连续 函数 或 为 第 一 类 的 函数 . 


证 明 ”由 勒 贝 格 定理 , 对 于 任意 的 4, 证明 
E(f > A), E(f < A) 
都 是 Fo 型 的 集 就 好 了 . 
设 p, 9 是 两 个 数 , 上 且 p < 9. 置 


P= E(f>7), Q=E(f < a). 


中 这 个 证 明 是 院士 HI. C. 亚 历 山 德 罗 夫 告诉 作者 的 . 
四 没有 下 及 F* 为 闭 的 条 件 所 述 不 真 . 例如 , 设 Q 及 R 依次 表示 所 有 有 理 数 集 及 所 有 实数 集 ， 
则 S(Q) = S(R) = {1,2,3,.….}. 
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那么 显然 的 ， 
已 = 已 +Q. 
设 FF 是 含 在 EE 中 的 不 空 闭 集 . zo 是 诱导 函数 f(z|F) 的 一 个 连续 点 , 那么 下 面 二 式 


f(z0) >p, f(z0)<g 


至 少 成 立 一 个 . 今 设 f(zo) > p. 那么 必 有 包含 zo 的 区 间 6, 对 于 F6 中 所 有 的 点 z, f(z) > p. 
今 设 
F*=F— FF, 
则 F* = FL6, 所 以 F* 是 一 个 闭 集 . 并 且 FF 一 F* = F6 C P. 如 果 f(zo) < gq, 那么 我 们 可 以 找 
到 闭 集 F” C FF 一 F*C Q, 因此 , 不 论 下 是 怎么 样 的 不 空 闭 集 , 必 有 部 分 闭 集 F*, 使 不 空 的 
集 下 一 F* 含 在 P 之 中 或 合 在 @ 之 中 . 
注意 到 此 事 以 后 , 置 Fo = [a,0], 取 闭 集 扩 C 有 使 一 所 关上 且 使 Fo 一 所 含 在 P 中 
或 含 在 @ 中 . 如 果 玉 不 是 空 集 , 那么 又 可 取 其 闭 子 集 忆 使 记 一 F2 关 2 目 使 一 Fz 含 在 
P 中 或 含 在 Q 中 . 将 此 手续 继续 进行 , 或 是 逢 到 F;, 为 空 集 或 是 对 于 一 切 自然 数 n 有 集 F， 使 
一 Fn+ti 关 2 且 使 Fr 一 Fn+i 含 在 已 中 或 含 在 Q 中. 
在 后 面 的 情形 下 我 们 置 _ 
玉 = | 及. 


n= 三 0 


如 果 这 个 集 还 不 是 空 集 , 那么 我 们 还 可 以 构造 Ft1, 及 + . 设 a 是 第 二 类 的 数 且 对 于 所 
有 6B < oa, 已 定义 了 Fa, 并 且 一 切 这 些 Fg 都 不 是 空 集 . 
如 果 a 是 第 一 种 的 数 , 那么 我 们 以 Fs 表示 Fs-_1 的 一 个 如 下 的 闭 子 集 (其 中 a 一 1 为 邻接 
于 a 之 先 的 数 ), Fa_1 一 Fa 关 2 且 Fa-_1 一 Fs 完全 含 在 P 中 或 含 在 Q 中 . 如 果 a 是 第 二 种 
的 数 , 那么 置 
Fa = || Fs. 


B<a 
假使 说 , 对 于 a < 8 的 所 有 集 F。 都 不 是 空 集 , 那么 此 事 与 康 托 尔 -贝尔 的 定 态 原理 是 冲突 
的 , 因为 依照 这 个 原理 , 应 该 有 上 使 
Fy 一 下 pu+1， 
因此 所 , -- +1 是 一 空 集 . 
这 样 , 定义 Fs 的 手续 不 可 能 通过 所 有 的 第 一 类 数 和 第 二 类 数 , 必定 存在 入 < 2, 使 


Frg (a<N), FF=8. 
在 此 情形 下 , 原来 的 闭 区 间 Fv = [a, 49] 可 以 写成 如 下 的 形式 : 
[a,b] = 》 [Fo — Fatil. 


CE 二 入 
事实 上 , 如 果 z € [a,9, 则 必 有 a < 入 使 zEF。 (例如 a = 入 ). 设 8 是 这 种 a 的 第 一 个 数 . 显然 
的 , 8 是 第 一 种 的 数 (因为 如 果 8 是 第 二 种 的 数 , 那么 z 既然 含 在 一 切 Fo(a < 8) 中 , z 也 应 含 
在 Fa 中 ). 因此 , x € Fa-_1 一 Fs; 所 以 


[a,#] C [Fu = Fa+il. 


Qa< 和 A 
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相反 的 包含 式 是 显然 成 立 的 . 每 一 个 集 Fs - +1 必 含 在 P 中 或 含 在 Q 中 . 适合 
Fa—-FariCP (a<A) 
的 a 的 全 体 记 做 工 , 又 设 U=Ws 一 T, 那 么 UT=g 且 
[a,b] = ZF — Fori]+ Fe — Fatl. 
因为 每 个 Fa 一 Fa+l 是 Fo 型 集 , 而 每 个 了 及 U 是 有 限 集 或 可 数 集 , 因此 
A= 2 -Fanl, B= re — Foal 


也 都 是 Fu 型 的 集 , 且 A C P,B CCQ, 又 AB = gg (因为 当 a 关 BB 时 Fa- Fyyi 和 Fe 一 Faii 
不 相交 ). 
这 样 , 对 于 每 两 个 数 p < q, 有 分 解 


[a,b] = A+B, 


ACE(f>7p),BCE(f <9)， 


A 和 B 都 是 Fo 型 的 集 , 且 二 者 不 相交 . 
固定 p, 令 g 取 下 列 数值 : 


qi1>g2>g>:..:,， limgn=p. 
对 于 一 切 n, 成 立 

la,b] = An + Bn» (An Bn, = 2), 
其 中 4。 和 B, 都 是 F 型 的 集 , 且 


An CE(f >p), Bn CC E(f < qn). 


置 oo CO 
R= 4», 5= 1]B,. 
sl] nl 
显然 的 是 RS 二 gg 且 
[a,b =R+S. 
集 R 是 Ff, 型 的 集 . 我 们 可 证 
E(f >7)=R. 
事实 上 , 如 果 f(z0) > p, 那么 对 于 足够 大 的 n，f(z0) > qn 而 zo0EB。. 所 以 zoES, ro€ RR. 
从 而 得 到 
E(f >p)CR. 
其 相反 的 包含 式 是 显然 成 立 的 . 所 以 E(f > p) 是 FF, 型 的 集 . 
同样 可 证 BE(f < g) 是 Ff, 型 的 集 . 定理 证 毕 . 
下 面 用 几 个 例子 来 说 明 勒 贝 格 定理 及 贝尔 定理 . 
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I. 有 界 闭 集 瓦 的 特征 函数 是 第 一 类 的 函数 . 
设 下 ClIa= 互 ,Flz) 在 FF 上 取 值 1, 在 -FF 上 取 值 0. 那么 


E, 4< 0， 五 ， 4 > 1， 
E(f>A)=s4F, 0<A<1, E(f <A)= 4 E-F 0<A<], 
2, A>1, 2， A<O. 


由 忆 - 下 = ENCF, 但 CF 是 一 开 集 , 因而 互 -下 是 FF 型 的 集 . 于 是 可 见 这 些 集 E(f > A) 
和 E(f < 4) 都 是 FF, 型 的 集 . 

上 述 的 命题 也 可 以 不 用 上 面 的 理论 来 证 明 . 设 r(z) 是 点 z 与 集 FF 的 距离 , 则 r(x) 是 一 连 
续 函 数 . 由 


1 
Te) ,TF nr 


也 得 到 所 要 的 结果 . 

II. 仅 有 可 数 个 不 连续 点 的 函数 是 第 一 类 的 函数 . 

事实 上 , 设 已 是 一 闭 集 . 下 的 孤立 点 都 是 诱导 函数 f(z|F) 的 连续 点 . 假如 FF 没有 孤立 点 ， 
那么 下 是 一 完满 集 , 不 是 可 数 的 . 因此 FF 含有 原来 函数 的 连续 点 , 这 些 连续 点 自然 更 是 诱导 函数 
的 连续 点 . 

特别 是 : 

III. 单调 函数 和 有 界 变 差 的 函数 都 是 所 属 类 数 不 大 于 1 的 函数 ， 

下 面 的 例子 是 极 可 注目 的 . 

IV. 设 忆 是 康 托 尔 的 完满 集 . 在 闭 区 间 [0, 1] 中 定义 两 个 函数 f(z) 和 g(z) 如 下 : f(z) 在 
如 上 等 于 1 而 在 Go = [0,1] 一 Po 上 等 于 0; 而 g(z) 的 定义 是 : 当 z 属于 丁 但 zx 不 是 瑟 的 
余 区 间 的 端点 时 , g(z) 等 于 1, 在 [0,1] 中 其 他 的 点 , g(z) 等 于 0. 

容易 明白 , Go 中 的 点 都 是 这 两 个 函数 的 连续 点 , 而 Po 中 的 点 都 是 它们 的 不 连续 点 . 因此 , 这 
两 个 函数 有 完全 相同 的 不 连续 点 . 同时 f(z) 是 第 一 类 的 函数 (f(z) 是 闭 集 忆 的 特征 函数 )， 而 
9g(z) 却 不 是 第 一 类 的 函数 , 因为 诱导 函数 g(xz|Po) 在 PP 中 每 一 点 都 不 是 连续 的 . 

V. 犹 利 克 雷 函数 是 第 二 类 的 函数 . 

所 谓 狄 利克 雷 函 数 w(z) 是 : 在 [0, 1] 中 之 有 理 点 , p(z) 等 于 1, 在 [0, 1] 中 无 理 点 , yp(z) 等 
于 0. 所 以 [0, 1] 中 一 切 点 都 是 p(xz) 的 不 连续 点 , 所 以 p(z) 不 会 是 第 一 类 的 函数 . 但 是 如 果 我 
们 将 [0,1 中 所 有 有 理 数 写 成 


71，72，73， °° 


1， ZzZ=ryp,k = 1,2,. on 
pn 人 (Z) = 


0， ZArkk=1,2,.."n, 
则 函数 wn(z) 仅 含 有 限 个 不 连续 点 ,是 第 一 类 的 函数 .因为 狄 利克 雷 表 数 w(z) 是 wn(z) 当 
n 一 co 时 的 极限 函数 , 所 以 属于 第 二 类 .@ 


@ 不 难 证 实 , w(z) 可 以 表示 为 
p(z) = lim_ {_lim_ [costmirz)j2" } 


由 是 也 可 明日 p(z) 是 第 二 类 的 函数 . 


而 设 0<z<1, 
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狄 利克 雷 晴 数 w(z) 乃 为 [0,1 中 有 理 数 集 的 特征 函数 . 有 理 数 集 是 可 数 的 , 所 以 具有 型 式 


84. 半 连 续 沙 数 


我 们 现在 要 叙述 一 种 特殊 形式 的 第 一 类 的 函数 一 一 半 连 续 函 数 . 为 此 我 们 首先 引入 函数 的 上 
极限 及 下 极限 的 概念 . 这 个 概念 对 于 数列 而 言 已 在 82 中 说 过 . 为 简单 起 见 , 我 们 仅 就 一 元 函数 加 
以 讨论 

设 f(z) 是 在 集 马上 定义 的 函数 . zo 是 瑟 之 一 极限 点 . 设 5 > 0, 置 

Mi(zo) = sup{f(7)}, ms(zo) = inf{jf(z)} [x € (zo — $6,zo + 6)E). 
当 5 减 小 时 , Ms (zo) 不 增加 , ms(zo) 不 减少 . 因此 存在 着 (有 限 或 无 穷 的 ) 极限 
M(zo) = lim Mi(zo)， mm(zo) = lim ms(zo), 
分 别称 之 为 f(x) 在 点 zo 的 上 极限 及 下 极限 巴 . 分 别 记 这 两 个 极限 为 
M(zo) = lim f(z), m(zo0) = Ji f(z). 
所 宜 注 意 的 是 : 函数 f(z) 可 能 在 zo 没有 定义 . 不 过 , 如 果 zo E 五 , 则 显然 的 成 立 
mm(Zo) < f(z0) < M(xzo). 
定理 1 设 f(z) 在 点 zo 之 上 极限 是 M(zo). 对 于 zn 6 已, zn 一 zo, 若 数 列 
f(z1), f(r2), f(z23), 
有 极限 , 那么 所 有 此 种 极限 值 之 最 大 数 就 是 M (zx0). 


证 明 如果 M(zo) = -co, 则 容易 置信 : 凡 数 列 {zn} CB 而 收敛 于 zo 的 , 必须 f(zn) 一 
M(zo). 设 -ce < M(zo) < +co. 那么 取 NN 使 当 n > N 时 , M1 (zo) < +oo, 对 于 每 一 个 自然 


数 n > N 在 区 间 (= 二 2 ) 中 可 以 找 出 点 zs。eE 已 使 


M3 (zo) — < f(zn) < M3 (zo). 


因此 得 到 f(zn) 一 M(zo). 另 一 方面 , 如 果 B > M(zo), 那么 必 有 56, 使 Ms(zo) < B. 对 于 所 
有 的 x € (zo 一 6,zo 十 9), f(z) < Ms(z0). 因此 不 可 能 找 出 这 样 的 数列 {zn} C 如, 使 


Zn 一 Z0， f(zn) 一 也. 


最 后 如 果 M(zo) = +o0, 那么 对 于 所 有 自然 数 n, Mi (zo) = +oo, 因此 , 在 区 间 (= -1,z0+i 
中 有 点 zwE 已 使 f(zn) > mw 于 是 f(zn) 一 M(zo), 而 其 他 点 列 所 造成 的 极限 当然 不 会 比 这 个 
大 . 定理 完全 证 毕 . 


对 于 m(zo), 有 相似 的 定理 , 在 此 地 我 们 不 详细 的 叙述 了 . 
@ 读 者 应 当知 道 , 这 就 是 第 五 章 84 中 所 说 的 贝尔 上 孙 数 及 下 哨 数 . 


84. 半 连 续 函 数 -411 . 


定义 1 在 闭 区 间 [o, 引 上 定义 的 函数 /(z) 如 果 在 点 zo 满足 
dim f(z) = f(z0), 

那么 称 f(z) 在 点 zo 是 下 半 连 续 的 . 如 果 满足 
lm f(z) = f(z0), 


那么 称 f(z) 在 点 zo 是 上 半 连 续 的 . 

在 这 个 定义 中 , 没有 假定 f(z) 在 zo 本 身 或 [ab 中 其 他 之 点 为 有 限 . 特别 当 f(z0) = 一 oo 
时 , f(z) 在 zo 一 定 是 下 半 连 续 . 

如 果 zo 是 f(z) 之 一 连续 点 , 那么 f(z) 在 zo 既 为 上 半 连 续 又 为 下 半 连 续 . 反之 , 如 果 f(z) 
在 zo 取 有 限 值 而 且 既 为 上 半 连 续 又 为 下 半 连 续 , 则 必 f(z) 在 zo 为 连续 . 这 个 说 法 无 非 是 第 五 
章 §4 中 定理 1 的 另外 一 种 形式 罢了 . 

今后 我 们 谈 到 的 , 主要 只 就 下 半 连 续 而 言 . 所 得 一 切 结果 不 难 转述 到 上 半 连 续 . 事实 上 , f(z) 
在 zo 为 下 半 连 续 与 一 f(x) 在 zo 为 上 半 连 续 二 语 是 意义 相同 的 . 

半 连 续 的 概念 可 用 别 的 形式 表示 . 


定理 2 设 f(z) 定义 于 [a,0],zo € [a,b]. 地 数 f(z) 在 zo 为 下 半 连 续 的 必要 且 充 分 条 件 
是 : 对 于 [ab 中 任 一 收 你 于 zo 的 点 列 {Zn}, 成 立 


f(z0) < lim f(zn). (1) 


事实 上 , 设 f(z) 在 zo 为 下 半 连 续 , rzn 一 zo，zn E [a, 句 . 那么 从 {zn} 可 以 选取 子 列 {zn,} 
使 f(znx) 收敛 于 lim f(zn). 再 由 定理 1, 乃 得 


jzo) = lim f(z) < lim f(zn,) = lim f(zn). 
了 一 0 大 一 co no0 


反之 , 如 果 (1) 式 对 于 [a,9] 中 收敛 于 zo 的 一 切 数列 {zn} 成 立 , 那么 当 收 敛 于 zo 的 数列 
{zn} 适合 
f(an) — lim Ha 
时 , 就 得 到 f(zo) < lim f(z). 但 是 lim f(x) < f(zo), 所 以 f(z) 在 zo 是 下 半 连 续 . 
定理 3 设 f(z) 是 在 [a,b 上 定义 的 函数 , zo E [ab 且 f(z0) > 一 00. 则 f(z) 在 zo 为 下 
半 连 续 的 必要 且 充 分 的 条 件 是 : 对 于 小 于 f(z0) 的 任意 数 A, 有 5>0, 当 |z 一 zxol < 5 (x € [a,b]) 


时 ， 
f(x) > A. 


证 明 ” 先 设 f(z) 在 xo 为 下 半 连 续 , A < f(zo). 
f(z0) = lim f(z)= m(z0) = lim ms(zo), 


故 有 6 > 0 使 ms(zo) > 4. 因为 当 |z 一 zol < 6,z€ [a,b| 时 , f(z) > ms(zo), 所 以 这 样 的 5 即 
合乎 要 求 . 
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反之 , 设 f(z) 具有 定理 中 说 的 条 件 , 那么 对 于 A < f(zo), 有 6, 当 |z 一 zol <6, zx€ [a, b] 
时 , f(z) > 4. 因此 , ms (xo) > 4, 令 6 一 0, 则 得 


ma(Zo) 二 4. 
再 令 4 一 f (zo), 乃 得 
m(zo) > f(zo0). 


男 一 方面 , m(zo) < f(z0), 所 以 mm(zo) = f(x0), 即 f(z) 在 zo 为 下 半 连 续 . 
假如 f(z) 是 一 有 限 函 数 , 那么 所 证 定理 可 以 写成 下 面 的 形式 : 


定理 4 函数 f(z) 在 zo 为 下 半 连 续 的 必要 且 充 分 的 条 件 是 : 对 于 任意 的 正 数 < 有 5 >0 
当 |z — zol < 6(z € [a,9]) 时 ， 
f(z0) 一 < f(z). 
从 定理 4, 很 清楚 的 看 出 半 连 续 性 与 连续 性 两 概念 间 的 关系 . 


定理 5 设 f(z) 和 g(z) 定义 于 [a,, 在 点 zo 都 为 下 半 连 续 , 又 函数 f(z) 十 g(z) 在 [a, 昌 
上 亦 有 定义 中, 那么 F(z) 二 g(z) 在 zo 亦 为 下 半 连 续 . 


证 明 不妨 假设 f(z0) + g(z0) > 一 00, 因为 否则 就 不 必 证 明了 . 此 时 当然 f(z0) 与 g(zo) 
各 自 都 不 等 于 -~ooe. 设 4 < f(zo0) + g(zo), 那么 有 如 下 的 已 和 C: 


B< f(z0),C < g(70),B+C > 4. 

由 定理 3, 必 有 5 > 0, 使 当 lz - zol < 6, ze [ao 中 时 , f(z) > B，g(z) > C， 对 于 这 些 
Z，jf(z) 二 g(x) > 4, 再 用 定理 3, 知 f(z) + 9g(z) 在 zo 是 下 半 连 续 . 

定理 6 设 一 列 的 单调 增 函 数 

万 (zj < 户 (z) < 户 (z) 入 … 
定义 于 [a, 昌 ， 户 (z) 都 在 zo 为 下 半 连 续 . 那么 函数 
f(z) = lim fn(7) 

在 xo 也 下 半 连 续 . 


证 明 不 妨 假设 f(zo) > -co. 如 果 4 < f(z0), 那么 对 于 适当 大 的 n，f(z0) > 4. 固定 
这 种 n, 取 5 > 0, 使 当 |x 一 zol < 6, xz € [a,b] 时 , 所 (ZT) > 4. 因为 f(z) > 所 (7z), 所 以 对 于 这 
些 TI，f{7z) > 4, 从 而 得 到 定理 的 证 明 . 


外 这 就 是 说 , f(z) 和 g(z) 在 同一 点 不 取 符 号 相反 的 无 穷 值 . 例如 f(z) = -oo (0 < xz <1), 而 


一 co， X=0, 
9(z) = 
十 co， 0<z 芯 1， 


则 此 两 函数 在 z = 0 都 是 下 半 连 续 , 但 当 z > 0 时 , f(z) + g(z) 无 意义 . 
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推论 设 un(Z) 2 风 一 1,2;,.…. .又 设 un(Z) 在 点 ro 为 下 半 连 续 ， 则 级 教 
Wi(T) 十 WuW2(Z) 十 ua3(Z) 十 …: 


的 和 函数 中 在 Zo 亦 为 下 半 连 续 ， 

到 现在 为 止 , 所 讲 的 只 是 函数 在 一 点 的 半 连 续 性 . 现在 我 们 要 讲 在 闭 区 间 上 处 处 为 半 连 续 的 
函数 . 

定义 2 ” 设 f(z) 定义 于 闭 区 间 [a, 如，[a,b] 中 每 一 点 都 是 f(z) 的 下 半 连 续 点 , 则 称 f(z) 
在 [a,b] 上 是 一 下 半 连 续 函 数 . 同样 可 定义 在 闭 区 间 上 的 上 半 连 续 函 数 . 


定理 7 设 f(z) 定义 于 闭 区 间 轧 二 [a, 昌 ,f(z) 在 妃 上 是 下 半 连 续 的 必要 且 充 分 的 条 件 
是 : 对 于 任意 的 实数 c, 点 集 
Fl(c)= E(f < c) 
常 成 闭 集 @. 
证 明 设 f(z) 在 fo, 如 上 是 下 半 连 续 . 如 果 zn e F(c) 且 zn 一 zo, 则 由 定理 2， 


f(zo) < lim f(x), 


从 而 zo € F(c), 因此 F(c) 是 一 闭 集 . 
反之 , 设 一 切 F(c) 都 是 闭 集 , 要 证 明 f(z) 在 [a, 4] 中 任意 取 的 一 点 zo 为 下 半 连 续 . 为 此 设 
A= lim f(z). 


ZI 一 ID0 


由 定理 1, 有 点 列 zn € [a, 吕 ,使 
Zn 一 Z0， fl(zn) 一 4. 


假如 

f (zo0) > A, (2) 
又 设 c 为 介 平 4 与 f(zo) 间 之 任意 一 数 : 4 < c < f(zo), 那么 当 n 甚大 时 , f(zn) < c. 因此 
zn € F(c). 因 F(c) 是 闭 集 , 故 zo e F(c), 即 f(zo) < c. 此 与 数 c 的 选择 相 矛 盾 , 所 以 (2) 式 是 
不 可 能 的 . 因此 


f(zo) < lim f(z). 
定理 证 毕 . 
例 ” 设 5S 是 闭 区 间 [o, 与 某 一 开 集 G 的 交集 . 设 p(z) 是 点 集 5 的 特征 函数 ®, 则 yp(z) 
在 [a,9] 上 是 一 下 半 连 续 函 数 . 


在 级 数 的 发 散 点 , 其 和 为 十 co. 
四 由 此 可 知 f(z) 是 一 可 测 蚂 数 . 
四 定义 于 fa, 中 当 z E55 时 yp(z)=1, 当 zela,b] -5S 时 vw(z)=0. 
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事实 上 , 此 地 
[a, b], c>1, 
Flc)= % [a,bl—G, Ogc<l, 
0， Cc < 0， 


所 以 一 切 F(c) 都 是 闭 集 . 
定理 8 在 闭 区 间 上 的 下 半 连 续 函 数 取 到 函数 值 的 最 小 数 中 . 
证 明 设 f(z) 在 [ab 上 为 下 半 连 续 , m = inf{f(z)}, 那么 在 [ao 如 中 必 有 如 下 的 数列 
{zn}: 
lim f(zn) = mm. 


并 且 {zn} 必 有 收敛 的 子 列 . 所 以 我 们 不 妨 假定 {zn} 收敛 于 zo. 那么 
f(z0)= lim f(z) < lim f(zn)=m, 


因 f(zo) 不 小 于 mm, 故 f(z0) = m. 
推论 “” 闭 区 间 上 的 下 半 连 续 函 数 不 取 值 -oc 的 话 , 它 必 有 下 界 . 
所 当 注 意 的 是 : 下 半 连 续 函 数 可 能 没有 最 大 函数 值 . 例如 函数 


Z， 0 和 2<<1|， 
f(x) = 


0， z=1 


就 是 一 个 例子 . 

由 定理 5 和 定理 6 知道 : 闭 区 间 上 的 两 个 下 半 连 续 函 数 的 和 取 数 外 亦 为 下 半 连 续 . 又 单调 增 
的 下 半 连 续 函数 列 之 极限 函数 仍 为 下 半 连 续 . 而 在 一 个 闭 区 间 上 的 连续 函数 必 同 时 为 上 半 连 续 与 
下 半 连 续 . 因此 得 到 如 下 的 结果 : 


定理 9 单调 增 ( 减 ) 的 连续 函数 列 的 极限 函数 是 下 半 (上 半 ) 连续 的 . 


自然 , 这 个 定理 之 逆 是 不 真 的 . 事实 上 , 如 果 涌 数 f(z) 在 某 点 取 值 -00, 那么 它 不 可 能 是 单 
调 增 的 连续 函数 列 之 极限 , 因为 连续 函数 常 是 有 限 的 . 但 是 如 果 限制 函数 不 取 值 -00, 那么 定理 9 
之 道 定理 也 成 立 . 


定理 10 ” 设 f(z) 是 在 [ab 上 定义 的 下 半 连 续 函 数 , 但 不 取 值 -oo, 那么 存在 单调 增 的 连 
续 函 数列 
fi(7) < 户 (z) < 户 (z) < …, 
使 
f(z) = im fn (Zz). 


中 此 地 所 请 最 小 数 可 以 是 -ce (也 可 以 是 +co, 如 果 f(x) = +o0). 
@ 假 设 存 在 . 
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证 明 固定 fa, 妃 中 的 点 z, n 是 一 自然 数 , 作 z 的 函数 
j(z) + nlz— 2), (3) 


|z 一 z| 为 连续 , 当然 是 下 半 连 续 , 因而 函数 (3) 是 下 半 连 续 的 . 又 因 它 不 取 一 oo, 所 以 它 有 最 
小 值 , 不 妨 假设 此 最 小 值 是 一 有 限 数 @. 
今 记 此 最 小 数 为 fn(2): 
fn(z) = min{f(z) + nlz — zl}. (4) 


那么 我 们 就 得 到 所 要 的 函数 列 了 . 
事实 上 ， 假设 Zn 一 2rn(Z) 是 [a, | 中 之 一 点 ， 使 (3) 式 所 表示 之 项 数 在 Zn 取 值 fn(z). 于 是 


fn(7) = flzn(2)] + nlzn(2) — Zl. (5) 
因为 (Zz) 是 函数 (3) 的 最 小 函数 值 , 所 以 对 于 [a,9] 中 任意 的 点 y, 成 立 
刀 (z) < flzn(y)] + nlzn(y) — zl. 
因此 ， 
jn(z) < flzn(y)] + nlzn(y) 一 引 十 my 一 了 |. 
由 (5) 式 与 上 式 , 户 (z) 和 f(y) 十 nly 一 Z|. 又 因 z 与 y 地 位 是 可 以 交换 的 , 故 得 
|fn(z) — fnr(yV)| < nlz — yl. 
所 以 fn(2) 是 一 连续 郴 数 . 
其 次 , 设 > mw 则 
fn(7) < flzm(T) 十 mlzm(z) 一 zZ| < F[zm(z)] 十 mlzm(z) 一 z| = fm(7), 
故 户 (z) < 户 (z) < fa(7T) < …. 另 一 方面 , 因 不 等 式 
fn(7) < f(z)+nlz— zl 
对 于 [a, 趾 中 一 切 z 都 成 立 , 特别 令 z = z, 即 得 
fn(z) < f(z). (6) 
因此 , 置 g(z) = lim fn(z), 即 得 
9g(z) < f(z). (7) 


至 此 为 止 , 我 们 没有 利用 f(z) 的 半 连 续 性 . 上 面 的 议论 对 于 一 切 有 下 界 的 号 又 不 恒 等 于 +oe 
的 函数 都 是 有 效 的 . 


中 如 果 此 最 小 值 为 +co, 则 f(z) = +oo. 此 时 定理 很 显然 , 只 要 取 f(z) = n 就 好 了 . 
@ 至 于 (3) 的 最 小 值 是 否 存 在 是 没有 重大 关系 的 . 如 果 不 存在 , 则 将 (4) 改写 为 


fn(7) = inf{f(z) + nlz ~— zl}. 
无 非 讨论 起 来 略为 麻烦 些 罢了 . 
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现在 我 们 暂时 假定 f(z) 不 取 值 +oo (这 并 不 表示 f(z) 有 上 界 ). 那么 由 (5) 与 (6) (利用 到 
f(z) 有 下 界 的 性 质 ) 知 当 mm 一 oo 时 , zn (7) 一 z. 对 于 任 一 正 数 e, 有 5 > 0, 使 当 |z 一 T|<6 时 
f(z) > f(z) 一 e. 对 于 适当 大 的 n, 成 立 |zn(z) -zx| < 6, 因此 flzn(7Z)] > f(z) 一 2, 自然 更 加 是 


fn(z) > f(z) 一 上 . 
从 而 得 到 g(z) > f(z) 一 e. 但 因 < 是 任意 的 , 故 g(z) > f(z). 从 而 与 (7) 合并 , 即 得 f(z) = g(z). 
现在 将 f(z) 为 有 限 的 条 件 除去 . 置 


f(z7), f(z) 和 m， 
gn(Z) 一 


n, f(z)>n. 


显然 的 是 g1 (x) < gz(z) < gs(z) < .…, 且 lim 9gn(z) = f(z). 我 们 可 以 证 明 ga(z) 是 下 半 连 续 
的 . 因为 如 果 zo e [a,8],，e > 0, 那么 存在 5 > 0, 使 当 lz - zo| < 6 时 ， 


f(z) > f (zo) 一 EE 
因此 , 由 于 gn (x0) < f(xo), 得 
f(z) > gn(zo) — &. 
另 一 方面 ， 
n> gn(Zo) 一 上 . 


因此 , 取 xz € (zo 一 6,zo 十 6), 则 不 论 gn(z) 与 f(z) 相同 或 与 n 相同 , 总 可 得 到 gu(z) > 
gn(zo) 一 e. 所 以 gn(z) 是 下 半 连 续 的 . 因为 g,(z) 是 有 限 的 , 所 以 利用 已 经 证 明 的 结果 , 对 于 每 
一 个 n 存在 如 下 的 一 列 连续 函数 et")(z): 
pi (z) < p29 (7) < pz) < + , lim pl" (z) = gn(z). 


fn(7) = max{ph) (7), pz) ,pL (7)), 
那么 @ 
户 (z) 和 f2(7) 入 fa(7) < ……. 
并 且 , 利用 82 的 引 理 1 的 推论 1, 可 见 一 切 f(z) 都 是 连续 函数 . 最 后 , 易 知 
lim fn(z) = f(z). 
于 是 证 明 完 毕 . 
末了 , 我 们 要 证 明 “ 和 连续 函数 隔离 半 连 续 函 数 ” 的 有 趣味 的 定理 . 
因为 事实 上 , 假设 f(z) = yp 人 *" (zx), 则 


fn+i(z) = max{p 1 (2) pt (z)} > pm) (2) > pkn)(z) = fn(z). 


§4. 半 连 续 范 数 .417 : 
定理 11 设 w(z) 在 [a,b 上 是 一 上 半 连 续 函 数 ,v(Z) 在 [a,b 上 是 一 下 半 连 续 函 教 ,uw(z) 二 
uv(z). 车 u(zZ) < 二 oo，u(z) > 一 oo, 那么 必 有 连续 函数 f(T) 满足 
u(x) < jz) < v(Z). 


证 明 ”由 前 定理 存在 如 下 的 两 列 连 续 函 数 {pn (7z)} 和 {wr (2)}: 


Pp1(7) > p2(7) > p3(T) 六 … lim pn(Z) = uz), 
Pi1(7) 和 Wal7) 和 Walz) & ， lim Yn(7) = (7). 


对 于 f(z), 作 函 数 方 (z): 
f(z), jz) > 0， 
f+(7) = 
0， jzZ) < 0. 
那么 显然 的 , 当 f(z) < F(z) 时 , f(z) < F(z). 因此 
(Pi — WI)+ 2 (Pp1 — po)+ 2 (pa — Yo)+ > (pa — Ys)+ 
过 (pn — pn)+ 2 (Pn — Wnti)+ 2 (Pnt+1 — Wnti)+ > *…. 
因为 ea(z) 一 $n(z) 收敛 于 w(z) 一 v(z) < 0, 所 以 (pn 一 Wn)+ 一 0. 因此 交错 级 数 
f(z) = pi(z) + [pi(z) — W(x)]+ — [p1(7) — pa(z)]+ + [Pp2(z) — pa(z)]+ —:. (8) 
在 [a,8] 上 处 处 收敛 . 
如 果 在 点 z,u(z) = v(z), 那么 在 该 点 , 对 于 所 有 的 i 与 成立 wi(z) > Wk(zZ). 于 是 
[pn(z) — Wn (Tz))+ = n(z) — Pn(7), 
[pn (7) 一 Un+i(Z)]， = pn(Z) 一 Un+li(Z). 
因此 ， 
f(z) = Wi(z) + {Pp1(7) — pi(7)} — {Pp1(7) — p22)} +{paz(z) 一 加 (z)} 一 …， 
此 级 数 的 部 分 和 是 Wi(z)j,wi(zj,w%z(z),wpz(z),……. 因此 
(xz) = lim wn(z) = lim wn (2) 一 U(Z) = v(7). 


如 果 在 点 z,u(z) < v(z), 那么 对 于 适当 大 的 n 成 立 wn(z) < 加 {z). [因此 更 加 是 eu(z) < 
wn+1(Z)]， 因此 级 数 (8) 中 各 项 , 自 某 项 起 都 是 0， 假 设 等 于 0 的 第 一 个 […]+ 是 [pn(z) 一 
wn(ZT)]+, 那么 


f(7) = Wi(7) + {Pp1(7) — hi(7)}— {pn-1(7) — Yn(7)} = Wn(z). 


于 是 , f(z) < v(z). 并 且 , yo(z) > pn(z). 所 以 自然 是 f(z) > ul(z)， 于 是 得 w(z) < 
f(z) < v(z). 如 果 在 级 数 (8) 中 第 一 项 为 0 的 是 [pn(z) 一 wn+1(z)]+, 那么 亦 可 同样 处 理 . 总 之 ， 


四 此 地 用 到 : 如 果 f(z) 一 F(z), 则 [fn(z)]+ 一 F(z). 
@ 因 为 [pn(z) — wn(z)]+ = 0. 
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时 常 是 u(z) < f(z) < v(z). 剩 下 来 的 事情 乃 要 表明 f(z) 之 连续 性 . 级 数 (8) 中 各 项 都 是 连续 
的 , 所 以 它 的 部 分 和 都 是 连续 的 . 另 一 方面 , 级 数 (8) 是 交错 级 数 , 而 其 一 般 项 的 绝对 值 是 减少 的 . 
其 部 分 和 适合 


S2 <S4< Se<:..,S1 > S53 55>.. 


因此 级 数 (8) 的 稍 数 f(z) 同时 既是 单调 增 的 连续 函数 列 之 极限 又 是 单调 减 的 连续 函数 列 
之 极限 . 换言之 f(z) 同时 为 下 半 连 续 又 为 上 半 连 续 , 所 以 是 连续 的 . 定理 证 毕 . 


第 十 六 章 “ 勒 由 格 积分 的 某 些 推广 


$1. 引言 
在 第 九 章 之 末 曾 引进 例子 
f(x) =z?cos = [f(0) =0), 


它 在 [0, 1] 上 处 处 有 有 限 的 导数 f'(z), 但 后 者 不 是 勒 贝 格 可 积 的 函数 . 因此 , 勒 贝 格 的 积分 运算 不 
能 完全 解决 由 函数 的 有 限 导 数 求 其 原 函 数 的 问题 . 在 1912 年 法 国 数学 家 A. 当 茹 瓦 (A. Denjoy) 
引 人 和 人 了 比 勒 贝 格 积分 更 一 般 的 积分 运算 @, 且 证 明了 , 这 种 运算 完全 解决 了 上 述 问题 . 

另 一 方面 , 在 1914 年 德国 的 学 者 0. 佩 龙 (OQ. Perron) 根据 其 他 原理 , 与 当 茹 瓦 的 不 同 , 引 
进 了 一 种 积分 定义 , 也 完全 解决 了 从 有 限 导 数 求 原 函数 的 问题 . 

但 是 后 来 I. 哈 盖 (1921), II. C. 亚 历 山 德 罗 夫 (1924) 及 工 . 罗曼 (T. JIomar) (1925) 在 
他 们 的 研究 中 证 明了 当 茹 瓦 积分 和 佩 龙 积分 是 完全 一 样 的 . 因此, 佩 龙 积分 只 不 过 是 当 茹 瓦 积分 
的 另 一 种 定义 形式 而 已 , 所 以 这 种 积分 在 近代 通常 称 为 当 茹 瓦 - 佩 龙 积分 . 

在 1916 年 , 互相 独立 地 ，A. 当 茹 瓦 及 俄国 数学 家 A. 风 . 辛 钦 (A. 及 .XusumH) 给 出 了 更 
一 般 的 积分 定义 , 使 得 原 函 数 不 仅 可 以 从 它 的 通常 导数 中 获得 , 并 且 可 以 从 所 谓 近 似 (或 渐 近 ) 导 
数 电 中 求 出 . 这 个 更 一 般 的 积分 通常 称 为 当 茹 瓦 - 辛 钦 积分 , 或 者 “广义 ” 当 茹 瓦 积分 ; 为 了 与 之 
区 别 又 称 当 茹 瓦 - 佩 龙 积分 为 “狭义 ” 当 敬 瓦 积 分 . 

我 们 将 详细 地 研究 当 茹 瓦 - 佩 龙 积 分 . 关于 当 茹 瓦 - 辛 钦 积分 只 限于 它 的 定义 , 详细 的 情形 可 


中 当 茹 瓦 本 人 称 他 的 运算 为 “总 计 化 ”, 而 所 得 的 积分 称 为 “总 计 ", 但 我 们 不 保留 这 个 名 称 . 
@ 数 4 称 为 ftz) 在 点 zo 的 近似 导数 , 如 果 存 在 着 这 样 的 点 集 E, 以 zo 为 其 稠密 点 而 当 ze 王 
及 z 一 zo 时 有 
“a f(z) — f(z0) _ A 


Z 一 ZIZ0 一 YY0 
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以 参考 S. 萨克斯 (S. Saks) 的 专门 论著 中 . 


32. 佩 龙 积分 的 定义 


为 了 今后 的 叙述 我 们 需要 有 下 列 的 
定义 1 设 F(z) 是 在 闭 区间 [a,b] 上 定义 的 有 限 函 数 , 而 zo 是 这 个 闭 区 间 的 点 . 数 
F(x) — F(z0) — F(z)— F(zo0) 


DF(z0) = lim DF(zx0) = lim 
立 一 了 0 工 一 们 


光一 光 0 0 TLT— ro 


依次 称 为 函数 已 (z) 在 点 zo 的 下 导数 及 上 导数 . 
容易 看 出 , 这 两 个 数 (可 以 是 士 co) 就 是 F(z) 在 点 zo 的 最 大 与 最 小 导出 数 . 


引 理 1 设 在 [ai 上 已 给 有 限 函 数 U(z) 及 V(z). 如 果 对 于 某 点 zo € [a,b] 有 
DU(z0) > -oo， DV(z0) < +oco， 
而 R(T) = U(z) 一 V(x), 则 
DR(zxo) > DU(zo) - DV (zo). 
证 明 ”我 们 考察 这 样 的 序列 {hx} : hx 关 0,h: 一 0 且 


R(xzo 十 hx)— R(zo) 
k 


li 一 DRIZzo). 


为 了 需要 我 们 将 {hk} 改变 成 它 的 子 序 列 , 使 下 列 二 极限 存在 : 


ji Ul(zo 十 hx) 一 U(xo) | a V(zo 十 hx:) 一 V(zo) 
hx hx 


根据 (1) 式 有 入 > -oo 及 jw. < +oo, 因此 差 入 一 pw 有 意义 . 从 而 得 到 


入 二 


DR(z0) = 入 一 几 
最 后 再 注意 到 和 > DU(zo) 及 1 < DV(zo) 就 行 了 . 
推论 ”如果 In(z) 及 Us(z) 为 有 限 函数 且 
卫 Ui(z) > —00, 卫 U2(z) > 一 co， 


则 
DIUi(z) + U2(7)] > DUi(7) + DU2(7). 


事实 上 , 置 Uz(z) = 一 V(z) 而 注意 到 
ZUz(z) = -DYV(z)， 


那么 就 可 以 用 引 理 . 
Os. 萨克斯 ， ‘Teopus uwHaTerpana, M1, 1949. 


§2. 佩 龙 积分 的 定义 . 421 . 


定义 2 设 f(z) 是 在 [a,9] 上 定义 的 函数 (不 一 定 有 限 ). 在 [a,8] 上 连续 的 函数 玉 (z) 被 
称 为 


f(z) 的 上 函数 ， 如果 f(z) 的 下 函数 , 如 果 

1) F(a) = 0， 1) F(a) = 0， 

2) DF(z) > 一 00 对 所 有 的 ze [a, bl， 2) 万 P(z) < +co 对 所 有 的 ze [a, 吕 ， 
3) DRP(z) > f(z) 对 所 有 的 ze [a, 9]. 3) DF(z) < f(z) 对 所 有 的 x e [a, 吕 . 


上 函数 及 下 函数 的 概念 乃 是 原 函 数 概念 的 推广 . 也 就 是 说 , 下 面 的 事实 是 显而易见 的 : 


引 理 2 ”如 果 有 限 函 数 f(T) 是 函数 下 (z) 的 导 函 数 ( 且 F(a) = 0), 则 F(Z) 同时 是 f(z) 
的 上 函数 和 下 函数 ， 


在 今后 具有 重大 意义 的 是 


引 理 3 ”如 果 U(z) 及 V(z) 分 别 是 同一 个 函数 f(z) 的 上 函数 及 下 函数 , 则 差 R(Z) = 
U(z) - V(z) 不 减 . 


证 明 ”根据 引 理 1, 在 [a,b] 上 处 处 有 
DR(z) > DU(z) - PV(z) > 0， 
从 而 问题 归结 到 第 九 章 88 的 引 理 1. 
推论 1 在 引 理 3 的 条 件 下 有 U(b) > V(b). 
将 此 命题 与 引 理 2 对 照 就 得 出 
推论 2 在 引 理 2 的 条 件 下 , 数 下 (b) 同时 是 所 有 U{b) 的 最 小 值 和 所 有 Vv) 的 最 大 值 ， 
于 此 U(z) 及 V(z) 是 函数 f(z) 的 任意 上 函数 及 下 函数 , 即 
F(b) = min{U(b)} = max{V (6b)}. 
现在 我 们 可 以 给 出 基本 的 z 
定义 3 在 [la, 臣 上 定义 的 函数 f(z) 称 为 在 [a,b] 上 依照 佩 龙 的 意义 可 积 [或 (P) 可 积 ]， 
Se 它 至 少 有 一 个 上 函数 U(z) 及 一 个 下 郴 数 \Y(z). 
(2) 所 有 上 函数 U(z) 在 x = 的 数值 所 成 之 集 {U(b)} 之 下 确 界 与 所 有 下 函数 Y(z) 在 同 
一 点 的 数值 所 成 之 集 {V(b)} 之 上 确 界 相等 , 即 
inf{U(b)} = sup{V (b)}. (2) 
如 果 f(z) 在 [中 上 为 (P) 可 积 , 则 共同 值 (2) 称 为 f(z) 在 [a,b] 上 的 佩 龙 积 分 , 记 作 


(Pp) tna 


现在 可 以 把 引 理 2 及 3 的 推论 2 写成 下 列 形式 的 定理 :@ 
这 两 个 名 词 译 自 德 文 Oberfunktion 及 Unterfunktion. 
@ 由 此 定理 立即 可 得 存在 着 函数 ， 它 是 (P) 可 积 而 不 是 (L) 可 积 的 . 例如 函数 f(z) = 
ZT? cos 二 0< rz < 1,f(0) = 0| 的 导 函 数 即 为 一 例 . 
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定理 ”如 果 浮 数 (7z) 在 [a, 站 上 处 处 有 有 限 中 的 导数 f(z), 则 f(z) 为 (P) 可 积 且 
Fl6) ~ F(a) = (P)f f(z)ar. 


所 以 , 佩 龙 积分 实际 上 是 最 终 解决 了 按 其 有 限 导 数 求 原 函 数 的 问题 . 但 是 我 们 不 能 不 注意 到 ， 
在 所 引出 的 佩 龙 积分 的 定义 中 , 却 并 没有 给 出 这 个 积分 的 任何 构造 过 程 ， 所 指出 的 这 个 缺点 将 在 
当 茹 瓦 的 积分 理论 中 去 掉 . 我 们 在 以 后 会 看 到 , 当 茹 瓦 积 分 是 完全 由 其 明确 的 构造 来 定义 的 . 

在 本 节 之 未 我 们 还 要 提醒 一 下 , 由 佩 龙 积分 的 定义 可 直接 得 到 次 数 为 (P) 可 积 的 简单 而 重要 
的 条 件 . 

引 理 4 在 [a,b] 上 定义 的 函数 f(z), 它 在 [a, 引 上 为 (P) 可 积 的 必要 且 充 分 条 件 是 : 对 于 
任意 已 给 的 E > 0, 有 上 函数 U(T) 及 下 函数 V(z) 与 之 对 应 ,使 U(b) -V(b) < e. 


§3. 念 龙 积分 的 基本 性 质 


定理 1 ”如果 函数 f(z) 为 (P) 可 积 , 那么 它 几乎 处 处 有 限 . 
证 明 设 f(z) 在 [ae 上 为 (P) 可 积 , U(x) 及 V(z) 分 别 为 其 上 了 哨 数 及 下 函数 . 置 
R(z) = U(xz) 一 V(z). 根据 82 的 引 理 1, 在 [a,6|] 上 处 处 有 
DR(z) > DU(z) - DV(z). 


但 是 , 如 果 在 某 点 zo 有 j(zo) = +oo, 那么 更 加 是 DU(zo) = +oo, 但 因 DY(zo) < +oo， 

所 以 
DR(7z0) = 十 oo. 

后 面 一 个 式 子 对 于 f(zo) = 一 00 的 每 一 点 zo 也 是 成 立 的 . 因此 , 使 f(z) 成 为 无 穷 的 点 集 
乃 是 使 R'(z) = +oo 的 点 集 的 子 集 , 由 于 连续 的 增 函 数 RR(z) 的 导 函 数 至 多 只 能 在 一 个 测度 为 零 
的 集 上 等 于 +eco, 根据 这 个 事实 就 可 推 得 本 定理 . 

定理 2。 如果 F(z) 在 [a, 避 上 为 (P) 可 积 , 且 a <c<b 则 f(z) 在 [a,d] 及 [c, 引 上 也 
是 (P) 可 积 , 且 @ 


b c b 
(P) / f(z)dz = (P) 1 f(z)dz + (P) / f(z)dz. (1) 
证 明 设 e>0, 而 U(xz) 及 V(z) 是 f(z) 的 这 样 的 上 函数 及 下 函数 ,使 
U(b) — V(b) <e. 


显然 , 在 闭 区 间 [a,c] 上 它们 也 是 f(z) 的 上 哨 数 及 下 晴 数 . 另 一 方面 , 差 U(x) - V(z) 是 增 
函数 , 所 以 
U(c)—V(c)<&. 
@f(z) 为 有 限 的 条 件 不 能 除去 . 参考 B. 用. 科 兹 洛 夫 (B. 中. Ko3nos), ITpuxep TonpnoBckoro,， 


Mar. c6., 1951, 28, Je 1, 197-204. 
@ 等 式 (1) 表示 , 佩 龙 积分 是 积分 区 间 的 可 加 肾 数 . 
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根据 < 的 任意 性 从 而 推出 f(z) 在 [ae,cl 上 是 (P) 可 积 的 . 我 们 注意 到 ， 
Vl9 < (P)f f(a)ar < vo) (2) 
对 于 闭 区 间 fc, 切 ，f(z) 的 上 跑 数 和 下 好 数 应 为 
U"(z) = U(z) - U(e，V"(z) = V(z) - V(o). 
因为 


U“(b)— V(b) < U(b)— V(b) < e， 
所 以 在 [cb 上 , f(z) 为 (P) 可 积 , 且 


b 
V(b) ~ V(c) < (P) / f(z)dz < U(b) ~ U(e). (3) 
合并 (2) 及 (3) 就 得 到 
c b 
V(b) < (P) y f(z)dz + (P) / f(z)dz < U(b), 


从 而 得 到 (1). 


定理 3 如 果 a <c<b, 而 f(T) 在 每 一 个 闭 区 间 [a,c] 及 {c,b] 上 为 (P) 可 积 , 则 f(zx) 
在 [a, 避 上 亦 为 (P) 可 积 . 


证 明 设 e>0, 0(z) 及 Vi(z) 是 f(z) 在 [a,c] 上 的 上 肾 数 及 下 函数 , 又 U2(z) 及 V2(z) 
是 f(z) 在 [c, 上 的 上 项 数 及 下 郴 数 , 并 且 
Un(c)— Vi(c)<s, U2(b) — V2(b) < <. 
引进 如 下 的 少数 
Ui(z), 当 as< 和 zs<kc 
Ul(F) = 
Ui(c)+U2(z), 当 c<zr<b, 
Vi(z), 当 Qa<r<o, 
V(X) = 
| Vi(c)+WV(z), 当 c<z<b. 


易 知 人 它们 是 f(z) 在 [a,b] 上 的 上 函数 及 下 函数 . 由 于 U(b) -V(b) < 2e, 而 < 为 任意 的 ， 
所 以 定理 证 毕 . 


定理 4 如果 f(z) 在 [a,b] 上 为 (P) 可 积 , 而 kk 为 有 限 常数 , 则 函数 f(z) 在 [a, 上 也 
是 (PP) 可 积 的 , 且 


b b 
(P) . kj(z)dz = k(P) 上 f(z)dz. (4) 


@ 事 实 上 , DU(c) = min{DUi(c), DU2(c)}, 从 而 得 到 两 个 不 等 式 DU(c) > -co 及 DU(c) > f(c). 
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证 明 当 大 = 0 时 定理 是 显然 成 立 的 @. 设 k > 0. 如 果 U(z) 及 V(z) 是 f(z) 的 上 函 
数 及 下 函数 , 则 2 kU(z) 及 kV(z) 乃 是 kf(z) 的 上 函数 及 下 函数 ， 由 于 差 kU(b) 一 kV(b) 与 
U(b) 一 V(b) 一 样 可 以 任意 的 小 , 所 以 kj(z) 是 (P) 可 积 的 . 等 式 (4) 可 从 不 等 式 


b 
kV(b) < (P) Jf kf(z)dr < kU(b) 


得 到 . 
最 后 设 大 < 0. 则 kf(z) 的 上 函数 及 下 函数 是 kV(z) 及 KU(z), 其 证 可 以 如 上 而 得 . 


定理 5 设 函 数 户 (z) 及 户 (z) 都 在 [a,8] 上 为 (P) 可 积 . 如 果 它 们 的 和 在 [a,6] 上 处 处 有 
定义 , 那么 它 在 [a, 上 一 定 是 (P) 可 积 的 , 且 


b b b 
(P) / [f(z) + falz)]dz = (P) J fi(z)dz + (P) 下 fa(z)dz. 


证 明 设 Cai(z) 及 U2(z) 分 别 是 户 (z) 及 户 (z) 的 上 函数 . 如 果 UV(z) = Un(z) 十 U2(z)， 
则 [参考 82 引 理 1 之 推论 ] 它 乃 是 户 (z) + f2(z) 的 上 函数 . 同 理 可 知 有 (x) 及 fo(z) 的 下 函数 
之 和 万 为 和 函数 的 下 函数 . 其 余 的 事情 一 望 而 知 . 


定理 6 ”如 果 函 数 Flz) 在 闭 区 间 [a,b] 上 是 (P) 可 积 的 , 而 函数 g(z) 在 [a,b|] 上 有 定义 
且 与 f(z) 等 价 , 那么 g(Z) 在 [a,b| 上 也 是 (P) 可 积 的 , 且 


b b 
(P) . gs)ds = (P) f f(s)az. (5) 


证 明 ”我 们 记 满 足 f(z) 关 g(x) 的 点 之 全 体 为 五. 
因为 mE = 0, 所 以 (参考 第 八 章 82 定理 6) 存在 着 这 样 的 连续 增 函 数 o(x), 使 得 对 于 EE 上 
所 有 的 点 有 c'(z) = 十 co. 
不 妨 认 为 @ g(a) = 0,0o(b) = 1. 
对 于 s > 0, 取 f(z) 的 上 函数 U(x) 及 V(z) 使 得 
U(b) -VD <e. 
设 
U(x) = U(xz) + eo(x), V(x)= V(x)— eo(7). 
容易 证 明 多 , 它们 是 g(x) 的 上 函数 及 下 函数 . 又 因 
U"(b) — V"*(b) < 3e, 
函数 2(z) 三 0 是 函数 F(z) 三 c 的 导 函 数 . 所 以 , 由 82 的 定理 , w(z) 是 (P) 可 积 的 , 且 
(P)/ 0dr=0. 
@ 当 上 >0 时 有 DIkF(z)] = kDF(z), 及 DIkF(z)] = kDF(z). 
不 然 代替 uc(z) 可 以 讨论 下 列 郴 数 : 


(a) = cz) 一 ca) 


ob 一 cla) 


@@ 事 实 上 , 由 o(z) 的 增加 性 , 得 到 DU*(z) > DU(z). 因此 , 在 [a,4] 上 处 处 是 DU*(z) > -oo. 从 
而 导出 , 当 zeEEB 时 有 DU*(zx) > g(7). 但 是 当 z e E, 后 面 的 不 等 式 是 显然 的 , 因为 对 于 这 种 zx 有 
DU*(z) > DU(z) + Do(z) = +eco. 所 以 , U*(z) 万 是 g(z) 的 上 函数 . 对 于 V*(z) 可 以 同 理 讨论 之 . 
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所 以 g(z) 在 [a,b| 上 为 (P) 可 积 . 最 后 , 由 不 等 式 
V(b)—e< (P) sa) <U(b)+e 
得 出 (5) 式 . 


附注 ”最 后 一 个 定理 使 得 定理 5 的 表达 中 可 以 除去 附带 条 件 , 即 需 f(z) + f2(z) 在 [ab 
上 处 处 有 意义 . 事实 上 , 因为 被 加 项 (由 定理 1) 几乎 处 处 有 限 , 故 f(z) 十 fo(z) 不 论 怎样 在 [oa, 晶 
上 是 几乎 处 处 有 意义 的 , 而 在 留 下 的 测度 为 零 的 集 上 可 以 任意 的 加 以 定义 . 


84. 佩 龙 不 定 积 分 
如 果 f(z) 在 fa, 名 上 定义 且 在 fa, 避 上 为 (P) 可 积 , 则 函数 
F(z)=C+ (P)f sa (a<s <&b) 
称 为 它 的 佩 龙 不 定 积分 . 置 ， 
(P)f s(t=0 
那么 我 们 可 以 对 [a, 相 上 所 有 z 讨论 F(z). 
定理 1 。 佩 龙 不 定 积分 是 连续 的 ， 
证 明 ” 设 U(z) 及 V(z) 为 上 函数 及 下 函数 , 满足 不 等 式 
U(b) — V(b) < <e. 
因为 差 U(z) ~ V(z) 是 增加 的 , 所 以 对 于 [a 可 中 所 有 的 点 zo, 有 
U(xzo) 一 V(zo) < <. 
另 一 方面 , 在 任意 闭 区 间 [a, zo] 上 函数 U(z) 及 V(z) 还 是 f(z) 的 上 函数 及 下 函数 . 所 以 
V(xo) < (P) / f(b)dt < U(zo). 
因此 , 对 于 fa, 中 上 所 有 zx 有 
0 < U(z) — (P) / -A 
又 因 对 于 (P) | “f(t)dt 可 以 利用 连续 函数 U(z) 与 之 任意 地 一 致 接近 , 这 个 可 能 性 就 证 明了 
本 定理 . 
定理 2 ”如 果 f(z) 在 [a, 切 上 为 (已 ) 可 积 ， 


F(z) = (P) / f(t)dt, (1) 
而 U(z) 及 V(z) 是 f(z) 的 上 函数 及 下 函数 ， 则 差 
U(z) - F(z), F(z)—V(z) (2) 


中 的 每 一 个 都 是 增 函 数 ， 
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证 明 设 ax< 和 zli<zz 乏 0 琐 数 UV(z)-Vlzi) 是 f(z) 在 [zi,zzl 上 的 上 函数 . 从 而 
(P) /fat < Utza) -U(e)， 
即 
F(z2)— F(z1) 入 U(X2) 一 U(zl)， 
因此 ， 
U(z1) F(z1) < U(x2) 一 F(z2). 
对 于 (2) 的 第 二 个 函数 可 以 同样 讨论 . 
定理 3 (P) 可 积 的 函数 几乎 处 处 是 它 的 佩 龙 不 定 积分 的 导 函 数 . 
证 明 ”保持 记号 (1), 我 们 可 以 找 出 这 样 的 上 函数 U(z), 使 
U(b) — F(b) < <2， 
于 此 , s 是 预先 取 定 的 数 . 设 
R(T) = U(x) — F(z). 
它 是 增 的 连续 函数 . 如 所 周知 , 它 几 乎 处 处 有 有 限 的 导数 R'(z), 且 
(ZL) 下 R'(z)dz < R(b) — R(a) < 2. 
记 A{e) 为 满足 
DF(7) < jz) 一 
的 点 集 . 对 于 其 中 每 一 点 更 加 是 


DF(z) < DU(z) -<， 从 而 CDU(z) - DF(z) > #. 


其 次 , 对 于 [a, 引 中 存在 着 有 限 的 R'(z) 的 点 , 记 其 全 体 为 M (因此 mM = 一 a.) 如 果 
rE€ M, 则 ® 
DU(z) - DF(z) = R’'(z). 


记 B(e) 为 [a, 4b] 中 满足 R'(z) > = 的 点 的 全 体 , 那么 显然 , 交集 MA(e) 是 B(e) 的 子 集 . 但 
emBle) < Co R’'(r)dz < (L) 三 R'(z)dr < e’, 
Bl(e) a 


从 而 得 到 : mB(e) < e, 因此 , m* A(e) < <. 
以 去 代替 此 地 的 <, 我 们 有 
mA (去 ) ee 
2n 2n 
四 不 等 式 DF(z) < f(z) -保证 了 DF(z) < +co, 又 因 DU(z) > -oo, 所 以 差 DU(z) -~ DF(z) 
有 意义 . 
事实 上 ，ZE+ 朋 一 UG) - RE+ 间 一 PCe) Rlz+ 吉 一 Re) 向 此 品 然 是 DU(a) = 
DF(7x) + R'(z). 
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但 显然 有 
E(DF </)=S 4 (去 ) 


n=1 


所 以 
mE(DF<f)<e. 


由 于 e 的 任意 性 , 在 [a,9] 上 几乎 处 处 有 
DF(z) > f(z). (3) 
类 似 地 , 引入 下 函数 , 就 可 以 证 明 , 在 [a,9] 上 几乎 处 处 有 
DF(z) < f(z), (4) 


而 对 于 所 有 的 点 , 当 不 等 式 (3) 与 (4) 同时 满足 的 话 , 一 定 存 在 着 F'(z), 目 等 于 f(z). 
推论 1 任何 (P) 可 积 的 函数 是 可 测 的 . 
事实 上 , 保留 着 上 述 记 号 而 规定 


F(z) = F(b) 当 z >b, 
我 们 看 到 , f(z) 在 [a, 8] 上 几乎 对 于 所 有 的 z 可 以 用 连续 函数 列 的 极限 来 表示 : 
f(z)= lim n |r (= + 2 ) F(a)| 
推论 2 任意 的 (P) 可 积 函数 的 上 函数 U(z) 及 下 函数 V(z) 几乎 处 处 可 以 微分 . 
事实 上 , 在 上 面相 同 的 记号 下 , 有 
U(x) = [UV(z) — F(z)] + F(z), 


而 函数 V(z) 一 F(z) 与 F(z) 中 每 一 个 是 几乎 处 处 可 以 微分 的 . 对 于 V(z) 情况 完全 相似 . 
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我 们 在 82 (参考 421 页 的 脚注 @@) 中 已 经 提 到 过 , 存在 着 佩 龙 可 积 但 不 是 勒 贝 格 可 积 的 函数 . 
在 本 节 中 我 们 要 证 明 其 逆 不 真 . 为 此 我 们 需要 两 个 引 理 . 


引 理 1 设 函 数 u(z) 在 [a, 上 可 和 及 
wat / td 
如 果 Uu(T) 在 点 zo 为 下 半 连 续 , 则 


DU(zxo) > u(xo). 
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证 明 可 以 认为 u(t0) > 一 00, 否则 就 不 必 证 明 . 取 和 任意 的 4 使 它 满足 4 < wzo), 那么 
我 们 可 以 保证 , 存在 着 这 样 的 56>0, 当 上 此 一 zo| <6, tela:b 时 有 Yu(t > 4. 
在 这 种 情形 下 , 当 lz 一 zol <5 时 用 
Df a> he -zo0), HW LE-Ve0) > 4 
Z0 


TT— ZT0 

因此 , 所 有 导出 数 DU(zo) 不 小 于 4. 特别 是 DU(zo) > 4. 其 余 的 事情 很 显然 . 

引 理 2 设 f(z) 在 [a,b] 上 可 和 . 那么 对 于 任意 的 = > 0, 存在 着 具有 下 列 诸 性 质 的 函数 
ul(2): 

1) 它 在 [a;, 避 上 定义 且 处 处 为 下 半 连 续 ; 

2) 处 处 是 u(7X) > 一 00; 

3) 处 处 是 wu(7) > f(z); 

4) 兄 数 u(Z) 为 可 和 且 


b b 
(L) / od ee ] 和 
证 明 I. 首先 假定 f(x) 是 非 负 有 界 的 : 
0 和 f(z)<M. 


置 


Wp We 


其 中 e 是 引 理 条 件 中 所 叙述 的 数 , 又 选取 自然 数 n 如 此 的 大 , 使 nc > M. 
我 们 引进 点 集 


Er = E(ko < f <(k+l)o) (k=0,1,2,.…. ,nC— 1). 
对 于 其 中 每 一 个 集 存在 这 样 的 有 界 开 集 Gx, 使 


1 
Gk 了 Ek, mGk <mMmEr 和 + Tp 


设 Sk = [ab Gk 及 wok(z) 为 其 特征 函数 (我 们 令 wk(z) 在 闭 区 间 [cj 上 定义 ). 所 有 的 函 
数 ok(z), 都 是 下 半 连 续 的 多 . 
置 


n—l 
u(z) = ny (k + 1)pr(z), 
je 一 0 
将 证 这 个 函数 就 是 所 要 求 的 . 事实 上 , 它 是 非 负 的 , 下 半 连 续 的 , 并 且 是 有 上 界 的 . 设 x & [oa, 吕 . 
则 对 于 某 些 i 原来 是 z € Ei C 5i 及 pi(z) = 1, 在 这 种 场合 
u(rT) > 二 1)c > f(z). 


中 这 里 只 就 x > zo 时 适用 . 对 于 z < zo 读者 可 以 自行 引出 推论 . 
@ 参 考 在 第 十 五 章 84 中 引入 的 例子 . 
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最 后 ， 


b n—l m 一 1 
Df ve "2 i 2 + 及 二 el 
从 而 
b n—l 
Df u(Z)dz < bh okmExk + ol(b—a)+t1l. 


k=0 
考虑 到 (1) 式 及 不 等 式 
okmEr < Go) f(r)dz, 
Ek 
我 们 得 到 i 
0 zu(Z)dz < E 十 nf f(z)dz. 

因此 , 对 于 所 考虑 的 情形 引 理 已 经 证 明 . 

II. 现在 我 们 去 掉 f(z) 为 有 界 的 假定 , 但 暂时 还 假定 它 是 非 负 的 . 


置 
f(z), 当 f(z) < nn, 
On(z) = 
n， 当 f(z)>n, 
又 设 
f1(7) 一 Si(z)， fn(7) 2 Sn{Z) = Sn-1(7) (n 一 2, 3, 4, SS 
函数 f(z) 是 可 测 的 , 非 负 的 和 有 界 的 , 且 


f(z) = >_ fn(2). 
el 
根据 已 经 证 明 的 事实 , 对 于 每 一 个 自然 数 n 存在 着 下 半 连 续 的 函数 un (x) 满足 不 等 式 


b b 
wz) > fo(o), (Df nl)dr < 大 + (Df fra)ae. 


容易 看 到 吕 , 函数 
u(£) = >》， un (ZT) 
=1 
满足 引 理 中 所 有 的 要 求 . 
III. 最 后 , 我 们 考察 一 般 的 情形 , 即 f(z) 是 任意 的 可 和 函数 . 
置 
f(z)， 当 f(z) > 一 mn 
刀 (z) = 
—n, 当 f(z) < —Nn, 
显然 ， 


f(D < (zj ， lim fn(z) = f(z). 
DO 参考 第 十 五 章 84 定理 6 的 推论 
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因此 b b 
dim (1)f tls)de = (Df fla)ar. 
选取 并 且 固 定 这 样 的 n, 使 
b b 
Df fn(z)dzr < 3 十 Df f(x)dz. 
函数 对 十 户 (z) 是 非 负 可 和 的 . 根据 已 证 事实 , 存在 着 下 半 连 续 的 函数 wu* (x) 使 
b 
we(z) 2 n+ f(s), (L) / ur(z)dz < £ +(L) . i 
在 此 情况 下 , 阻 数 w(z) = w*(z) 一 n 具有 一 切 需 要 的 性 质 . 
定理 1 ”如 果 函 数 flz) 在 闭 区 间 [a,b| 上 依照 勒 贝 格 的 意义 可 积 , 那么 它 在 同一 个 闭 区 间 
上 也 依照 佩 龙 意义 可 积 , 并 且 
b b 
(P) / f(z)dz = (L) / f(z)dz. 
证 明 ” 取 e > 0 并 考察 在 上 述 引 理 中 所 谈 到 的 那个 下 半 连 续 函 数 . 如 果 
U(z) = (L) 人 “wt)dt, 


则 U(z) 是 f(z) 的 下 函数 . 事实 上 , 它 的 连续 性 和 U(a) = 0 是 一 望 而 知 的 . 其 次 , 根据 引 理 1， 
对 于 [a,9] 上 的 任意 x 有 
DU(z) > ulz), 
从 而 得 到 上 函数 的 两 个 作为 特征 的 不 等 式 
DU(z) > -co， DU(z) > f(z). 


根据 数 s 的 任意 性 及 不 等 式 
b b 
U(b) = (L) / w(t)at < e+ (L) J f(z)dz 
推 得 : 
int{U (0)} < (1) f f(z)a, 


其 中 {U(6b)} 表示 一 切 可 能 的 上 函数 在 z =b 所 取 到 的 数值 所 成 之 集 . 
用 相似 的 方法 可 以 得 到 


sup{V (0)} > (1) / f(a)ds, 
其 中 所 用 的 记号 是 不 言 自明 的 . 但 恒 有 
sup{V (6)} < inf{U(b))}, 
因此 这 两 个 数 都 等 于 积分 
(Dn) f fea, 
这 就 完成 了 证 明 . 
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作为 这 个 定理 的 有 趣 的 补充 是 
定理 2 ”所 有 非 负 且 (已 ) 可 积 的 函数 一 定 是 ( 攻 ) 可 积 的 . 
证 明 ” 设 f(z) 是 所 谈 到 的 函数 , 而 U(z) 是 它 的 上 函数 . 那么 由 不 等 式 


DU(z) > f(z)>0 


推 得 : U(z) 是 增 函 数 而 因此 它 的 导 函 数 U'(z) (几乎 处 处 存在 ) 是 可 和 的 @. 由 于 对 于 U'(z) 存 
在 的 所 有 的 点 有 


0 和 f(z) 和 U'(z), 
因此 定理 由 上 列 不 等 式 可 以 推出 . 
推论 ”如果 f(T) 为 可 测 函 数 且 存在 着 佩 龙 积分 


b 
(P) If(z)laz, 
则 f(zZ) 是 可 和 的 . 
因此 , 佩 龙 积分 是 在 并 且 只 有 在 它 可 以 化 为 勒 贝 格 积分 时 绝对 收敛 


§6. 积分 的 抽象 定义 及 其 推广 


在 本 节 中 我 们 讨论 某 些 一 般 的 性 质 , 这 是 在 今后 研究 当 茹 瓦 积 分 理论 时 要 利用 到 的 . 

我 们 已 经 熟悉 了 一 系列 的 积分 : R ( 黎 曼 ), 二 ( 勒 贝 格 ), P ( 佩 龙 )， 所 有 这 些 积分 都 有 着 某 些 
公共 的 性 质 , 现在 我 们 要 用 某 种 统一 的 方式 将 这 些 性 质 包括 进去 . 

假设 对 于 每 一 个 闭 区 间 [a,b], 于 此 a < b, 令 定义 在 [a,9] 上 的 某 个 非 空 函数 类 T([a,9]) 与 
之 对 应 . 

我 们 选取 这 样 的 薄 数 类 系 , 使 它 附带 有 这 样 的 条 件 : 当 c e [a,b] 时 及 


T(l[a, #}) = T([a, cjT([c， b]), 
此 时 称 之 为 正则 的 . 
设 纲 = {T(o, 避 )} 是 某 个 正则 的 类 系 , 又 设 对 于 每 一 类 T([a,9]) 定义 泛 函 
b 
T(f), 
就 是 说 , 对 T([a,) 中 的 每 一 个 函数 f 有 一 确定 的 实数 与 之 对 应 . 我 们 称 此 泛 函 为 积分 , 如果 对 
中 参考 第 八 章 82 的 定理 5. 
四 这 个 关系 的 精确 意义 是 这 样 的 : 在 [a, 忆 上 定义 的 函数 f(z) 当 并 且 只 有 当 那 时 属于 T([a, 5])， 


就 是 当 f(z) 只 看 作 在 [a,cl 上 定义 与 只 看 作 在 [c,8] 上 定义 时 的 两 个 肾 数 分 别 属于 T([a,cj) 和 
T([c, 0)). 
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于 任意 的 f e T([a,9]) 和 任意 的 ce [a,9] 有 


T(f) = (7) + Tf), (1) 
并 且 (对 于 ze [a,9)|) 
lim $f) = 人 (2) 


换言之 , 积分 是 连续 的 可 加 闭 区 间 函 数 . 

所 有 属于 函数 类 全 ([a, 引 ) 的 函数 , 称 为 在 [a, 上 人 可 积 . 由 类 系 T([a,b) 的 正则 性 的 条 件 
推 得 : 所 有 函数 在 [a,b] 上 为 了 可 积 时 一 定 在 含 在 [a, 趾 内 的 每 一 个 闭 区 间 @ [p,q] 上 也 是 了 可 
积 的 . 

现在 我 们 研究 所 引进 的 积分 的 抽象 概念 的 某 些 性 质 . 设 f(z) 在 [a,9] 上 定义 而 c e [a,9]. 如 
果 对 于 任意 的 6 > 0, 函数 f(z) 在 闭 区 间 [c -65,c 十 引 [a,b] 上 不 是 人 可 积 , 则 我 们 称 点 c 为 
f(z) 的 工 奇异 点 , 而 所 有 这 些 点 所 成 的 集 记 作 Sr(f; [a,9]). 有 时 代 蔡 ST(f; [a, 9]) 我 们 写成 
ST([a,9]), 或 者 ST( 了 ) 或 者 更 简单 地 甚至 记 作 S57. 

显然 , 在 [a,b] 上 是 工 可 积 的 函数 有 着 Sr([a, 中 ) = g. 其 逆 也 是 真 的 , 我 们 在 下 述 引 理 中 给 
以 证 实 . 

引 理 1 如 果 f(z) 在 [a,b|] 上 定义 而 不 属于 T([a, 引 ),， 则 
Sr(f;la,b)) #%. 
证 明 置 d = <， 闭 区 间 [a,d| 与 [a,b] 中 至 少 有 一 个 具有 这 种 性 质 : f(z) 在 其 上 不 是 
T 可 积 的 . 我 们 记 它 为 [a1,b], 而 置 di = 一 了 又 记 [az,b2] 为 [aa, di] 与 [di,b1] 中 的 闭 区 
间 , 在 其 上 f(z) 不 是 了 可 积 的 . 继续 这 种 手续 , 我 们 得 到 一 列 无 穷 个 闭 区 间 套 : 
[ob D [ab D [a2,b2] D+, 


在 每 一 闭 区 间 上 f(x) 不 是 了 可 积 的 . 

设 c 为 所 有 [an, bn 的 公共 点 . 如 果 0 > 0， 那么 对 于 足够 大 的 1 就 有 [an, bn| C [c 一 0,c 十 
0] [a, bl. 

从 而 得 到 , feT([c 一 6,c 十 0] [a, 可 ), 所 以 点 c 是 全 奇异 点 . 


引 理 2 集 S7r=Sr(fi[lo,b) 是 闭 的 . 


证 明 设 co e Sr 而 cn 一 c. 取 5>0. 如 果 足够 大 , 则 cn - c < 5, 因 此 
区 一 一 ;| [a,b] C [ec — 6,c+ 6]la, bl. 
2 2 
因为 f(z) 在 上 式 左边 所 表示 的 闭 区 间 上 不 是 并 可 积 的 , 所 以 它 在 [c 一 6,c + 引 [a, 上 更 加 
不 是 人 可 积 , 由 于 6 的 任意 性 , 就 得 到 c € ST, 因而 证 毕 . 
中 特别 , 如 果 fe TT([a,a]), 则 
T(f) = T(f) + T(f). 


即 工 (f) = 0: “在 点 ”上 的 积分 等 于 零 
@@ 特 别 在 每 一 点 ce [a,9] 上 是 T 可 积 的 . 
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今后 感 兴趣 的 是 这 种 情形 , 当 Sz 不 充满 整个 闭 区 间 [a, 可 . 在 此 种 情形 余 集 [a,48] 一 ST 旋 是 
由 有 限 个 或 可 数 个 两 两 不 相交 的 间隔 所 组 成 . 事实 上 , 如 果 ST = @, 则 [a, 0] 一 ST = [a,9. 如 果 
ST 关 2 而 设 [p,q] 为 包含 Sr 的 最 小 闭 区 间 , 则 2 


[a,b] — Sr = [a,p) + {lp, 9g] — ST} + (gq, 0b], 


剩 下 来 的 事情 只 要 回忆 到 集 [p,g] 一 ST 或 者 是 空 的 或 者 由 两 两 不 相交 的 区 间 所 组 成 ， 对 于 ST 
的 余 集 中 的 某 些 间隔 而 不 是 开 区 间 的 , 严格 说 来 需 有 相应 的 其 他 记号 , 但 我 们 今后 都 简单 地 记 作 
(an, bu), 可 是 没有 除去 那 种 例外 , 就 是 (an,bn) 中 的 某 一 个 事实 上 是 [an,bn) 或 (an,bn] 或 者 其 
至 于 是 [an,bn] (如 果 S57 = 2). 

我 们 假定 , 被 研究 的 是 两 种 积分 T 和 T。. 如 果 所 有 函数 是 TL 可 积 时 一 定 是 Tz 可 积 , 且 两 
个 积分 值 一 致 , 那么 称 积分 T2 比 Ti 更 为 广义 . 

我 们 要 指出 , 从 任意 一 个 积分 了 (在 其 本 身 定义 中 , 应 该 引进 在 了 可 积 函 数 类 T([a, 刀 ) 的 正 
则 系 Mt 上 的 表示 ) 出 发 可 以 建立 其 他 更 广义 的 积分 T.. 

为 此 目的 我 们 对 于 新 的 积分 首先 应 该 定义 积分 函数 类 的 正则 系 . 我 们 约定 定义 在 [a, 8] 上 的 
函数 f(z) 属于 T([a, 是 ) 当 且 仅 当 它 满足 下 列 三 个 条 件 : 

1) 集 ST = Sr(f; [a,4) 在 [ab 上 为 疏 集 且 函数 f(z) 在 该 集 上 是 依照 勤 贝 格 意义 可 积 的 旦 . 

2) 如 果 {(an,bn)} 是 Sr 的 余 区 间 的 全 体 , 则 对 于 每 一 个 存在 着 有 限 的 极限 


B 
加 = lim T(f) (an <a<B<bn,a nm an, bn). 


3) 如 果 @ 
Wh = sup 


fp)| (as <a<B<b,), 
则 
> Wn << 十 oo. 


我 们 要 说 明 类 系 T,([a,) 的 正则 性 . 首先 假设 f(z) e T([a,9]). 则 ST(f;[a;) = 二 儿 而 
(an, bn) 就 归结 到 一 个 闭 区 间 [a,49]. 已 经 指出 (参阅 本 页 脚注 @), 我 们 的 函数 是 满足 第 一 个 条 
件 的 . 第 二 个 条 件 对 于 它 也 是 满足 的 , 因为 由 (2) 式 , 当 a<a<B8<b,a 一 a,8 一 b 时 有 

lim T(f) = T(f). 
最 后 , 对 于 f(z), 第 三 个 条 件 也 是 满足 的 , 因为 根本 只 有 一 个 (有 限 的 !) 数 W. 
因此 ， 
T([a, b]) C T:([a, b]), 
所 有 的 类 T,([a,9]) 不 是 空 的 . 

其 次 , 设 f(z) eT,([a, 趾 ) 及 @ a < c <b. 研究 集 ST(f;[a,d). 易 见 它 是 集 ST(f; [ao 可 ) 的 

子 集 , 因此 是 在 [a,c] 上 的 玻 集 , 而 函数 f(z) 在 其 上 是 依照 勒 贝 格 意义 可 积 的 . 因此 , 函数 f(z) 
@ 当 p=a 时 [c,p) = &. 
四 当 mSzr = 0 时 这 个 条 件 恒 满 足 , 因而 当 Sr = @g 时 更 加 成 立 . 
第 二 个 条 件 保证 了 数 Wh 的 有 限 性 


四 当 c=a 及 c<=5 时 显然 成 立 . 事实 上 , 如 果 f(z) 在 ro 上 有 和 定义， 那么 不 依赖 于 它 是 否 在 该 
点 为 T- 可 积 ， f(z) 一 定 属于 类 T» ([z0, zo]). 
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在 闭 区 间 [a,cl 上 满足 条 件 1). 设 
[o,c — Sr(f; [a, od]) = bs bn). 
如 果 ce Sr(jJi [a,d), 那么 这 里 所 出 现 的 每 一 个 区 间 (an, bn) 是 整个 集 ST(f; [a, 中 ) 关于 闭 
区 间 [a,4] 的 余 区 间 . 如 果 是 cEST(f; [a, o]), 那么 对 于 所 有 的 (an, bn), 除了 可 能 个 别 的 间隔 取 


形式 @ (an。,c] 者 外 也 是 那样 . 从 这 个 情况 直接 可 以 得 到 条 件 2) 和 3) 的 满足 必须 f(z) 属于 类 
7T,([a, dj). 同 理 可 以 证 明 f(z) € T,([c, 09]). 因此 


T.([a, b]) C T,([a, c])T. {Ic, b]). 


相反 的 包含 式 可 以 用 相似 的 讨论 建立 起 来 . 

这 样 , 类 系 Tv{[o, 如 ) 是 正则 的 . 现在 我 们 对 于 每 一 个 f e T.([a,), 借助 于 下 式 来 定义 泛 函 
b 
T.(7) 的 值 : 


UD fdz (3) 


这 个 定义 是 合适 的 , 因为 |In| < Wn, 因此 级 数 2 I 绝对 收敛 . 
注意 到 下 面 的 事实 是 有 益 的 , 即 对 于 所 有 工 可 积 的 函数 f(x) [我 们 已 经 在 上 面 提 到 过 它 是 属 
于 了 (fo, 避 ) 的 ] 有 


b b 
(用 = T(f), 


因为 (3) 式 右 方 的 积分 不 出 现 , 而 袜 1" 变 成 一 个 被 加 数 下 ( 用. 
我 们 有 另外 一 种 最 简单 的 情形 , 就 是 当 [ao, 蛋 上 只 有 a 点 和 bb 点 是 工 奇异 点 时 . 在 此 情形 下 ， 


TH = limT() (ae<a<B<ba 一 a;8 一 中. 
根据 这 个 简单 的 说 明 , 由 (3) 式 即 得 


END= DED+D ,fa 


我 们 要 说 明 , 这 样 定 义 的 泛 函 (f) 是 本 节 开 始 时 所 给 意义 下 的 积分 , 也 就 是 说 , 作为 闭 区 间 
[a 可 的 函数 , 它 是 可 加 和 连续 的 . 
设 上 FET.([ab) 及 a <c<b. 显然 ， 


Sr(f;la,b)) = Sr(f;[a, od)) + ST(f;[c, 0)), 
并 且 , 写 在 右边 的 两 个 集 或 者 是 不 相交 , 或 者 只 有 一 个 公共 的 点 . 从 而 得 到 


一 ad 
(1) 人 yzjaz 一 (加 人 fad + (D) . fodz, (4) 


并 且 右 边 的 两 个 积分 存在 且 有 限 . 
中 可 是 , 可 能 ST(f;[a,qd) = g. 那么 所 述 的 例外 情形 就 是 闭 区 间 [a, c] 本 身 . 
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其 次 , 设 
[a,b) — Sr(f; [a,b]) = > (an,bn). 


关于 点 c 可 以 做 三 个 假定 : 它 属 于 两 个 集 ST([a,c]) 和 Sr([c, 引 ), 它 不 属于 其 中 任何 一 个 ， 
它 属于 其 中 一 个 但 不 属于 其 他 一 个 . 对 于 这 三 种 情形 讨论 是 非常 相似 的 , 所 以 我 们 只 研究 其 中 的 
第 一 种 情形 . 在 这 个 情形 区 间 (an, bn) 所 组 成 的 整个 集 分 解 成 两 个 不 相交 的 子 集 , 一 个 是 由 位 在 
c 点 左边 的 区 间 所 组 成 , 一 个 由 位 在 c 点 右边 的 区 间 所 成 . 由 不 言 而 喻 的 记号 有 
Smh=Y I+ 
[a,b) [a,c] [c,b] 
从 而 再 由 (4) 式 就 推出 吕 
TL(f) = 全 (f+.(f). (5) 
于 是 , 泛 孙 TT。 是 可 加 的 闭 区 间 哨 数 . 我 们 现在 要 证 明 , 当 f € 7T,([a,0]),z € [a,b],c € [a,5] 
及 XxX 一 c 有 
lim 人 =T.(/). (6) 
为 确定 起 见 假设 x < c. 那么 我 们 可 以 认为 c = b、 关于 点 b 可 以 做 三 个 假定 : 它 不 属于 集 
ST(f; [a, 中 ), 它 是 该 集 的 孤立 点 和 它 是 该 集 的 极限 点 . 
在 开始 两 种 情形 时 讨论 几乎 是 自明 的 . 事实 上 , 如 果 5ESzr(Fifa,i), 则 咕 数 在 [p,9] 上 是 工 
可 积 的 , 只 要 p 足够 的 接近 于 b. 因此 , 对 于 这 种 p, 有 


b b 
T.(f) = Tf) 


在 这 种 情形 
T.(f) = lim T(7), (7) 
于 此 p<zx<6b,z 一 4b. 但 因 
TD = 工 (7 
则 代替 (7) 式 可 以 写成 
b 立 
T.(f) = lim T.(f), 
还 要 注意 到 i 和 
Ts) Se T:(f) = T.(f) = T.(f). 
如 果 b 是 ST(f; [a 昌 ) 的 孤立 点 , 那么 当 p 足够 接近 b 时 ,b 点 是 在 闭 区 间 fp, 9 上 唯一 的 奇 
异 点 . 根据 定义 T,(f) 又 将 满足 (7) 式 , 因此 和 上 述 情形 一 样 可 以 完成 证 明 . 
最 后 , 我 们 讨论 主要 的 情形 , 当 b 是 ST(f; [fa 如 ) 的 极限 点 . 在 此 情形 , 点 b 不 是 ST(f; [a, 呈 |) 
的 余 区 间 的 任何 一 个 (an, bn) 的 右 端 , 而 这 些 区 间 的 个 数 显然 是 无 穷 的 . 又 注意 到 , 取 <s >0 及 
选择 这 样 的 N, 使 
>. Wh < E. (8) 


n>N 
四 我 们 假定 了 a < c <b. 但 对 a=c 及 c=b 时 (5) 式 显然 成 立 , 因为 由 T,.(f) 定义 本 身 明 显 地 
是 T.(f) 二 三 
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这 样 的 N 的 存在 是 由 条 件 3) 得 到 的 , 条 件 3) 是 f(z) 应 该 满足 的 . 
又 记 这 样 的 6 > 0 使 由 不 等 式 b 一 6 < z < 可 导出 不 等 式 


下 

(1) L. i fa 
记 B 为 点 b— 0, b1, b2,. .+ ,bn 人 区 > 8B. 
如 果 z € ST([z,), 则 由 区 (Ff) 的 定义 有 


< E， (9) 


b 
T.(f a t)dt, 10 
FD- Dt ) 人 71 (10) 
其 中 M 是 使 (an,bn) C [z, 相 的 n 全 体 所 成 之 集 . 显然 , 对 于 所 有 这 些 n 有 n> N, 因此 
> (GD 
nE€EM n€EM 


如 果 是 zEST([z,9]), 则 可 找 出 这 样 的 m, 使 ao < z < bm. 显然, 这 时 mm > N. 那么 代替 
(10) 式 有 


Lf) = Pf) + DI +(L) 人 fa (12) 
nEM 
但 是 , 
Ff) = limT(f) (z <y < bm,z— bm), 
因此 


至 “Wn ee 
从 而 , 考虑 到 (9) 式 和 (11) 式 , 显然 地 , 当 z > 有 时 有 

芷 CD -至 CO|= 
因此 , 在 这 情形 下 , (6) 式 是 真 的 , 随 之 而 得 到 T.(/) 实际 上 是 积分 @ 


£0)| < 3e. 


87. 狭义 的 当 茹 瓦 积分 


现在 , 最 后 , 我 们 要 给 出 “狭义 ”的 当 茹 瓦 积分 的 定义 . 为 此 目的 首先 我 们 建立 一 串 愈 来 愈 广 
义 的 积分 超 限 序列 (8 + 1 型 ), 这 些 积分 我 们 称 之 为 在 [a, 65] 上 定义 的 函数 f(z) 的 De 积分 , 记 
作 


b 
(De) / f(z)dz. (1) 
积分 (1) 是 用 归纳 法 定义 的 . 也 就 是 说 , 对 于 
b 
(Do) J f(z)dz 
我 们 直接 理解 为 勒 贝 格 积分 
(L) 下 f(z)dz. 
现在 假定 , 对 于 所 有 的 上 < 7 我 们 已 经 定义 了 积分 (1) , 其 中 2 7 < f2, 且 由 1 < 上 <7 得 
@ 同 时 比 7( 有 ) 更 为 广义 


多 以 后 会 明白 , 为 什么 积分 (1) 对 于 上 > 8 不 加 讨论 . 
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出 积分 De， 比 De， 更 为 广义 . 如 果 9 是 第 一 种 的 数 而 7 - 1 为 适 在 其 先 的 数 , 则 置 


b 

TCD) = (Dr) f f(a)as, 

我 们 用 下 列 公式 来 定义 积分 D,: 
b b 
(pn) f f(s)dr = 时 (站 
如 果 是 第 二 种 数 , 那么 我 们 把 所 有 在 [a, 相 上 De 可 积 的 函数 f(z) 的 全 体 作为 函数 类 万 ， 
其 中 上 < n. 目 定义 
b b 
(Du) /ylejaz = (De) f f(s)ao, 


其 中 6o 是 上 述 € 中 的 最 小 数 @. 因此 , 如 果 9 是 第 二 种 的 数 , 则 D 可 积 函数 类 就 是 所 有 De 可 
积 函数 类 (对 于 所 有 & < 7) 的 和 集 . 因此 我 们 给 出 的 积分 (1) 可 以 利用 记号 写成 


Do=L, D",= (Dr-1),,D» = > 


所 < 人 
并 且 第 二 个 关系 式 必 须 当 7 是 第 一 种 数 时 被 采用 , 而 第 三 式 当 ?7 是 第 二 种 数 时 适用 . 
特别 , 取 & = 只 , 我 们 就 得 到 “和 狭义 ”的 当 茹 瓦 积 分 . 


定义 ”积分 
b 
(i / f(z)dz (2) 
称 为 在 fe, 上 定义 的 函数 f(z) 的 狭义 的 当 匣 瓦 积 分 . 
如 同 我 们 已 经 提 到 过 的 , 这 个 积分 常 被 称 为 当 范 瓦 _ 佩 龙 积分 . 通常 代替 (2) 式 写成 @ 
b 
(D) / f(z)dz. 
这 样 , 函数 依 当 茹 瓦 意义 可 积 的 也 是 对 于 某 些 上 < 1 为 De 可 积 的 , 因此 利用 上 面 用 过 的 记 
号 , 可 以 写成 形式 
De 


< 


又 如 果 这 些 上 中 最 小 的 是 &0, 则 
b b 
(D) / f(z)dz = (De ) / Fla 


现在 我 们 要 讨论 引信 的 积分 的 某 些 性 质 . 


定理 1 “如果 函数 f(T) 在 [a,8] 上 对 于 某 一 & < 只 是 De 可 积 的 , 那么 它 在 [a, 上 对 于 
满足 不 等 式 & < << 2 的 所 有 是 D,， 可 积 的 , 并 且 


b b 
(pn) f f(s)dz = (De f f(s)as. 


@ 容 易 看 到 , to 必定 是 第 一 种 的 数 , 显然, 泛 函 (Dw) / “f(z)dz 是 6 意义 下 的 积分 
@@ 有 时 写成 (DJ f fw)ar. 
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证 明 ”首先 对 于 上 = 0 证 明定 理 ， 当 ) = 0 时 我 们 的 定理 自然 是 对 的 .假设 对 于 所 有 的 
n < 5, 其 中 0 < 5 < 2, 定理 已 经 被 证 明 . 如 果 ( 是 第 一 种 的 数 , 那么 定理 的 正确 性 由 积分 邢 比 
T 更 为 广义 可 知 . 如 果 ¢ 是 第 二 种 的 数 , 那么 问题 便 直接 归 到 当下 标 是 第 二 种 数 时 积分 (1) 的 定 
义 . 这 样 , 当 & = 0 时 定理 已 经 证 明 . 设 定理 对 于 所 有 的 & < a, 其 中 0 < a < 9 时 为 已 证 . 要 证 
明定 理 当 & 二 a 时 也 是 真 的 . 

定理 当 n 二 a 时 为 正确 是 显然 的 . 假设 它 对 于 所 有 的 < C, 其 中 a < C < 0 是 真 的 . 如 果 
C 是 第 一 种 的 数 , 那么 定理 的 正确 性 如 同 以 前 一 样 可 以 得 到 . 设 < 是 第 二 种 的 数 , 则 函数 的 D。 可 
积 性 是 明显 的 . 同时 

b b 
(De) / f(z)dz = (Dg) / f(z)dz, 


其 中 8 是 使 得 函数 为 Dy 可 积 的 7 的 最 小 数 . 显然 , 8 < a. 如 果 8 = a, 则 定理 已 经 证 得 , 如 果 
8 < a, 则 定理 由 归纳 法 的 假定 可 以 引出 , 因为 归纳 法 的 假定 表示 对 于 所 有 的 & < a 时 定理 是 真 
的 , 而 这 就 是 所 要 证 明 的 . 

已 证 的 定理 可 以 简写 为 :上 愈 大 , 则 积分 De 愈 是 广义 . 

在 [fa,b 上 定义 的 函数 f(z) 的 De 奇异 点 所 成 之 集 我 们 约定 记 作 Se(f; [a,). 有 时 我 们 也 
用 下 列 更 为 简单 的 记号 : 

Sella,b]), Se(f), Se 

中 的 一 个 来 表示 它 . 

由 定理 1 直接 可 以 推 得 , 当 & < n 时 是 Se 2 5，. 


定理 2 ”要 使 在 [a,] 上 定义 的 函数 f(T) 为 D 可 积 的 必要 且 充 分 的 条 件 是 


T Se(f;lo,b) = %. (3) 
tt<n 
证 明 设 f(z) 在 [a,b] 上 为 DD 可 积 . 那么 它 在 [a, 上 对 于 某 一 个 & < 是 De 可 积 的 ， 
且 对 此 上 有 Se(f; [ae 中) = Bg. 所 以 条 件 (3) 的 必要 性 已 证 . 条 件 (3) 的 充分 性 由 康 托 尔 -贝尔 
的 定 态 原理 @ 可 以 推出 , 因为 当 (3) 满足 时 可 以 找到 这 样 的 &, 使 Se(f; [a, 划 ) = @, 而 这 就 表示 
f(z) 在 [a,b] 上 为 De 可 积 . 
在 本 节 之 末 我 们 要 谈 到 这 个 问题 , 为 什么 不 就 5 > 1 时 来 讨论 积分 (1) . 问题 在 于 , 如 果 我 
们 希望 由 公式 
Dor+i = (Dn). 


引进 积分 Do41, 那么 它 已 经 不 能 导出 更 广 的 可 积 函 数 类 .事实 上 , 假设 在 [a,8] 上 定义 的 吗 数 
f(z) 在 该 闭 区 间 上 为 依 Do+l 的 意义 可 积 而 依 Da 的 意义 不 可 积 . 在 这 种 情形 下 点 集 Sm( 了 ) 在 
[a,b] 上 为 朴 集 而 f(z) 在 Sn(f) 上 是 可 和 的 . 对 于 Sn(f) 的 余 区 间 的 全 体 记 作 {(an, bn)}. 那么 
对 于 其 中 每 一 个 , 当 au < a < 86 < ba 一 an， B 一 bn 时 存在 着 积分 的 有 限 极限 


8 
(Do) / f(r)dz. (4) 


固定 数 mw， 而 设 aa < Bial >az>as>.… ,< < Bs ,ak 一 an 一 bn 


中 参考 第 十 五 章 83 . 


§8. 下 哈 盖 定理 . 439 . 


那么 在 每 一 个 闭 区 间 [ax, Bk] 上 我 们 的 函数 应 该 是 Do 可 积 , 而 这 个 就 表示 对 于 每 一 个 自然 
数 k 存在 着 这 样 的 数 & < 12, 使 得 f(z) 在 [wk,Bk] 上 是 De， 可 积 . 由 于 数 & 的 全 体 至 多 为 一 
可 数 集 , 那么 应 该 可 以 找到 大 于 所 有 & 的 数 mn < 8. 根据 同样 理由 可 以 找到 大 于 所 有 7n 的 数 
6< 81. 显然 , f(z) 在 位 于 [a,6| 中 的 , 与 Sn(f) 不 相交 的 每 一 个 闭 区 间 [a, 8] 上 是 De 可 积 的 . 

从 而 推出 集 Sc(f) 及 So(f) 是 重合 的 , 且 在 (4) 中 可 以 代替 记号 Do 换 以 De. 所 有 这 些 
也 表示 了 f(z) 是 依 De+1 意义 可 积 的 . 但 是 后 者 与 假定 f(z) 是 依照 Do 意义 不 可 积 的 事情 巴 
盾 . 


88. 下 . 哈 盖 定理 


在 1921 年 德国 数学 家 工 . 哈 盖 证 明了 , 佩 龙 积分 比 狭义 的 当 茹 瓦 积分 更 为 广义 巴 . 此 地 我 们 
要 陈述 这 个 结果 . 


引 理 1 设 在 [a,b] 上 定义 的 函数 f(z) 在 每 一 个 闭 区 间 [a, 68] 上 为 (P) 可 积 , 其 中 a < 
B <b. 如 果 存 在 着 有 限 的 极限 , 
J = lim(P) 下 f(z)dz, 
则 f(z) 在 整个 闭 区 间 [a, 上 为 (P) 可 积 , 且 


b 
(P) 站 f(z)dz = (1) 


证 明 置 bo=a 及 
bn = (mn 一 1,2,3,….). 


显然 bo < bi < bz < … 和 bn 一 b. 在 每 一 个 闭 区 间 [bi,bp] 上 , 函数 f(z) 是 (P) 可 积 
的 . 我 们 取 某 个 <s > 0. 对 于 每 一 个 自然 数 n 在 闭 区 间 [56%_1, bn] 上 存在 着 函数 f(x) 的 这 样 的 上 
函数 Un (x) 使 


bn 
Un (bn) < (P) / f(z)dz + 二 
利用 这 些 上 函数 我 们 对 于 a < x <b 作 函数 M(z) 如 下 : 置 


M(x) = U(x), agz < hh, 
M(z) = Ui(bi)+ U2(7), 当 b1 < x < bo, 


ne 


eR 


因为 Un,(bn-1) = 0, 故 M(z) 是 连续 的 , 且 对 于 [a,b 中 任意 的 zx, 有 
DM(7) > -00, DM(7) > f(z). (2) 


外 我 们 使 用 这 个 术语 是 按照 在 86 中 已 给 的 意义 . 因此 , 每 一 个 积分 了 比较 它 自身 是 “更 广义 ” 
的 . 特别 , 所 讨论 的 情形 恰好 属于 这 一 种 状态 , 因为 我 们 在 下 面 要 证 明 , 事实 上 积分 P 和 DD 是 一 
样 的 . 
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我 们 要 证 明 有 限 的 极限 
lim M(z) (3) 
存在 . 
根据 Un (z) 的 定义 本 身 有 


0< Un(bn) - (P) f(z)dr < 吉 (oa = 1,2,3,.…), 


因此 级 数 
oo bn 
to) (Pf tan 
是 收敛 的 , 且 其 和 小 于 e. 另 一 方面 级 数 


Co bn, 
DP fa 
是 收敛 的 , 其 和 为 J. 从 而 推 得 级 数 
>, Un (bn) (4) 
的 收敛 性 且 其 和 小 于 J 十 &. 
现在 假设 bn_1 TIS bn,. 则 
I I E 
(P) 人/ f(Dat < Un(z) < (P) 1 f+ 去 (5) 


如 果 z 一 b, 则 n 一 oo 而 不 等 式 (5) 的 最 后 项 趋向 于 零 . 因此 , lim Un(z) = 0. 从 而 推 得 
极限 (3) 的 存在 , 并 且 等 于 级 数 (4) 的 和 . 记 此 极限 为 M(b), 那么 我 们 得 到 函数 M(z) 是 在 整个 
[a,b] 上 定义 和 连续 的 . 但 是 我 们 还 不 能 称 它 为 函数 f(z) 的 上 函数 , 因为 不 等 式 (2) 当 zx = 时 
不 一 定 满足 中 . 

我 们 要 证 明 , 从 M(z) 出 发 可 以 建立 函数 U(z), 使 它 在 整个 [a,9] 上 是 f(z) 的 上 函数 . 为 
此 记 S(z) 为 M(z) 在 闭 区 间 [zx,b] 的 振幅 . 显然 S(z) 是 定义 在 fa, 臣 上 的 递减 的 非 负 函数 , 且 
S(b) = 0. 也 不 难 证 明 S(z) 在 [a,b] 上 是 连续 的 . 

取 点 c(a < c < b) 这 样 地 靠近 b, 使 得 S(c) < s, 引进 函数 U(z) 如 下 : 置 


M (zh)， asgsge 
pe VE -VE 和 
Fe -BN 
显然 , U(z) 在 [a, 8] 上 连续 , U(a) = 0 而 当 ag<z<c 时 有 
DU(7z) > -co，DPU(z) > f(z). (6) 


中 自然 , 重要 的 是 不 排除 DM(b) = -co 的 情形 , 因为 函数 f(z) 可 以 在 点 z =b 加 以 改变 , 这 样 
并 不 影响 它 的 (P) 可 积 性 . 
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当 z = c 时 不 等 式 也 显然 是 满足 的 , 如 果 DU(z) 了 解 为 左下 导数 . 我 们 要 证 明 , 当 x € [c, | 
时 关系 式 (6) 是 成 立 的 . 设 z 及 z+Ar 是 [c 刀 中 的 不 同 的 二 点 . 则 
U(z+Az)—- Uz) -Miz+Az) 一 Mtz) SC+Az) 一 3(z) 


Ar rz Ar 
e Vb-z-Arz—-vVb-z 
VD 一 ec Ar 
因为 两 个 函数 S(z) 及 Vb 一 z 都 是 减 函 数 , 故 
UV(z 十 Az) 一 ULz) 二 MI(z + Az)— MI(z) 
r 加 Arz 
而 当 z 关 b 时 关系 式 (6) 之 正确 性 由 (2) 式 得 出 . 
另 一 方面 , 如 果 c 乏 0 一 六 < 六 则 
UQ@- 站 -0 _ MCG- Mb- Sb-h) ,ee 工 
一 ,pe 
由 定义 , S(z) 有 M(b 一 h) -- M(b) < S(b 一 hh), 因此 
U(b—h)— UI(b) 
—h Wo-e Vp 
从 而 推 得 U'(b) = 二 oo, 即 当 x = b 时 不 等 式 (6) 成 立 . 因此 V(z) 是 f(z) 的 上 项 数 . 同时 


U(b) = M(b) + S(cj+e 


而 因此 U(5) < J 十 3e. 

用 相似 的 方法 可 以 建立 函数 f(z) 的 下 函数 Y(z), 且 V(b) > 了 一 3s. 由 于 e 的 任意 性 由 上 
所 述 乃 得 出 f(x) 在 整个 [a,b] 上 是 (P) 可 积 的 . 至 于 等 式 (1) 由 佩 龙 不 定 积分 的 连续 性 即 明 . 

引 理 2 。 如果 1) f(z) 定义 于 [4,6] 且 在 每 一 个 [a,b] 上 为 (P) 可 积 , 其 中 @a < a <b,2) 
存在 着 有 限 极 限 ， 

lm(P) / f(s)az, 

则 f(z) 在 整个 [a,b] 上 为 (P) 可 积 . 

证 明 ”代替 f(z) 我 们 考察 函数 f*(z), 它 在 [-b, 一 a] 上 由 f*(z) = f(z) 所 定义 . 如 果 
a<a<b 及 U(r) 是 f(z) 在 [a,b| 上 的 上 函数 , 则 函数 


UV"(z) =U(b) — U(-z) 


是 f"*(z) 在 [--b, 一 a] 上 的 上 卫 数 , 因为 
U"(z+h)—U(z) U(-z—h)—U(—z) 
h 》 


因此 
PU (z) = DU(-7). 
因为 [7”(-a) = U(b), 故 inf{U* (一 Q)} = inf{U(b)}. 依靠 这 个 事实 容易 说 明 产 (z) 在 闭 区 
间 [--b, 一 a] 上 满足 引 理 1 的 所 有 条 件 . 自然 , f*(z) 在 [--b, 一 a] 上 为 (P) 可 积 , 而 此 事 与 f(z) 
在 [ab 上 为 (P) 可 积 是 等 价 的 . 
结合 上 述 两 个 引 理 , 就 得 
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定理 1 如果 函数 f(z) 定义 于 [a, 串 , 在 每 一 个 [a, 8B] C [a,b] 上 是 (P) 可 积 的 , 且 存 在 着 
有 限 极 限 


B 
im(P) / f(z)dr (a—a+t+0, 8B—b— 0), 
则 f(z) 在 整个 [a,b] 上 是 (P) 可 积 的 . 
为 了 今后 需要 我 们 证 
引 理 3 设 在 [a,b|] 上 分 布 了 可 数 个 闭 区 间 [ak, bk], 两 两 没有 共同 内 点 . 设 函 数 f(z) 定义 
于 [a,0], 在 区 间 (ax, bi) 之 外 等 于 0, 而 在 每 一 个 [ak,bk] 上 为 (P) 可 积 . 如 果 


Wi 一 SUP 


3 
(Pp)/ tojaz| 全 过 二 人 站 总 刘 


Sw = H < +oo, 
则 对 于 任意 的 & > 0, 对 于 f(z) 亨 在 着 这 宰 的 上 画 上 U(z), 使 
U(b) <3 末 +e. (7) 
证 明 设 Mk(z) 是 f(z) 在 闭 区 间 [ax,bk] 上 的 这 种 上 函数 , 使 


bk 
Mi (bk) < (Pf f(z)dzr+ Pp 


因为 对 于 [axk, bk] 上 所 有 的 zx 有 


(P)f fat < Mme) < (Pf odet 3 


—Wr < Mi (Zz) < Wk 十 一 一 一 3. rT 


记 M(t) 依次 在 闭 区 间 [ax, bx], [ak,z] 及 [x,bx] 上 的 振幅 为 Re, Pk(z) 及 Qk(z). 则 
0O< P(r) < Re, 0 < Qk(r) < Rk, 


P.(ak) = 0,Qk(bk) = 0, Pr(z) 及 Qk(z) 在 [ak,bk] 上 连续 , 且 PP(z) 为 增 隙 数 , Q(zZ) 为 减 
函数 . 
今 证 Rx ss 


则 


(P) pn Od +t Fr > Ma) > (7) 局 fa 
(P)f fat < MO) < (P) fat+ Fr 


从 而 
(P)f ta- 5 < Mely) — Me(®) < (P)f tat+ 5 
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因此 ， 
[Mx(y) — Mk(z)| < Wk 十 
由 此 也 证 得 了 所 要 求 的 Rk 的 估计 . 
在 整个 fa, 避 上 定义 郴 数 序列 {pk(z)} 如 下 : 


Te 


0， 当 a < x < ax; 
Pk(T) = 4 Mi(z)+ Re+P(T) — Qir(z), Gar Sz bx; 

Mx(bk) + 2Rk, 当 b. <r<b. 
所 有 这 些 函 数 是 连续 的 , 且 
0 < pk(T) < 3Wi 十 2 

今 证 , 函数 
Ul(z) = ee 
是 所 要 求 的 函数 . 等 式 U(a) = 0, 不 等 式 (7) 及 的 连续 性 是 明显 的 . 剩 下 来 要 证 的 是 
ZU(z) > -co， DU(z) > f(z). 


我 们 只 就 右 导出 数 呈 忆 ,V(z) 加 以 证 明 , 因为 对 于 左 导出 数 刀 _U(z) 论证 几乎 是 相似 的 ( 虽 
然 稍 许 复杂 些 ). 
设 a < zo <b. 如 果 找 到 这 样 的 i 使 ai < zo < bi, 则 对 于 足够 小 的 h>0 有 ai< zo+h< 
bi, 因此 对 于 此 关 i 时 是 px (Zo 十 hh) = pk(z), 因此 
U(zo 十 尹 ) 一 U(zo) = yi(zo +h) 一 pi(zo) > Mi(zo + h) 一 Mi(zo). 
从 而 立即 可 以 推 得 两 个 不 等 式 
DiU(z0) > -co， 了 ,U(zo) > f(z0). (8) 


现在 假定 这 种 i 不 存在 . 那么 zo 处 于 所 有 区 间 [ax,bk) 之 外 而 因此 f(zo) = 0. 我 们 取 任 何 
一 个 自然 数 k， 如 果 Bb. < zo, 则 对 于 任意 的 及 > 0 有 pk(zo 十 hh) = wk(zo). 如 果 姑 > zo, 则 也 
是 ak > zo (因为 否则 是 ak < zo < bx). 可 见 wk(zo) = 0 < pxr(zo 十 hh). 这 样 , 当 hh > 0 及 任意 
的 上 就 有 wk(zo) < pk(Zo 十 h). 但 由 DU(zo) > 0, 就 再 次 的 得 到 (8) 式 是 满足 的 . 引 理 证 毕 . 


现在 我 们 来 证 明 以 后 论断 的 基础 
定理 2 ”如 果 积分 伴 (1) 比 佩 龙 积分 狂 义 四 ,那么 它 的 推广 积分 下 (了 ) 也 比 假 龙 积分 狭义 ， 
@ 右 导出 数 是 序列 Ce 一 co 的 极限 , 其 中 hi 0 和 > 0. 同 理 , 代 之 以 hs < 0 就 
大 


得 到 左 导出 数 的 定义 。 ， 
这 就 是 说 , 积分 (P) 三 f(z)dz 比 (7) 更 为 广义 (依照 86 的 意义 )， 
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证 明 设 f(z) 在 [a,86] 上 是 T, 可 积 但 在 该 六 区 间 上 不 是 了 可 积 , 记 其 T 奇异 点 全 体 为 
9, 而 以 (ak, bx) 表示 9 的 余 区 间 . 根据 定理 1, 函数 f(z) 在 每 一 闭 区 间 [axk, bk] 上 为 PP 可 积 ， 


取 = > 0, 可 找 出 这 样 的 m, 使 


加 Wi < E， 
大 王 Tm 十 1 
于 此 , 如 同 前 面 一 样 ， 
8 a 
Wr = sup ge = sup (P) / flzjdzl (akr <a< 8B< bk). 


我 们 用 下 列 方式 定义 三 个 函数 p(zj,q(z)j,r(z)}: 


f(x),， 当 ze 》_(ak,bk)， 
pP(zZ) = wi m 
0， 当 zeiaij 一 D(ax, bx); 
om 
f(z)， 当 ze (ak bxk), 
9q(z) = i 
0， 当 ze[la, 如 一 > (ak bk); 
此 二 Tn 十 
flz)， 当 ze9， 
T(z) = 
0, 当 z ela,b]—s. 


显然 ， 
f(z) = p(7) + q(z) + 7(7). 
函数 r(z) 在 [a,8] 上 是 可 和 的 , 这 就 是 说 , 它 在 财 区 间 上 是 P 可 积 的 , 且 


(P) J Cr ’ a J f(z)dz. 


函数 p(z) 在 [c, 蝇 上 也 是 PP 可 积 的 . 事实 上 , 已 经 在 上 面 注意 到 , 函数 /(z) 在 每 一 个 [ax, bx] 
上 是 可 积 的 ， 如 果 在 两 点 ak 及 bi 改变 函数 值 , 使 之 等 于 0, 那么 并 不 改变 它 的 已 可 积 性 , 也 
不 改变 它 的 积分 值 . 因此 函数 p(z) 在 闭 区 间 [ax, bk](k = 1,2,… ,m) 上 是 P 可 积 的 . 但 在 集 


[a,9] 一 》 (ax,bk) (这 只 是 有 限 个 闭 区 间 之 和 ) 上 函数 是 0, 显然 是 P 可 积 的 . 因此 , p(z) 在 整 
个 [a, 机 上 为 局 可 积 , 且 


b mm bk mm 
(P) pw)ar = SP) “trae = Dn, 
和 k=1 Qk k=1 


于 此 规定 , 
= lim T(F) (a oo ax + 0,8 — bx — 0). 
由 于 p(z) 及 r(z) 的 PP 可 积 性 (及 已 经 指出 的 已 积分 值 ) 可 以 找到 它们 的 这 种 上 邑 数 Uz(z) 
及 Ur(z) 使 


U0) < Dtevrld) <(D) f sa)dz+e 
k=1 S 
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最 后 , 由 引 理 3, 对 于 g(x) 存在 着 这 样 的 上 函数 Us(z), 使 U,(b) < 4e. 
置 
U(z) = Up(z) + Us(z) + UL(z). 


那么 (参看 82 引 理 1 的 推论 ) V(z) 是 f(z) 的 上 函数 , 且 


U(b) < > 二 站 f(z)dz + 6e. 
大 二 1 5 


另 一 方面 ， 
ba 有 hy Wh < €. 
矿 二 7?n 十 1 kk 二 mm 十 1 
可 见 
UW) < Dh + 0) f fs)ads + 7e, 
k=1 S 
也 就 是 ， 
b 
Ub) < Tlf) +7e. 
剩 下 来 的 事情 是 显然 的 . 


现在 已 经 容易 证 明 我 们 所 感 兴趣 的 定理 了 . 

定理 3 (T. 险 盖 ) ” 佩 龙 积分 比 狭义 的 当 茹 瓦 积 分 更 为 广义 ， 

证 明 所 有 DD 可 积 的 画 数 对 于 任意 的 5E< 2 都 De 可 积 . 因此 只 要 证 明 下 列 的 命题 就 够 
了 : 如 果 上 函数 对 于 上 < 〖 是 De 可 积 , 那么 它 是 已 可 积 的 且 两 个 积分 (P) 及 (De) 相同 . 当 上 = 0 
这 个 命题 是 真 的 . 假设 这 个 命题 对 于 所 有 的 上 < 7 是 真 的 , 而 设 f(z) 是 D， 可 积 的 . 如 果 7 为 


第 二 种 的 数 , 那么 命题 对 于 这 种 7 的 成 立 很 显然 . 如 果 7 是 第 一 种 的 数 而 ?了 一 1 是 适 在 其 先 的 数 ， 
那么 由 我 们 命题 的 假定 已 知 对 于 积分 D,-1 是 真 的 , 援引 


Do = (Dr-1)*， 


再 用 定理 2, 就 得 到 定理 的 证 明 . 


, $9. II. C. 亚 历 山 德 罗 夫 - 工 . 罗曼 定理 


在 本 节 中 我 们 要 证 明 佩 龙 积分 和 当 敬 瓦 积 分 是 完全 一 样 的 . 由 于 哈 盖 定理 我 们 只 要 证 明 当 茹 
瓦 积分 比 佩 龙 积分 更 广义 @ 就 行 了 . 这 个 事实 , 被 苏联 数学 家 IC. 亚 历 山 德 罗 夫 (1924) 和 荷兰 
学 者 工 . 罗曼 (1925) 各 自 独 立地 建立 . 


引 理 1 设 函 数 f(zZ) 在 [a,b] 上 为 (P) 可 积 而 U(z) 是 它 的 任 一 上 函数 . 我 们 以 EB;(i = 
1,2,3,…) 表示 [a,0| 的 所 有 这 些 rz, 使 得 对 于 任意 的 上 天 且 teEla'bj 有 


一 了 


@ 此 地 HH<s. 
四 参考 $8 开头 时 (439 页 ) 的 那个 脚注 . 
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那么 a) 每 一 个 集 己 ; 为 闭 集 , b) 成 立 公 式 
[a,b] = 》 EE. (2) 
$=1 


c) 在 每 一 个 集 E; 上 f(z) 是 可 和 的 . 
证 明 ” 设 E; 的 点 的 序列 {zk} 有 极限 点 z*. 取 任 一 个 ie [a,b] 异 于 z*. 那么 对 于 足够 大 


的 k 有 zk 关 t 且 
U(t) — U(xzxk) i 


t—zk 
再 根据 U(z) 的 连续 性 , 令 上 一 oo 取 极 限 . 这 样 , a) 就 证 明了 . 为 了 要 证 明 b), 我 们 取 任 何 
一 个 zo € [a, 吕 .那么 由 上 函数 的 定义 有 


lim CW — V(x0) = DU(z0) > 一 oo. 


上 一 TO0 
取 任 意 的 A, 使 满足 不 等 式 
A<lm UO- V0) 
t—Zxo 


根据 下 极限 的 定义 存在 这 样 的 5 > 0, 使 得 当 te [a,(zo 一 6,zo 十 6)( 及 t 关 zo) 时 有 


U(t) — U(xo) 、 A. 
t—ZXo 


另 一 方面 , 如 果 t € [a,b|] 及 二 (zo 一 6, zo 十 申 , 则 


U(t) — Ul(zo) < 2M 
t—Zzo 2 


》 


于 此 置 M = max |U(z)|. 因而 对 于 这 些 t 有 
Ult) ~ U(zo) 、_2M 
i 


t 一 IT0 


如 果 i 是 这 样 的 大 , 使 


则 zo € E;. 
剩 下 来 要 证 明 @ c). 为 此 取 任 一 i 而 置 


Ui(7) = U(X) + iz. 


如 果 t 上 尖 z, 则 
UO) = Uilz) _ UO Ug) , 
t—x t—z 
因此 对 于 xz € Ei; 且 t 关 xz 有 
Ui(t) — Ui(z) >0. 
上 一代 


下 自然 ,只 有 当 mE; > 0 才 有 内 容 . 我 们 假定 它 是 满足 的 . 
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从 而 得 到 , 在 集 EB; 上 函数 Ui;(z) 是 增 函 数 , 由 康 托 尔 -本 迪克 松 (I. O. Bendixson) 定理 , 将 
E; 表示 成 形式 已 + D;, 其 中 P; 为 完满 集 而 Di 至 多 为 可 数 集 . 我 们 记 P; 的 最 左 点 与 最 右 点 分 
别 为 a 及 bb, 又 设 {(an,bn)} 是 对 于 [a, 引 | 而 言 的 P; 的 余 区 间 的 全 体 . 我 们 在 [a,8] 上 定义 函数 
Ui(z), 使 它 在 P: 上 等 于 U;(z) 而 在 每 一 个 闭 区 间 [an, bn] 上 为 线性 函数 . 这 个 函数 在 [a,9] 上 
是 递增 的 . 因此 在 [a, 引 上 几乎 处 处 有 有 限 的 导数 林 ;(z), 且 后 者 在 全 , 避 上 可 和 因而 更 加 是 在 PP 
上 为 可 和 . 

另 一 方面 , 上 函数 U(z) 在 [a, 上 几乎 处 处 有 有 限 的 导数 U'(z)( 参 考 84 ). 因为 U;(x) = 
U(z) 十 iz, 所 以 Ui(z) 在 [a,b] 上 几乎 处 处 可 以 微分 , 自然 在 [a, 昌 上 更 加 这 样 . 如 果 zo 是 PP 
中 的 这 样 的 点 , 在 此 点 上 存在 着 两 个 导数 可 ;(z0), 及 U!(zo), 那么 二 者 互相 一 致 , 因为 zo 是 点 集 
已 的 极限 点 , 而 在 已 上 , Ui(z) 及 Ui(z) 是 相等 的 . 这 就 是 说 , 在 已 上 导 函 数 Ul(z) 与 可 和 肾 
数 T'(z) 是 等 价 的 , 因而 本 身 也 是 可 和 的 . 因此 U'(z) = UL(z) -i 在 P: 上 是 可 和 的 . 

者 


F(z) = (P) fat 
差 U{z) 一 F(z) 在 fa, 中 上 递增 , 因此 它 几 乎 处 处 有 有 限 的 导数 , 在 [a,b] 上 是 可 和 的 , 因而 
在 P: 上 亦 然 . 但 
F(z) = U(z) — [VU(z) — F(z)]. 
从 而 得 到 , F'(z) 在 PR 上 可 和 , 而 因 在 [a,9| 上 几乎 处 处 是 F(z) = f(z), 所 以 f(z) 在 PP 
上 为 可 和 . 
因为 f(z) 在 可 数 集 D; 的 可 和 性 是 显然 的 , 因此 c) 证 毕 . 


引 理 2 ”如 果 jz) 在 [a,6] 上 为 (P) 可 积 , 那么 存在 这 样 的 闭 区 间 [c,dj C [a, 吕 ,使 f(z) 
在 其 上 为 可 和 


证 明 ”对 于 闭 区 间 [a, 9], 应 用 第 十 五 章 83 的 定理 2, 即 闭 集 在 其 自身 上 不 是 第 一 范畴 集 . 根 
据 这 个 定理 的 推论 和 关系 式 (2), 可 以 找到 闭 区 间 [c,d] C [a, 及 这 样 的 自然 数 i, 使 [c,d] C BE;. 
因为 f(z) 在 E; 上 可 和 , 因此 它 在 [c,d] 上 更 为 可 和 . 于 是 定理 证 毕 . 


因为 所 证 引 理 可 以 运用 到 任意 的 闭 区 间 [a@1,b1] C [ao 如, 所 以 从 而 推出 


引 理 3 ”如 果 函 数 f(z) 在 [a,b] 上 为 (P) 可 积 , 那么 所 有 它 的 不 可 和 的 点 ( 即 了 奇异 点 ) 
所 成 的 集 So 是 芯 集 . 


用 87 的 记号 有 So D 951 52 D:D SeD:…. 
因此 每 一 个 集 Se 更 加 是 琉 集 . 


引 理 4。 如 果 函 数 flz) 在 [a, 昌 上 为 (P) 可 积 , 且 Se = Se(f;[a,b]) #2@, 则 Se 一 Seri 关 


证 明 ”首先 假设 在 Se 中 有 孤立 点 c. 我 们 假定 a < c <b (如 果 c == a 或 c= bb, 则 论证 几 
乎 没有 什么 变动 ). 那么 可 以 找到 这 样 的 p 和 9g (a < p<c<g<b), 使 得 在 [p,q] 上 ec 是 唯一 的 
De 奇异 点 . 设 r+ 及 s 使 p<r<c<s<g. 在 闭 区 间 [p,r] 及 [s,9] 的 每 一 个 上 面 f(z) 是 Ds 
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可 积 的 , 且 呈 
(pe / fls)dz = Pr) - F(p), (De) / ‘f(s)dz = F(q) - Fle). 


由 于 F(z) 的 连续 性 , 上 面 所 写 的 积分 当 7 一 c, s 一 c 时 趋向 有 限 的 极限 . 从 而 推出 , 在 [p, a] 
上 和 在 [c， d] 因而 在 [p, q] = 函数 f(z) 是 Deri 可 积 的 ， 换言之 ， CESe+1l， 定理 证 毕 . 

现在 我 们 讨论 这 种 情形 , 当 Se 中 没有 孤立 点 , 就 是 说 , 当 Se 是 完满 集 的 时 候 . 我 们 引入 已 
经 在 引 理 1 中 讨论 过 的 函数 U(z) 及 集 E. 

此 外 , 用 V(z) 表示 f(z) 的 任 一 下 函数 并 且 对 于 每 个 自然 数 j 作 集 Fj, 它 是 由 这 些 z 所 组 


成 的 : 当 t 关 zf 有 
V(t) — V(r) _ 
t 一 了 


同 E; 相似 , F; 是 闭 集 且 其 和 组 成 整个 闭 区 间 [a,9]. 在 此 情形 下 ， 
= 》 SeBiF;. 
1 了 


因此 (根据 在 第 十 五 章 §3 定理 2 的 推论 ) 可 以 找到 io 及 jo 及 这 样 的 区 间 (h,g) 使 


< 本 


他 (h, g)Se C. Ei Fi . 


设 zo 是 (h,g)Se 中 某 一 点 . 因为 Se 为 疏 集 , 那么 可 以 找到 这 样 的 点 p 及 g, 使 h<p< 
ZT0 <g<g 太 pESe,qeESe. 显然 ， 


ZS 天 [p, qlSe CG: Ei F;,. 


由 于 p 和 9 不 属于 Se, 导出 @ 
lp, qlSe = Se([p, q)). 

这 样 , Se([p,q]) C Ei Fi; . 我 们 要 证 明 , 在 闭 区 间 [p, 9] 上 函数 是 De+i 可 积 的 . 由 此 可 以 推出 
引 理 的 正确 性 , 因为 在 闭 区 间 [p, gq] 的 内 部 不 可 能 与 Se 中 某 个 点 重合 而 在 Se 中 显然 有 这 种 点 
(例如 点 zo). 

f(z) 在 集 Se([p, gq]) ( 朴 集 0 的 可 和 性 条 件 的 满足 是 由 于 它 含 在 i。 中 和 由 于 引 理 1. 我 们 记 
关于 闭 区 间 [p,9] 的 Se([p, q]) 的 所 有 余 区 间 全 体 为 {(an,bn)}. 如 果 ni 周 定 及 an <a<B<b,, 
则 f(z) 在 [a, 8] 上 为 De 可 积 , 且 由 哈 盖 定 理 得 出 


8 
(De { f(s)dz = FUB) - Fa 


从 而 , 由 于 佩 龙 不 定 积分 的 连续 性 , 立即 推 得 : 当 a 一 an +0,8 一 bn 一 0 存在 着 上 述 De 
积分 的 有 限 极限 . 
因此 , 为 了 要 完成 证 明 剩 下 来 只 要 证 明 


入 W 忆 十 Co， 
@ 记 (P) 下 “bd 为 F(z). 在 此 地 我 们 利用 了 哈 盖 定 理 的 一 部 分 , 就 是 断言 说 , D 积分 值 等 于 


P 积分 值 . 
四 如 果 说 pe Se, 则 p 原来 是 Se 的 余 区 间 的 左 端点 , 那么 pe [p,q]Se - Se(lp,q]). 
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其 中 


(an <a< 有 <b). 


3 
(De) J f(z)dz 
为 此 目的 , 注意 到 对 于 所 有 的 On 有 


Wn, = sup 


Qn E Se([P， q]) 人 Ei Fj . 


就 是 说 , 对 于 所 有 异 于 an 的 [a, 6b| 中 的 t, 有 


U(t} — U(an) 、 < V 人 的 一 Yan) _ ， 
Der 


特别 , 如 果 an < t < 6., 则 
U(t) — U(an) > —io(t — an), V(t)—V(an) < jo(t ~ an), 
因此 对 这 些 t 更 有 
U(t)} 一 Van) > 一 io(bn — an), V(t)— V(an) & jolbn — an). 
男 一 方面 , 两 个 函数 
L(t) =U(t) — F(t), M(t)= F(t)— V(t) 
是 增 函 数 . 因此 


F(t) — Flan) = [V(t) ~ U(an)] — {Z(t) — Lan)] > ~io(bn 一 an) 
—[L(bn) — L(an)), 

F(t)— Flan) = [V(t) — Vlan)] + [M(t) ~ M(an)] < jolbn — an) 
+[M(bn) — M(an)]. 


从 而 得 出 , 当 an <a<B<b, 有 
IF(B) — F(o)| < (io + jo)(bn — an) + [Lbn) — Llan)] + [M(bn) — M(an)), 
这 就 是 说 
Wn < (io + jo)(bn — an) + [L(bn) — L(an)] + [M(bn) — M(an)]. 

因此 显然 于 Ws < +oo. 定理 证 毕 . 

定理 (II. C. 亚 历 山 德 罗 夫人. 罗曼 ) ” 佩 龙 可 积 的 吕 数 是 狭义 当 切 瓦 可 积 的 . 

事实 上 , 由 康 托 尔 -贝尔 的 定 态 原 理 存在 着 这 样 的 a < 0, 使 T] Ss = Sa = So+i. 

如 果 集 TI Se 不 是 空 的 , 那么 就 和 引 理 4 相 蔬 盾 . 剩 下 来 的 事情 引用 87 的 定理 2 即行 
” @ 除 了 使 得 a = p 的 唯一 的 n (由 于 peSe, 这 种 n 是 存在 的 )， 
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810. 广义 的 当 茹 瓦 积 分 的 概念 


为 了 要 给 出 三 义 的 当 茹 瓦 积分 或 者 当 茹 瓦 - 辛 钦 积分 的 概念 , 我 们 返回 到 $6 的 一 般 讨论 。 
设 已 给 某 个 积分 T(f). 我 们 作 它 的 推广 i (了 ), 但 不 同 于 在 §6 中 熟知 的 它 的 推广 LL (f). 
就 是 说 , 把 所 有 在 [a, | 上 定义 且 满 足下 面 四 个 条 件 的 函数 f(z) 放 入 类 T*({a, |): 

1) 集 Sr = ST(f; [a,0]) 为 朴 集 , 函数 在 其 上 为 勒 贝 格 可 积 ; 

2) 如 果 {(an,bn)} 是 Sr 的 余 区 间 鱼 的 全 体 , 那么 对 于 每 一 个 n, 存在 着 有 限 的 极限 


8 
In=limT(f) (an <a< BP<bn,a— an,B oo bn); 


3) 成 立 不 等 式 
>》 | 三 | < +ooi (1) 


Wn = sup 


fn (on <a<pB<b,), 
则 
lim Wh = 0. (2) 
我 们 看 到 类 T*([a,9]) 与 类 T,([a,9]) 的 区 别 在 于 将 一 个 条 件 


> Wn < 十 co (3) 


换 了 两 个 要 求 (1) 式 和 (2) 式 . 因为 | 严 | < Wh, 所 以 由 (3) 式 可 以 导出 (1) 式 和 (2) 式 , 从 而 得 
知 
T.([a,d]) C T*([e, b]). 

特别 由 此 推出 T*([a, 是 ) 的 不 空 性 . 如 同 86 的 讨论 一 样 , 不 加 以 什么 改变 可 以 证 明 这 个 类 系 
是 正则 的 . | 

引入 了 类 T*([a, 如 ), 我 们 可 以 在 它们 的 每 一 个 上 面 给 出 泛 函 T*: 对 于 每 一 个 f& T*([a, 吕 ) 
对 应 数 

T°) = Dm +) far. 


因此 ,了 "(f) 给 出 与 卫 (f) 同一 个 公式 , 但 这 是 就 更 广义 的 函数 类 而 言 的 . 如 同 在 86 中 所 讨 


论 的 那样 可 以 证 得 : Ty 是 在 86 意义 下 的 积分 . 综 上 所 述 , 得 到 这 个 积分 比 T.(f) 更 为 广义 . 
如 同 狭 义 的 当 茹 瓦 积分 是 利用 了 构成 的 那样 , 我 们 利用 T* 来 构成 广义 的 当 茹 瓦 积分 . 
就 是 说 , 引入 由 归纳 法 定义 的 超 限 (型 8 十 1) 的 积分 序列 : 


b 
(DS) / f(z)dz (4) 
5 保留 着 那些 在 $6 中 说 过 的 关于 区 间 (a,bn) 中 的 最 左 的 和 最 右 的 情形 的 条 件 . 
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当 上 = 0 时 积分 (4) 就 是 勒 贝 格 积 分 . 如 果 对 于 所 有 的 上 < 7m, 于 此 7 入 12, 积分 (4) 已 经 定义 ， 
那么 当 7 是 第 一 种 的 数 时令 


D" 一 (DT ) 
而 当 7 是 第 二 种 的 数 时 令 
ys 
€<7 
积分 
Dr= 9 
E€<0 
就 是 广义 的 当 茹 瓦 积分 . 


可 以 证 明 , 广义 的 当 茹 瓦 积分 广 于 狭义 的 当 茹 瓦 积分 . 还 可 以 证 明 9, 一 般 对 于 任意 的 & < 2， 
积分 Ds 比 De 广义 . 


第 十 六 章 的 习题 
1. 如果 在 f(z) 的 上 函数 U(z) 及 下 函数 V(z) 的 定义 中 只 要 求 几乎 处 处 满足 不 等 式 DU(z) > 
f(z) 及 DV(z) < f(z), 则 佩 龙 积分 的 概念 并 不 扩张 . 


2. 设 在 [a,b] 上 分 布 了 闭 的 疏 集 S, {(an, bn)} 是 它 的 余 区 间 的 全 体 , T 是 某 种 积分 及 f(z) 是 
在 [a,b 上 定义 的 函数 且 在 每 一 个 [a, 8] C (an,bn)(n = 12,3,…) 上 为 了 可 积 , 设 


Wn = sup fn (an <a<B< bn). 


如 果 : a) 对 于 每 一 个 存在 着 有 限 的 极限 
Th = lim T(J) (a an+t0,8— bn — 0) 


及 b) 于 Wh < +oo, 则 c) 对 于 所 有 的 e > 0 对 应 着 这 样 的 5 > 0, 使 得 对 于 任意 的 有 限 个 
或 可 数 个 闭 区 间 系 fa , 86;], 有 


Sm- DE < 
其 中 [ai, Bi C (ansybni) ( 当 i#k 时 ni#nk) 及 DD(Bi ai) > DD(bn — an)— 6. 


3. 设 (在 相同 的 记号 下 ) 数 如 具有 性 质 : 对 于 所 有 <s > 0, 对 应 着 这 样 的 5 > 0, 使 得 对 于 闭 区 
间 [Qi, Bi] 的 任意 有 限 系 , 有 


a -EN <e 
其 中 [Qi,Bi] C (ani,ybni) ( 当 ii 关 kk 时 nnk) 及 (Bi oi) > D(bn — an)—6. 则 a) 
及 b) 成 立 . 
中 参阅 I. [I. 那 汤 松 及 Tr. HI. 那 汤 松 ,，“K B3awMooTHOIMeHWIO Mexly y3KuM WM mMapoKnMm 
HHTerpamTaME lagxKya’. Ycrmexu MaTeM. HayrK, 1958, T. 13, Ne 1. 
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4. 如 果 5e 是 肾 数 f(z) 的 De 奇异 点 的 集 , 则 


II Si = $47. 


€< 


5. 函数 f(z) 为 D 可 积 的 必要 且 充 分 的 条 件 是 : 由 关系 式 5; 六 C 能 推出 关系 式 Se 六 Se 
6. 证 明 : 在 88 引 理 3 中 所 作 的 函数 U(z) 满足 关系 式 -oo z DU(z) > f(z). 
7. 证 明 : 如 果 下 (7) 是 积分 , 则 个"(/) 是 积分 
8. 如 果 f(z) e De([a, 引 )Dn([a 避 , 则 其 De 及 D" 积分 相同 . 

9. 积分 D* 比 De 更 为 广义 . 
10. 对 于 任意 的 上 5 < 2 存在 函数 f(z), 属于 De+i([a,0]) 一 PS([o, 加 ) 
11. 对 于 任意 的 E< 2 有 


Ds+1 (a, b]) # Deri(la,d]) + DE (fa, d)). 


第 十 七 章 ”在 无 界 区 域 上 定义 的 函数 


到 现在 为 止 我 们 只 考察 了 定义 在 有 界 集 上 的 函数 . 现在 我 们 打算 将 以 前 叙述 的 
结果 推广 到 定义 在 无 界 区 域 上 的 函数 上 去 . 为 简单 起 见 我 们 只 讨论 一 元 函数 , 因为 
移 到 多 元 的 情况 并 不 显 出 新 的 困难 . 


81. 无 界 集 的 测度 
设 集 EE 含 在 (一 00, 十 oo) 中 , 如 果 对 于 任意 的 自然 数 n, 集 
E(n) = [一 mW 五 


为 可 测 , 则 称 E 是 可 测 集 . 

极限 

mbE = im mE(n) 

称 为 这 个 集 的 测度 . 此 极限 常 存在 , 因为 mE(n) 与 n 同时 增加 .但 是 并 没有 将 
mE = 十 oo 的 情形 除外 . 

代替 线性 点 集 , 我 们 可 以 讨论 平面 点 集 , 或 者 更 一 般 地 讨论 任意 多 维 空间 的 后 
集 . 自然 , 此 时 在 定义 中 需要 将 闭 区 间 [-m,m] 换 以 正方 形 [n,n; -mm] 或 者 在 一 般 
情形 下 换 以 相应 的 立方 体 . 

可 以 证 明 , 集 五 为 可 测 是 当 且 仅 当 下 列 情形 时 : 对 于 任意 可 测 的 有 界 集 e, 交集 
ENe 为 可 测 . 其 次 ， 


mbE = sup me, 


其 中 上 确 界 是 指 取 e 为 所 有 可 测 的 有 界 集 e CE. 
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经 过 上 述 的 扩充 之 后 , 可 测 集 类 对 于 运算 和 , 交 , 差 , 如 果实 施 有 限 回 或 可 数 回 
则 保持 不 变 . 
现在 我 们 讲 到 完全 可 加 性 的 证 明 . 设 El, Ez, E3,…. 是 两 两 不 相交 的 可 测 集 又 


E>= S32 Er.. 
k=1 
那么 
E(n) = 》 Ex(n), (1) 
k=1 
从 而 
mE(n) = >》 mE:(n) < > mErx 
大 二 1 天 一 1 
及 


OO 
mE < 本 mBE. (2) 
k=]1 


男 一 方面 , 由 (1) 式 推 得 , 对 于 所 有 有 限 的 N 有 


N 
mbE > >》 mEr(n). 
k=1 


首先 令 n 一 oo, 然后 令 NN 一 o0,. 得 


Do 
mbE > >》 mn， 
k=1 


从 而 由 (2) 式 得 到 @ 


mbE = > 对 mErk. (3) 
无 一 1 


特别 , 如 果 4 > B 又 两 集 都 是 可 测 时 , 则 
mA=mB+m(A— 8B). 
如 果 附 加 地 要 求 mB 为 有 限 , 则 
m(A—B)=mA-mB. 
容易 将 第 三 章 84 的 定理 11 移 到 无 界 集 上 去 . 亦 即 , 设 Ei C E2C Ea3C:… 为 
可 测 集 而 EE 为 其 和 集 . 如 果 至 少 有 一 个 n 使 mE = +oo, 则 mE = 二 oo, 从 而 
mE = lim mE. (4) 


如 果 所 有 的 E 有 有 限 测度 , 那么 (4) 的 证 明 与 第 三 章 所 叙述 的 完全 一 样 . 
定理 12 搬 到 无 界 集 上 来 成 下 列 形式 : 
外 等 式 (3) 的 每 一 部 分 可 以 等 于 +oc. 
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定理 ” 设 ID EoD Es DD 为 可 测 集 而 忆 为 其 交集 .如果 mEl < +oo, 则 
(4) 式 成 立 . 

它 的 证 明 只 要 将 上 述 结果 用 到 集 El 一 En(n = 1,2,3,…) 上 去 就 行 了 . 

如 果 没 有 mEl < +oo 的 预先 声明 , 则 定理 不 真 . 这 由 例子 En = [n, 十 o0) 即 明 . 


82. 可 测 范 数 


设 函 数 f(z) 定义 于 集 E, 和 从 前 一 样 , 如 果 EE 及 所 有 集 E(f > c) 都 可 测 , 那么 
称 f(z) 是 可 测 的 . 

如 果 要 求 mE < +oo, 那么 将 第 四 章 的 结果 移 到 集 EB 上 定义 的 隧 数 时 几乎 不 需 
要 任何 新 的 考虑 . 但 是 对 于 在 可 测 集 鼠 上 定义 的 收敛 函数 列 {f(z)} 的 极限 函数 也 
在 巨 上 可 测 的 定理 当 没 有 mE < +ce 的 限制 时 仍旧 成 立 . 此 事 从 集 EE(n) 经 过 极限 
过 程 容易 证 明 . 又 卢 津 定理 的 推广 也 不 需要 mm 已 < +oe 的 限制 . 我 们 就 半数 轴 上 定 
义 的 果 数 加 以 证 明 . 

定理 (H. HH. 卢 津 ) 设 f(z) 在 羽 = [0, 上 +oo) 为 可 测 且 几乎 处 处 有 限 . 那么 对 
于 任意 的 e > 0 存在 着 在 已 上 连续 的 函数 wp(z), 使 


mE(yw #f)<e. (1) 


证 明 ” 置 B= [k,k 十 1](k = 0,1,…). 对 于 任意 的 , 可 找到 在 EE. 上 定义 的 连 
续 晴 数 ok(z), 使 
mEr (pr # f) < EFT 
不 妨 假 设 品 
ok(K) = pr(k+1)=0. 
那么 所 需要 的 函数 p(z) 可 以 如 下 定义 之 : 


olz) = ok(z) 当 大 入 Z 入 大 二 1 (k=0,1,...). 


8$3. 在 无 界 集 上 的 积分 
设 f(z) 是 在 无 界 集 EE 上 定义 的 非 负 可 测 函 数 . 我 们 定义 


f(z)dz = lim / f(z)dz, (1) 
E mm oo J E(n) 


@ 设 f(z) 在 S = [a 中 上 为 可 测 和 几乎 处 处 有 限 . 取 任 意 的 es > 0, 可 以 (由 第 四 章 的 卢 津 定理 ) 
找到 在 9S 上 连续 的 函数 w(z) 使 得 mS(% 关 jJ) < e. 然后 取 这 样 的 5> 0 使 25 < min{b 一 a,e}), 又 
造 函数 p(z) 如 下 : wp(z) 在 S 上 连续 , 当 a+5 和 rz 和 5b-5 时 等 于 wy(z),p(a) = yp(b) =0, 在 [a,a+ 可 
及 [lb 一 6,9] 上 为 线性 函数 . 容易 证 明 , mE(w # f) < 2e. 
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其 中 如 同 以 前 一 样 , E(n) = [n,n]jn .极限 (1) 一 定 存在 (虽然 可 以 等 于 +o0), 因 
为 积分 


f(z)dz 
E(n) 


随 n 增加 而 增加 . 


如 果 积 分 (1) 为 有 限 , 则 f(z) 称 为 可 和 函数 . 现在 我 们 讨论 如 下 问题 : 如 何 将 第 
六 章 81 的 定理 推广 到 积分 (1) 上 来 ? 此 地 首先 从 法 图 定理 开始 . 


定理 1 如 果 定义 在 妃 上 的 非 负 可 测 函 数列 {f(z)} 几乎 处 处 在 妃 上 收敛 于 
函数 严 (z),， 则 


/runssap{ 人 jrjdz (2) 
事实 上 , 对 于 任意 的 自然 数 nn 有 


ra < 人/ hu <up{/ fdz\, 
E(n) E(n) E 


从 而 令 n 一 co 经 过 极限 过 程 即 得 (2) 式 . 

根据 这 个 命题 及 逐 名 重复 @ 第 六 章 81 的 氢 述 , 就 可 将 那 一 章 的 定理 10, 11 和 
12 转移 到 五 为 无 界 集 的 情形 . 

作为 B. 莱 维 定理 的 推论 我 们 得 到 : 

定理 2 如果 f(z) 在 集 媚 上 为 可 测 及 非 负 , 而 f(z) 为 截断 函数 ， 亡 (z) = 
min{ f(z),n}, 则 


/f(ar = 加 人 md 


还 要 注意 到 这 个 情形 ，f(z) 是 有 界 可 测 函 数 , 定义 于 有 限 测 度 的 集 EE 上 , 0 < 
f(z) < 4, 则 f(z) 为 可 和 和 且 


/ f(z)dr < AmE. 
E 


这 也 是 从 集 E(n) 经 极限 过 程 而 建立 的 , 将 第 六 章 81 的 其 他 结果 转移 到 所 讨论 的 情 
形 也 没有 什么 困难 . 

如 果 f(z) 是 在 BE 上 的 可 测 函 数 , 能 够 取 到 负 值 , 那么 如 同 在 第 六 章 那 样 , 引进 
函数 (2) 发 f=-(%): 


f+(7) = max{f(7),0}, 广 (z) = max{—f(z),0}, 


@ 在 进行 中 需要 依靠 这 样 的 事 : 由 不 等 式 f(z) < g(z), 得 [5 fdz < fs 9dz. 这 个 命题 容易 从 某 
E(n) 经 极限 过 程 而 得 . 


8$4. 平方 可 和 消 数 “ 457 ， 


而 定义 @ 
人 f(s)dz = a fi(s)dz — F 六 (zjdz (3) 


仅 当 差 有 意义 的 时 候 . 如 果 积 分 (3) 存 在 且 有 限 , 则 称 f(x) 是 互 上 的 可 和 函数 . 这 
种 f(z) 的 困 数 类 记 作 L(E). 

第 六 章 82 的 结果 也 容易 转移 到 我 们 所 讨论 的 情形 上 来 . 特别 , 由 f(z) 的 可 和 
性 推 得 |f(z)| 的 可 和 性 ， 如 果 f(z) € L(E), 而 g(z) 在 EB 上 是 有 界 可 测 蚂 数 ， 则 
f(z)g(z) E 工 (五 ). 第 六 章 82 的 定理 8 (关于 积分 的 绝对 连续 性 ) 也 保持 成 立 , 不 过 对 
于 定理 的 证 明 不 是 引用 积分 的 定义 而 是 引用 本 节 的 定理 2. 


84. 平方 可 和 函数 


如 同 在 有 界 集 的 情形 一 样 来 定义 函数 在 EE 上 的 平方 可 和 的 概念 亦 即 是 这 种 
函数 f(z), 它 在 EE 上 可 测 且 f? e L(E). 这 种 函数 类 记 作 Lo(E). 如 果 mE < +oo， 
则 所 有 有 界 可 测 函 数 属于 L(E). 特别 地 , 1 e L(E), 从 而 由 不 等 式 2la| < 1 + a2， 
推 得 Lo(E) C L(E). 如 果 mE = +oo 那么 , L2(E) C L(E) 不 成 立 @@， 例 如 , 设 
E = [1 二 co), 则 > E La(E)—L(E). 

布 尼 亚 科 夫 斯 基 不 等 式 @ 及 柯 西 不 等 式 可 以 推广 到 无 界 集 上 来 , 并 且 所 有 基于 
此 二 不 等 式 的 几何 解释 也 可 推广 到 作为 空间 的 L。(E) 上 来 . 这 个 空间 是 完全 的 : 所 
有 本 来 收敛 的 元 素 列 都 有 极限 . 如 果 mE = +oo, 那么 存在 着 可 测 有 界 函 数 g(z)( 甚 
至 g(z) = 1) 不 属于 L2(E). 但 有 


定理 1 属于 了 (五 ) 的 连续 有 界 函 数 类 在 Za( 五 ) 中 是 处 处 稠密 的 . 


我 们 只 就 五 = [0,+oeo) 的 情形 @ 来 证 明 本 定理 . 设 f € Lo(B) 及 <s > 0. 固定 这 
样 大 的 4, 使 


十 Do 2 
| far<5, 0) 
又 引进 在 [0, 4] 上 连续 的 函数 wo(z) 而 满足 不 等 式 


A E2 
| ol) -far < $ (2) 


四 当 万 二 (-o00, 二 00), 忆 = (-oo 浊 或 互 = Ia,+oo) 时 积分 (3) 相应 地 被 记 为 
oo b 十 co 
sea sar fa 


@@ 我 们 让 读者 证 明 这 个 一 般 情形 . 

四 特别 , 由 f E L2(E),g E L2(E) 推 得 fg € L(E). 

图 从 而 对 于 所 有 可 测 集 EE c [0, 十 oo) 时 定理 也 得 到 证 明 , 因为 所 有 在 BE 上 定义 的 函数 可 以 这 样 
确定 , 使 它 在 [0,+ce) -EB 时 等 于 零 . 
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设 M = max|wo(7)| 及 5 > 0 这样 地 小 ,使 5< 4 及 32M?26 < s2. 在 [0,4] 上 定义 函 
数 y(z) 如 下 : 当 0 < z 和 A-5 时 w(xz) = wo(z), yw(4) =0 又 使 yw(z) 在 [4 一 56,4] 
上 是 线性 的 . 显然 ,w(z) 为 连续 且 
A 
Ws) -waPar < 4M5 < 5. (3) 
0 


因为 
(a+b)? < 2(a? 十 02)， 
那么 由 (2) 式 及 (3) 式 推 得 
[ wt)ar < 
0 


如 果 当 0 < z < 4 时 置 pg(z) = VW(z), 而 当 z > 4 时 置 p(x) = 0, 则 w(z) 为 连 
续 的 有 界 的 函数 , 属于 Lo(E) 且 @ | - ol| < s. 

对 于 无 穷 区 人 间 积 分 的 正 交 系 的 理论 与 有 限 区 间 上 的 情形 几乎 @ 没 有 什么 区 别 : 
里 斯 - 费 舍 尔 定理 ，B. A. 斯 捷克 洛 夫 定理 ,函数 系 的 封闭 性 与 完全 性 的 等 价 定理 等 
等 都 仍旧 成 立 . 


85. 有 界 变 差 函数 、 斯 蒂 尔 切 斯 积分 
设 函 数 f(z) 在 全 数 轴 (一 00, 十 oo) 上 定义 且 有 限 . 称 极限 
V0) = lm, 0) 
为 它 的 全 变 差 . 同 理 定义 @ 
宝玉 0) -$0 0 

对 于 任意 有 限 数 a 与 Ma <b) 有 

十 co a 十 co 十 co b 十 oo 

于 二 VY (f). 
如 果 (J) < +oo, 则 

,8-0 六) =0 
我 们 略 去 这 些 (及 类 似 的 ) 简单 命题 的 证 明 . 
多 同 理 , 对 于 任意 的 fe L(E) 及 任意 的 s > 0, 存在 着 连续 和 有 界 的 pe L(E) 使 得 
/ Iw- fldr <e. 


四 因为 函数 zn 不 属于 L2(E), 所 以 斯 捷克 洛 夫 定理 的 推论 1 的 例子 不 会 发 生 . 
四 自然 ,为 了 引进 量 (1) 并 不 需要 f(z) 在 全 数 轴 上 定义 . 


§5. 有 界 变 差 函 数 、 斯 蒂 尔 切 斯 积分 ,459 ， 
定理 1 要 使 f(z) 的 全 变 差 为 有 限 的 必要 且 充 分 条 件 是 : f(T) 是 两 个 递增 有 
界 函 数 之 差 ， 


证 明 ”为 确定 起 见 我 们 就 f(z) 在 (-ceo,+oo) 上 定义 的 情形 来 证 明 . 如 果 
(J) < +eo, 则 f(z) 为 有 界 @. 置 


r(z) = V (f), v(z) = r(z) — f(z), 
则 得 所 要 求 的 表示 式 
f(z) = 7(z) — v(z). (2) 
反之 , 如 果 (2) 式 成 立 , 其 中 r(z) 及 v(z) 为 增 函 数 和 有 界 , 则 
VO < Vn)+ Vl), 


而 剩 下 来 的 只 要 注意 到 , 对 于 所 有 增 函 数 w(z) 有 


总 Go) = v(t+00) — p(-00), 
其 中 yp(+o0) 及 ep(-co) 是 we(z) 当 z 一 +oo 及 工 一 一 00 时 相应 的 极限 . 

推论 ”如 果 立 (1) < +oo, 则 存在 有 限 的 (+o0) 及 f(-o0)， 

定理 2 (E. 黑 利 ) ” 设 已 = {f(z)} 是 定义 在 (一 00, 十 00) 上 的 无 穷 函 数 族 . 如 果 
存在 这 样 的 KK < +oo, 使 得 对 于 所 有 的 jEF 羽 有 

fo < K, VI)<K, 

那么 由 玉 可 以 选 出 函数 列 {所 (7Z)}, 它 对 于 所 有 的 z 收 化 于 某 个 有 界 变 差 的 函数 
pz). 


证 明 ”我 们 考察 扩展 的 闭 区 间 序 列 [-1, +1] Cc [-2,-+2] C [-3,+3]C…. 由 F 
选 出 序列 {f(z)}, 使 它 在 [1,+1] 上 收敛 . 由 此 序列 选 出 序列 @ 《大 2(z) }, 在 较 
宽 的 闭 区 间 [-2, +2] 上 收敛 ; 依 此 类 推 . 作 序列 的 序列 


{8} 3 {9} > {8} > 


fn(z) = fn" (2), 


事实 上 ,如 果 -n<z<n, 则 |f(z) -了 O| < VY) < YU). 
@ 重 要 的 是 注意 到 , { #2} 的 元 素 间 的 次 序 与 《只 ” } 的 相同 . 


而 考察 “对 角 线 ” 序列 


. 460 ， 第 十 七 章 ”在 无 界 区 域 上 定义 的 函数 


那么 就 得 到 所 要 求 的 函数 列 , 因为 很 显然 极限 函数 的 全 变 差 不 会 大 于 K. 
我 们 只 就 f(z) 为 连续 有 界 , 而 g(z) 有 有 界 变 差 的 情形 定义 斯 蒂 尔 切 斯 积分 


十 Co a 十 co 
人 f(z)dg(z), / f(z)dg(z), / f(z)dg(z). (3) 


现在 讨论 (3) 式 中 的 最 后 一 个 . 
容易 证 明 , 存在 着 有 限 的 极限 


A 
Adm /f(agle), 
而 我 们 根据 定义 令 (3) 的 最 后 一 个 等 于 此 极限 . (3) 的 其 余 积 分 也 可 类 似 的 加 以 定义 


不 去 讨论 积分 (3) 的 初等 性 质 . 但 是 指出 : 第 八 章 87 的 黑 利 定理 不 能 推广 到 这 
个 情形 . 例如 , 如 果 f(x) =1 又 


0， 当 0<z<&n, 
gn(T)= 4 7—-n, 当 n<r<nt+l, 
|， 当 n+1<z<+o, 


十 Doc 
V (gm) 一 1 ，9(z) = lim gn(z) = 0， 


十 oo 十 co 
站 jo = / j= 
0 0 


但 是 如 果 f(z) 在 无 穷 大 时 为 0, 那么 定理 仍旧 保持 正确 . 
定理 3 设 函 数 gn(z)(0 < 工 < 二 00, n= 1,2,3,.…) 满足 关系 式 
V (gn) < K<+o%, lim gn(7)= g(7). 
如 果 flz)(0 < z < 十 00) 连续 , 有 界 , 且 使 f(+oe) = 0, 则 
十 co 十 cc 
im 人。 Jajdgnlz) = 人 yajdg(z) 
Rod yo 0 


证 明 取 e > 0, 固定 这 样 大 的 4, 使 得 对 于 z > A 有 |f(z)| < a. 那么 
十 co 十 2c 
J fag < Ke. 
A 


fdgn 
C 十 oo 
事实 上 , 如 果 a < 号 < C, 则 / fag| < M Vy (9)， 其 中 M = max|f(z)|. 如 果 B 一 +eo, 则 


V¥ (9) 一 0, 其余 的 事情 是 显然 的 . 


< Ke, 
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fsa [sa 


十 co +oc 
| {fw)agn(s)— {f(a)dgls) 
0 0 
于 是 定理 证 毕 ， 


对 于 足够 大 的 n 有 


We 


从 而 
< (2K + 1)e, 


86. 不 定 积分 及 绝对 连续 的 集 函 数 

我 们 将 第 十 三 章 的 某 些 结果 推广 到 在 无 界 区 域 上 定义 的 函数 上 来 . 为 简单 起 见 我 们 只 讨论 在 
(一 00, 十 00) 上 定义 的 一 元 函数 . 

定理 1 要 使 可 测 函 数 f(zX) 在 每 一 个 具有 有 限 测 度 的 集 上 为 可 和 的 必要 且 充 分 的 条 件 
是 :j(z) 可 以 表示 为 形式 

f(z) = 9(z) + h(z), (1) 

其 中 g(z) 在 (一 00, 十 00) 上 为 可 和 , 但 hz) 为 可 测 及 有 界 . 

证 明 ”定理 的 条 件 的 充分 性 是 很 显然 的 . 要 证 明 它 的 必要 性 . 于 是 , 假设 f(z) 在 每 一 个 有 
有 限 测 度 的 集 上 为 可 和 . 首先 假定 f(z) > 0 且 引 进 集 

E: = E(f >2*) (k= 1,2,3,...). 


要 证 明 , 在 这 些 集中 至 少 有 一 个 具有 有 限 测 度 . 事实 上 , 如 果 对 于 所 有 的 都 是 mE = 二 co, 那 
么 我 们 可 以 引 和 这样 的 可 测 及 有 界 的 集 el, ez,es,…… , 使 


1 
el C 天 1， mel= 7 


1 
e2 C bE2— eel) me2 三 22， 


四 :本 | 入 二 址 用 放 司 于 7 本 和 机 | 下 / 培 


1 
ek C 古 k 一 (el 十 ez 十 … 十 ek-1)， MEk = ok) 


如 果 s = 二 ei 十 ez 十 63 十 …，, 则 ms = 1, 因此 f € L(s). 同时 集 ek 两 两 不 相交 , 从 而 


/re)az 1 f(z)ar > Be 一 十 co， 
k=1* ek 大 一 1 


这 与 关系 f e L(s) 不 能 相 容 . 


中 所 有 下 面倒 述 的 事情 容易 被 转移 到 在 异 于 (一 o0, 十 oo) 的 集 4 上 定义 的 函数 上 去 . 为 此 只 要 
扩充 函数 的 定义 范围 , 令 它 在 4 外 时 等 于 竺 . 
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因此 , 可 以 找到 这 种 N, 使 得 


mE(f > 2*) < 上 +co. 


二 当 f(z) > 2™, 1 当 f(z) > 2A， 
9(Z) = h(z) = 


0， 当 f(z) < 2", f(z)， 当 f(z) < 2", 
那么 就 得 到 所 需要 的 g(z) 与 hz) 及 (1)， 如 果 f(x) 可 以 取 负 值 , 那么 需要 将 已 证 部 分 用 到 
fi(z) 及 f-_(zx) 上 去 . 
我 们 可 用 表示 在 每 一 个 有 有 限 测度 的 集 上 都 可 和 的 可 测 函 数 类 . 如 果 f € 卫 , 那么 对 于 每 
-个 集 e, 其 中 me < +co, 对 应 着 数 


5(e) = / f(z)dz. (2) 


换 句 话说 , 对 每 一 沙 数 je 引进 了 一 个 定义 在 一 切 具 有 有 限 测度 的 集 上 的 集 函 数 (2). 这 
个 函数 是 完全 可 加 中 的 又 是 (由 定理 1) 绝对 连续 的 . 函数 $(e) 称 为 函数 f(z) 的 不 定 积分 . 


定理 2 凡是 定义 在 具有 有 限 测度 的 集 上 的 绝对 连续 及 完全 可 加 的 函数 B(e) 是 厂 中 某 个 
函数 的 不 定 积分 ， 


证 明 ”因为 函数 $B(e) 特别 在 可 测 的 有 界 集 e 上 有 定义 , 所 以 在 此 情形 下 可 用 第 十 三 章 的 
结果 . 因此 几乎 处 处 存在 着 对 称 导 数 . 


f(z) = Def(e) = lim 
它 是 在 所 有 可 测 的 有 界 集 巨 上 为 可 和 , 且 对 于 所 有 这 种 集 及 
z(D) = / f(a)ar. (4) 
取 任 意 的 具有 有 限 测度 的 集 忆 . 它 可 以 表示 为 
E=A+B,， 其 中 A=E(f>0),B=E(f <0). 
集 4 与 B 中 的 每 一 个 是 可 测 的 及 具有 有 限 测度 . 集 4 可 以 表示 为 下 列 和 的 形式 : 


k=1 


其 中 被 加 集 A 为 可 测 及 有 界 . 对 于 每 一 集 可 以 写 出 (4) 式 , 从 而 
$(A) = f(z)dz. 
有 


有 (fr E h, T 十 h]) 
ee (3) 


于 是 证 得 f e L(A) 及 等 式 
$(A)= / f(z)drz. 
类 似 的 可 以 得 到 以 B 换 4 的 等 式 . 于 是 f € L(E) 及 (4) 成 立 . 由 于 集 瓦 的 任意 性 定理 就 
证 明 完 毕 . 
中 意义 如 下 : 当 巨 = ek, 其 中 ekei = 0(k 关 引 , 及 在 条 件 mE < +oo 下 有 6(E)= $B(en). 
@ 我 们 补充 f(z) 的 定义 , 在 极限 (3) 不 存在 处 (这 些 点 的 全 体 成 一 测度 为 零 的 集 ) 令 f(z) = 0. 
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推论 ”绝对 连续 及 完全 可 加 的 有 限 测度 集 函 数 类 与 玉 的 函数 的 不 定 积分 类 是 一 致 的 . 
由 于 这 个 推论 , 在 第 十 三 章 82 定理 3 中 可 以 不 说 可 和 函数 而 是 说 一 中 的 函数 . 


定理 3 要 定义 在 有 限 测 度 集 上 的 绝对 连续 及 完全 可 加 的 函数 @(e) 为 有 界 的 必要 且 充 分 
的 条 件 是 : 它 是 在 全 数 轴 上 可 和 函数 的 不 定 积分 . 


证 明 ”根据 前 述 定理 成 立 (2) 式 , 其 中 , je 如 果 六 E L[(-o0, +ooj], 那么 对 于 任意 具 
有 有 限 测度 的 集 e 有 病 
|s(ejl < 上 7(zjlac， 


于 是 证 得 定理 中 条 件 的 充分 性 ， 反 过 来 , 如 果 对 于 所 有 这 种 集 e 有 |@(e)l < K, 那么 对 于 集 
e(f 之 0) 及 e(f <0) 可 得 同样 的 不 等 式 , 从 而 


/ |f(z)ldz < 2K. (5) 
特别 , 置 e = [一 n, 二 nj, 又 在 (5) 中 令 n 一 +oo 取 极 限 , 即 得 
[War < 2 


这 样 就 完成 了 证 明 . 
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81. 度量 空间 及 其 特殊 情形 一 一 赋 范 线性 空间 


在 第 七 章 中 我 们 已 经 讲 过 度量 空间 的 概念 ， 设 z,y, z,，… 表示 集 EB 中 的 元 素 ， 
如 果 对 于 任意 一 对 元 素 zx 和 y, 有 一 个 如 下 的 实数 p(z,y) 具有 下 列 诸 性 质 : 

1) p(z,y) 之 0, 当 z=2 时 且 仅 在 此 时 p(x,y) = 0; 

2) p(x,Y) = ply, 72); 

3) pz,z) < p(T,Y) + p(y, 2)， 
则 称 EE 为 度量 空间 . 称 p(x,y) 为 元 素 xz 与 y 间 的 距离 ， 而 称 不 等 式 3) 为 “三 角 不 
等 式 "， 因 为 在 二 维 欧 几 里 得 空间 中 , 不 等 式 3) 表示 三 角形 一 边 不 大 于 其 他 二 边 的 
和 . 

在 度量 空间 中 , 可 以 引进 元 素 序 列 zl ,zz,z3,……: 的 极限 概念 ， 如 果 此 空间 中 有 
元 素 zx 满足 


人 
则 称 z 为 {zn} 的 极限 , 而 记 之 以 
limzn 一 zz 或 zn 一 工 . 
不 难 证 明 , 元 素 列 {zn} 顶 多 只 有 一 -个 极限 , 事实 上 , 如 果 za 一 z 又 zn 一 销 则 
0 < p(z,y) 和 p(T, Tn) + p(Tn,Yy)) 


邻 n 一 00, 万 得 


p(T,y) = 二 0， 估 此 z= vy. 
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定义 ” 设 {zn} 是 度量 空间 中 的 元 素 列 . 对 于 任 一 正 数 = 有 N, 当 n > Nm > 
N 时 , 成 立 
MW 


的 话 , 称 {zn} 是 本 来 收敛 的 . 


容易 看 到 , 有 极限 的 元 素 列 是 本 来 收敛 的 . 事实 上 , 设 zn 一 zx, 那么 对 于 任 一 正 
数 e, 有 NN, 当 n>N 时 ,p(xn,7) < 3 故 当 n 和 m 都 大 于 N 时 ， 


Dlans dn] 之 


但 是 其 逆 , 一 般 而 言 是 不 真 的 例如 特别 取 度 量 空间 为 不 等 于 零 的 实数 全 体 而 
定义 p(z,y) = |z 一 yl, 那么 | 二} 是 本 来 收敛 的 , 但 是 没有 极限 . 显然, 这 种 情况 之 
所 以 产生 是 由 于 此 空间 是 “不 完全 ”的 缘故 , 如 果 加 上 元 素 0 于 此 空间 , 那么 就 变 成 
* 完 全" 的 空间 了 . 我 们 给 以 下 面 的 定义 . 


定义 ”者 度 量 空间 的 任何 本 来 收敛 的 元 素 列 常 有 极限 , 则 称 此 空间 是 完全 的 . 


显然 ,n 维 欧 几 里 得 空间 是 完全 的 . 在 第 七 章 中 所 讲 的 空间 L, 及 1, 也 是 完全 的 . 

很 重要 的 特殊 的 度量 空间 是 “ 赋 范 线性 空间 ”. 

定义 ” 设 集 忆 由 元 素 z,y,z,…. 构成 , 如 果 下 列 I, IL III 种 种 条 件 得 到 满足 ， 
那么 称 E 为 线性 空间 : 

I. 对 于 五 中 每 一 对 元 素 z 与 y 有 如 下 的 第 三 个 元 素 zE 忆 :z= 二 I 十 y, 称 z 为 
Z 与 y 的“ 和”. 

II. 对 每 个 z € 忆 与 每 个 实数 a, 对 应 有 az E 五 , 称 此 元 素 auz 为 ua 与 工 的 “ 乘 
积 ”. 

IHI. 上 面 所 定义 的 和 及 乘积 有 下 面 种 种 性 质 : 

1) z 十 y = Yy 十 7 即 加 法 交换 律 . 

2) (zZ 十 四 十 z=Z+(y 二 2z), 即 加 法 结合 律 . 

3) 关系 式 Z 十 y=Z 十 z 蕴含 1 =:z. 

4) 1 .2 一 了 . 

5) a(bz) = (ab)z. 

6) (aa 十 bz = az + bx. 

7) az 十 2) = az 十 ayV. 

设 E 是 一 线性 空间 . 对 于 E 中 每 一 元 素 zx, 作 乘 积 


9 二 = 0 
我 们 将 证 此 8, 事实 上 与 zx 的 选择 无 关 . 因为 , 首先 


T+O=1.7+0.7=(1+0)x=1:.7x=2z. 
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所 以 对 于 任意 一 对 元 素 x 与 y 有 


(T+Y)+ Or =7rI+(Yy+O)=7I+(O+Yy)=(r+O)+Yy=7r+Y, 
(z+Yy)+O,=z+(y+O,)=72+y. 


于 是 , (z 十 y) + 8; = (7 十 Y) 十 6,, 从 而 得 到 
6, = 6,. 


今后 简 记 6; 为 9. 显然 , 它 在 EB 中 元 素 的 加 法 中 的 作用 与 零 相 同 . 为 此 我 们 有 
时 即 以 0 记 之 (但 是 与 数 0 有 混淆 可 能 时 , 应 该 避免 此 记号 ), 不 难看 到 , 除了 元 素 
9 以 外 , 此 空间 中 不 存在 别 的 元 素 z 使 关系 式 z 十 z = z 对 于 任何 z 成 立 . 事实 上 ， 
从 z+z=z+e, 即 得 z= 6. 

因此 , 线性 空间 E 具有 下 述 的 性 质 : 

8) 刀 有 如 下 的 元 素 日: 使 等 式 十 日 二 工 对 于 万 中 所 有 元 素 z 成 立 . 如 果 至 
少 对 于 巨 中 某 一 元 素 z 成 立 Z+z=z 则 必 >z= 9. 

其 次 , 我 们 注意 到 

9) 如 果 az = 昌 , 则 或 是 a=10 或 是 z=@. 反 之 ,由 关系 式 a=0 或 zx=@ 中 
任 一 个 即 可 了 叶 出 az = 6. 

事实 上 , 如 果 a = 0, 则 由 6 之 定义 即 得 az = 9. 其 次 , 从 06 = 69, 得 a6 = 
a(06) = (a:0)9 =0.6= 9. 因此 由 关系 式 a = 0 或 z= 6 中 的 任何 一 个 即 可 导 
得 az = 6. 今 设 ar = 696. 如 果 a 关 0, 则 z=1:z= (30) 2=2 (on) = -0= 9. 
由 9) 不 难 引 出 

10) 如 果 z 关 日 , 则 ar=br 包含 a 二 b. 

11) 如 果 a 关 0, 则 az 二 ay 包含 z=y. 

事实 上 ,从 az = bz 得 (a-b)z = az+(--b)z = bz+(-b)z = [b+(-b)]z = 0:z = 0, 
从 而 当红 了 关 6 时 ,a = 上 4b. 

同样 的 , 从 az = ay, 可 以 逐步 地 引出 


alz+(-1)y]=ar+t+(-a)y=ay+(-a)y=[la+(-a)ly=0:y= 9， 


所 以 当 a 关 0 时 包含 z+(-1l)y = 96. 但 由 另 一 方面 ,y 十 (--1)y = 9, 因此 得 到 xz = vy. 
今后 我 们 记 
(—1)z=—7x, 2 十 (一 1 三 2 一 中 
容易 指出 下 面 种 种 事实 : 
12) z 一 Z = 9G. 又 若 T-y= 6, 则 工 =y. 
13)z 一 y= 二 7X 一 Zz 总 含 y==z. 
14) 如 果 z+y=2 则 z=z 一 外 其 逆 亦 真 . 
这 种 简单 的 事实 我 们 不 一 一 加 以 证 明了 . 
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定义 ” 设 瑟 是 一 线性 空间 . 对 于 EE 中 每 一 元 素 zx, 有 一 实数 | zl|( 称 为 z 的 范 
数 ) 与 之 对 应 , 且 具 有 下 列 诸 性 质 : 

1) |lzll| > 0, 当 z= @ 时 且 仅 当 此 时 ||zx|| = 0. 

2) llazj| = la| : |[zll, 特别 | 一 zll = llzll. 

3) lz + yll < zl + llyll. 
那么 称 EB 是 赋 范 线性 空间 ， 

对 于 赋 范 线性 空间 EB, 置 

p(x,y) = lz — yll (1) 

的 话 , 则 EE 成 一 度量 空间 . 以 后 讲 到 赋 范 线性 空间 , 总 认为 它 是 一 个 度量 空间 , 而 以 
(1) 式 表示 它 的 距离 . 

完全 的 赋 范 线性 空间 是 波兰 数学 家 S. 巴 拿 赫 所 首先 研究 的 , 因此 , 称 这 种 空间 
为 巴 拿 赫 空间 . 

在 第 七 章 中 所 讲 的 空间 L, 及 li, 都 是 巴 拿 赫 空间 的 例子 . 此 地 我 们 再 举 出 两 个 
巴 拿 赫 空间 . 

空间 C” 设 闭 区 间 [a, 上 所 定义 的 一 切 连续 果 数 的 全 体 为 C. 设 广 = fi(z) 和 
户 = jz(z) 都 属于 C, ec 是 一 个 实数 . 定义 和 与 乘积 如 下 : 


fi+f2= f1(z)+ f2(7), cf = cf(z). 
易 知 C 是 一 线性 空间 . 对 于 C 中 的 f = f(z), 定义 
| = max |f {7)|, 


那么 C 成 一 赋 范 线性 空间 . 事实 上 , 关于 范 数 的 三 性 质 1),2),3) 显然 成 立 . 

设 fn Es fn(7z) 和 C(n = 1,2,.: os 那么 显然 地 ， 由 关系 式 fn 下 fl 其 中 f = (2) [ 写 
C] 可 得 函数 列 {f(z)} 一 致 收敛 于 f(z). 

定理 1 空间 C 是 完全 的 . 

事实 上 , 设 {fn}fn = f(z)] 是 C 中 一 个 本 来 收敛 的 函数 列 . 固定 [a,9] 中 任意 
一 点 z. 因为 

[fn(7) — fm(7T)| < ||fn — fmll, 
所 以 数列 {f(z)} 是 本 来 收敛 的 且 (由 著名 的 波 尔 查 诺 - 柯 西 定理 ) 存在 着 有 限 的 极 
限 
lim f(z) = f(z). (2) 
由 于 z 是 任意 的 , 因此 函数 f(z) 在 [a,9] 上 全 有 定义 . 其 次 , 取 任 意 的 正 数 = 有 N， 
当 n > Nm > N 时 ， 
| 7 frm|| <E. 


. 468 . 第 十 八 章 ” 泛 函 分 析 的 某 些 知识 


因此 , 对 于 一 切 的 z, 当 n> Nm > N 时 ， 


|fn(7) — fm(7)| < a. 
在 此 地 暂且 固定 z 而 令 m 一 co, 那么 就 得 到 


|fn(7) — f(T) < e 


对 于 一 切 z 当 n > N 时 成 立 . 因为 数 N 与 z 无 关系 , 所 以 (2) 一 致 地 成 立 , 从 而 
f(z) 是 连续 函数 , 因此 f(z) e C. 除 此 而 外 , 极限 式 (2) 的 一 致 性 表示 f = f(z) 万 
为 度量 空间 C 中 元 素 列 {f} 的 极限 . 

空间 m， 设 有 界 实 数列 中 


t= (21,22, T3,*… ) 


的 全 体 为 m. 设 z = (zl1, Z2; 73，……) 与 y = (yy2,y3，……) 是 两 个 有 界 数 列 ， a 是 一 
实数 . 定义 和 、 乘积 及 范 数 如 下 : 


T+Yy= (zi1+ YT2 + Y2,T3 + ys, ), 
az = (aT1, aT2, QT3,.… ), 
|zll = sup{lzx)}. 
不 难 证 明 , m 成 一 赋 范 线性 空间 . 
定理 2 空间 m 是 完全 的 . 
证 明 设 {z(™} 是 mm 中 之 一 本 来 收敛 的 元 素 列 , 且 设 
Zn = (€4™), 6, £4 ,...) (n= 1,2,3,.….). 
因为 对 于 任意 固定 的 ,成立 


1 一 Em| < zl 一 xe), 


所 以 数列 【0 ,上 (2 ,el3),...} 是 本 来 收敛 的 . 因此 有 有 限 的 极限 


全 = lim Etm). 
对 于 e > 0, 有 N, 当 m> Nim > N 时, 路" 一 zm | < .那么 对 于 任意 的 上 ,成 
立 
[一 人 | <. 


中 如 果 存 在 常数 K, 使 对 于 一 切 k 成 立 jzkj < 4, 则 称 数列 (zl, zz,zs,……) 是 有 界 的 . 这 样 , 数列 
之 有 界 性 并 不 表示 数列 中 只 含有 限 项 . 相反 , 数列 中 的 项 数 是 可 数 个 (虽然 可 能 有 些 项 是 相同 的 ). 


81. 度量 空间 及 其 特殊 情形 一 一 赋 范 线性 空间 * 469 ， 


在 此 地 固定 和 n> N, 令 mm 一 oo. 万 得 不 等 式 
KE 后) 一 条 | Se (3) 


由 此 特别 导出 | 多 | < | | 二 e < |zo)‖+e. 因此 数列 z = (&1,&2,&3,…) 为 有 界 
因而 属于 mm. 除 此 而 外 , 由 于 大 是 任意 的 , 所 以 由 (3) 得 到 ||ztm) - zl < e. 此 不 等 式 
当 n > N 时 常 成 立 , 所 以 


lim ztn) 一 7. 
人 一 DO 


定理 证 毕 . 

不 应 该 认为 , 除 赋 范 空间 外 , 不 存在 另外 的 度量 空间 . 事实 上 , 容易 引进 度量 空 
间 而 不 是 赋 范 空间 的 例子 . 

空间 s 设 s 是 一 切实 数列 


T = (31, 72, 73,..*) 
的 全 体 , s 中 两 个 元 素 的 和 及 元 素 与 数 的 乘积 , 其 意义 同 于 空间 m 中 所 述 . 
设 z = (zl,zzza…) = (zy …) 是 s 中 的 两 元 素 , 定义 其 间 的 距离 为 


p(T,Yy) = 六 证 一 
k=1 2 1+|zk— yl 


距离 的 前 两 个 条 件 显然 是 成 立 的 . 今 证 三 角 不 等 式 


p(T,z) < p(x,Y) + p(y, 2) (4) 


之 成 立 : 
盟 数 


t 
1)=——— 
p(t) i 


在 范围 0 < t < +oo 中 是 增 函 数 G 0 Ti) 因此 设 > = (z1, z2, 2z3,…) 
是 第 三 个 数列 ， 
[Tk — Z| Zk Vel + |yk — zl 
1+|zk—ze| 1+|zk Oo yk. |yk — zl 


但 是 
|zk 一 yk [Zk — Yk| 
1 十 |zx 一 名 | 十 | 的 一 克 | 1+|zk— yl 
|o 一 Zk| ly 一 Zk| 
1+|zx— yr|t iyr om zl 1+|yk CO— zk| 
所 以 


|zk 一 zxk| [Zk 一 Ykx| [wk 一 Zk| 
1+|zk—2zk| 1 + 一 多 | 1+|yk— zxkl 
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在 上 面 的 不 等 式 中 边 边 乘 以 2-* 然后 关于 大 相 加 , 即 得 (4) 式 . 这 样 , 就 知道 s 是 一 
度量 空间 . 但 是 s 却 不 是 赋 范 的 @. 不 难 证 明 , 如 果 


2 = (和 


那么 要 关系 式 


lim z( 一 xx 
了 1 一 OOD 


成 立 的 必要 且 充 分 的 条 件 是 对 于 一 切 , 成 立 
Ji 全” 一 名， 
由 是 易 证 空间 s 的 完全 性 
空间 9 设 户 是 一 可 测 集 ,mE >0. 在 EE 上 所 定义 的 一 切 可 测 函 数 的 全 体 , 成 


一 空间 5. 把 等 价 的 一 切 函 数 看 作 同 一 个 元 素 . 两 元 素 有 = 户 (z) 与 户 = fo(z) 之 和 
以 及 元 素 f = f(z) 与 数 a 之 乘积 , 如 同 空间 C 的 情形 那样 定义 为 


py i 
的 话 , 5 成 一 线性 空间 . 置 
fA) fle), 
Plfi, fa) = 人 的 二 太后 全 
那么 5 变 成 度量 空间 ,( 但 不 是 赋 范 的 !) 读者 可 自行 证 明 下 列 事实 ， 在 这 个 空间 5 


中 ,lim n =f 其 中 f= fn(z),f = f(z)] 恰 为 函数 列 {f(z)} 依 测度 收敛 于 f(z). 
由 是 可 证 5 是 完全 的 . 


§2. 紧 性 


我 们 建立 了 度量 空间 中 元 素 序列 的 极限 概念 后 , 就 不 难 把 点 集 论 的 重要 概念 引 
人. 例如 , 设 4 是 度量 空间 E 中 之 一 点 集 , 如 果 由 4 中 可 选 出 不 同 元 素 的 序列 {zx} 
以 五 中 的 点 x 为 其 极限 , 则 称 z 为 集 4 的 极限 元 或 极限 点 ， 点 集 4 包含 4 的 所 
有 极限 点 时 , 称 4 是 一 闭 集 . 将 4 中 的 点 及 4 的 极限 点 之 全 体 合并 一 - 集 , 记 为 元 
称 为 集 4 的 闭 包 . 凡 闭 集 之 余 集 称 为 开 集 ， 等 等 . 


P(Z， Z0) < 了 
@ 因 为 如 果 llzl| = p(z,9), 则 不 能 满足 条 件 
llazl] = lal : llzll. 


例如 设 eo = (1,1,1,...), 则 lleol| = > 1 2eo| = 3. 


82、 紧 性 .471 ， 


的 点 z 的 全 体 , 称 为 以 zo 为 中 心 ,r 为 半径 之 开 球 ， 以 Sr(zo) 记 之 . 凡 满 足 
p(z,zo) 入 


的 z 的 全 体 称 为 以 zo 为 中 心 , > 为 半径 的 闭 球 ， 以 丽 (zo) 记 之 . 容易 证 明 : 闭 球 是 
闭 集 @ 而 开 球 是 开 集 . 5,(zo) 是 5,(zo) 的 闭 包 . 用 球 的 概念 可 以 用 通常 的 办 法 定义 
集中 内 点 的 概念 . 由 是 可 证 开 集 中 每 一 点 都 是 内 点 . 所 有 这 些 事 情 , 由 于 没有 新 的 
原则 性 的 成 分 我 们 就 不 再 讨论 了 . 

设 巨 是 一 度量 空间 . 4 是 由 B 中 元 素 所 组 成 之 集 . 对 于 点 集 4, 假如 有 某 一 个 
球 含有 4, 则 称 4 是 一 有 界 集 ， 在 第 二 章 中 我 们 已 经 证 明 : 在 直线 上 的 有 界 无 穷 点 
集 至 少 有 一 个 极限 点 . 在 第 十 一 章 中 我 们 并 且 将 这 个 结果 移 转 到 任意 维 的 欧 几 里 得 
空间 中 去 . 但 是 这 个 性 质 不 可 能 移 转 到 任意 的 度量 空间 中 去 .只 要 拿 5。 来 看 一 看 
就 可 以 知道 . 设 4 是 Ls 中 之 一 规范 正 交 系 {wk}[wx = wk(z)], 由 于 ||wxl| = 1, 所 以 
4 是 一 有 界 集 , 但 是 当 i 关上 时 却 成 立 


b 
J wn? = 人 to) = 2 (won(s) + oo)jdr =2, 
因此 4 中 并 不 存在 收敛 元 素 列 . 所 以 在 一 般 的 度量 空间 , 有 界 集 的 概念 , 已 不 如 欧 


几 里 得 空间 中 的 有 界 集 概念 那样 具有 重要 的 作用 了 . 紧 集 的 概念 取代 了 它 的 位 置 . 


定义 1 设 4 是 度量 空间 巨 中 不 空 的 集 . 假如 4 是 一 有 限 集 , 或 是 4 的 任 一 
无 穷 子 集 4o 至 少 有 一 极限 点 , 那么 称 4 是 一 紧 集 . 


注意 下 面 的 定理 : 
定理 1 任何 紧 集 必 为 有 界 . 
假如 4 不 是 有 界 集 , 那么 固定 了 E 中 某 点 zo, 4 中 有 点 zi, 使 
p(X1, 70) > 1. 
又 有 z2 € A, 使 


p(X2, To) > p(T1, Xo)+ 1. 
这 种 手续 继续 进行 , 得 4 中 之 一 点 列 x1,z2, 7x3,… ,使 
p(Tn, To0) > p(T1, To0) + p(T2, TO0) + + p(Tn_1, zo)+1. 
那么 当 > m 时 ， 
p(zn,Zo) > p(Tm, To0) + 1. 


中 只 要 证 明 距 离 函 数 p(z,y) 是 连续 的 , 即 证 明 rn 一 z，yn 一 y 芍 含 p(zn,yn) 一 p(z,y) 就 
行 . 事实 上 , p(zn,yn) < p(zn,z) + plz,y) + p(y,yn), 取 n 甚大 则 p(zn,yn) < p(z,y) 十 Ee. 另 一 方 
面 ,o(z,y) < p(z,zn) + p(znyyn) 十 p(yn,y), 取 n 甚大 , 则 p(z,y) < p(zn,yn) 十 E. 
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由 于 
p(xn, Z0) < p(Tn, Tm) + p(Tm, Z0)， 
所 以 
p(Tn, Tm) > 1， 

因此 在 {zn} 中 不 可 能 找到 收敛 子 列 , 即 {fz。} 没有 极限 点 . 所 以 4 不 是 紧 集 . 

有 了 下 面 的 定义 , 我 们 可 以 把 已 证 定理 的 意义 加 强 : 

定义 2 设 4 是 一 度量 空间 EB 中 之 一 点 集 , B C 4，s > 0. 如 果 对 于 4 中 任 
一 元 素 x, B 有 元 素 y 满足 

p(T,Yy) < < 

的 话 , 称 B 是 4 的 一 个 < 网 . 


定理 2 设 4 是 度量 空间 中 之 一 紧 集 , 那么 对 于 任 一 正 数 e, A 中 存在 着 有 限 的 
E 网 . 


首先 注意 , 如 果 一 个 集 以 有 限 集 做 它 的 = 网 , 则 此 集 必 为 有 界 集 @. 所 以 本 定理 
是 定理 1 的 加 强 . 我 们 现在 来 证 明 此 定理 . 如 果 和 定理 不 成 立 , 那么 对 于 某 一 正 数 s， 
不 存在 有 限 的 <s 网 . 先 在 4 中 任 取 一 元 素 zi. 因为 一 点 zl 并 不 组 成 = 网 , 所 以 4 
中 有 z2 使 p(z1,7z2) > s. 又 因 两 点 zi 和 zs 并 不 组 成 s 网 , 所 以 4 中 有 za 使 


p(T1,T3) 之 E, p(T2,73) 过 E. 
根据 这 样 的 理由 , 继续 进行 , 那么 4 中 有 一 点 列 {zw} : 当 n 关 mm 时 ， 
p(Tn, Tm) > E. 


这 就 是 说 ,{z,,} 没有 极限 点 . 此 事 与 4 的 紧 性 矛盾 . 定理 证 毕 . 

由 上 所 述 , 对 于 任意 的 正 数 =, 4 中 存在 有 限 的 。 网 , 乃 是 4 为 紧 集 的 必要 条 件 . 
自然 要 问 , 这 个 条 件 是 否 保证 4 的 紧 性 呢 ? 我 们 可 以 看 到 , 对 于 一 般 的 度量 空间 , 这 
句 话 是 不 成 立 的 . 例如 所 考虑 的 度量 空间 是 [0.1] 中 有 理 数 的 全 体 , 照 通常 的 方法 定 
义 距离 p(z,y) = lz -外 我 们 就 此 空间 本 身 说 , 对 于 任意 的 正 数 <, 存在 有 限 的 。 网 
(这 样 的 网 例如 当 ne > 1 时 取 点 集 0 1,2,… ,1 即行 ) 可 是 我 们 的 集 并 非 是 紧 的 ， 


因为 其 中 有 点 列 ge 
sm =3(1+) ， 


以 无 理 数 < 为 极限 , 所 以 此 空间 中 存在 着 无 极限 的 点 列 . 此 种 不 方便 的 结果 , 实 由 
于 空间 的 术 完全 性 所 臻 .实际 上 , 存在 下 面 的 定理 . 


中 事实 上 , 设 e 网 的 元 素 是 yj,y2,… ,ys. 在 空间 中 取 一 点 zo 并 记 max fplwi,zo)} = d,r = d+e, 
则 4C Sr-(zo).(G = 1,2,:... ,s) 


§2. 紧 性 . 473 . 


定理 3 设 马 是 一 完全 的 度量 空间 , 4 是 媚 中 之 一 无 穷 点 集 . 如 果 对 于 任意 
的 正 数 <,4 中 有 有 限 的 < 网 , 则 4 是 一 紧 集 . 


证 明 设 已 是 4 中 任 一 无 穷 子 集 ,es > 0. 对 应 于 5 , 当然 有 3 网 , 假定 它 是 由 
点 ,Vy2,… ,ys 所 组 成 , 那么 集 4 及 其 子 集 已 全 和 和 六 共 


因此 , 至 少 有 一 个 开 球 , 设 为 5s (ym), 含有 P 的 无 穷 个 的 点 (否则 变 成 P 为 有 限 集 
了 ). 设 z' 与 z" 是 交集 (无 穷 集 !) Q = Ss (ym)P 中 的 二 点 , 则 p(xz',z”) < e. 换言之 ， 
我 们 证 得 了 这 样 的 事实 : 对 于 任 一 正 数 <, 4 的 任 一 无 穷 子 集 已 必 含 有 直径 Cd(Q) 
小 于 s 的 无 穷 子 集 Q. 


利用 这 个 事实 , 取 4 中 任 一 无 穷 子 集 ho, 根据 已 证 明 的 一 定 有 人 的 无 穷 子 集 
Ai, 其 直径 d(41) < 1. 其 次 , 4; 中 有 无 穷 子 集 4>, 其 直径 d(4>) < =. 这 个 手续 继 
续 进 行 , 乃 得 一 列 无 穷 集 


Ao D Ai1D A DD As DOD-::,， 


使 得 d(4,) < = 我 们 从 每 一 个 An 中 选取 一 点 使 xz， 不 同 于 zi,z?,……… ,zn 1. 


当 mm > n 时 , zm € Am C An, 所 以 p(zuzm) < 一 . 由 是 可 知 {zn} 是 本 来 收敛 的 . 
但 是 由 于 五 的 完全 性 , 存在 着 极限 z = lim zn. 这 个 极限 点 即 为 4o 的 极限 点 . 因此 ， 
对 于 4 的 任 一 无 穷 子 集 ho 常 存 在 极限 点 , 所 以 4 是 紧 的 . 

用 相似 的 方法 可 证 


定理 4 设 4 是 度量 空间 妃 中 的 一 无 穷 点 集 . A 成 一 紧 点 集 的 必要 条 件 是 : 对 
于 任意 的 正 数 =, 互 中 存在 紧 集 B.®@, 使 对 于 任意 的 TE A, 有 YE Bc 满足 p(7,y) < e， 
当 万 是 完全 的 时 , 则 所 述 条 件 并 且 是 充分 的 . 


条 件 的 必要 性 是 很 明显 的 , 因为 4 是 一 紧 集 的 话 , 即 以 4 取 作 Be 好 了 . 要 证 
明 条 件 的 充分 性 , 只 要 证 明 : 对 于 4 中 任 一 无 穷 子 集 已 一 定 可 从 其 找 出 无 穷 子 集 
Q, 其 直径 d(Q) 小 于 任何 小 的 数 = 就 行 了 . 因为 若 已 证 此 , 那么 我 们 可 以 用 定理 3 
的 证 明 方法 来 完成 我 们 的 证 明 . 

今 设 已 是 4 之 一 无 穷 子 集 , es > 0. 对 于 3 , 设 其 对 应 的 集 是 Bs, 而 对 于 每 一 点 
EP,Bs 中 有 点 y(z)， 使 


p(z,y(z)) < 去. 


3 
设 DD 是 这 种 y(z) 的 全 体 , 其 中 zeEP 


@ 点 集 Q 的 直径 的 意义 是 :d(Q) = supp(z',z"), 其 中 zx'€ 8,z”€ Q@. 
四 此 地 我 们 没有 说 B: 是 4 中 的 < 网 , 因为 没有 假设 Be C 4. 
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我 们 先 设 D 只 含有 限 个 不 同 的 元 素 . 那么 D 中 至 少 有 一 个 点 yo, yo = y(z) 对 
于 PP 的 无 穷 个 元 素 z 成立. 因此, 此 集 D 即 为 所 要 求 的 @, 因为 它 的 直径 小 于 se 
如 果 DD 是 一 无 穷 集 ( 它 是 紧 集 Bs 的 子 集 !), 那么 D 中 有 收敛 点 列 


y(T1), Yy(T2), Yy(T3), …， 


其 中 元 素 zi, zz, ra, … 两 两 不 相同 . 
由 于 {y(zn)} 的 收敛 性 , 所 以 有 N 使 当 m” > N, m > N 时 ， 


p(y(zn)，y(zm)) < 5， 
于 是 所 要 求 的 Q 可 以 取 为 集 {fzw+i,zw+z,zw+s….}. 事实 上 , 当 n> Nm > N 时 ， 


plTn, Tm) < p(Tn,Yy(Tn)) + p(y(Tn), YTm)) + p(Y(Tm), Tm) < <. 
故 得 
d(Q) < e. 
定理 证 毕 . 
定理 3 和 定理 4 是 完全 空间 的 紧 性 的 一 般 判 定 法 . 但 是 对 于 有 些 空间 , 其 紧 性 
之 判定 较为 简单 . 


§3. 某 些 空间 的 紧 性 条 件 


本 节 要 将 四 个 空间 s, i,，C，L, 逐个 讨论 其 中 点 集 的 紧 性 条 件 . 

空间 s 这 个 空间 的 元 素 是 数列 z = (&1，f2，&3,…). 其 中 第 个 位 置 上 的 数 
&x, 称 为 点 z 的 第 大 个“ 坐标”, 因为 它 是 z 的 函数 , 今后 以 &k(z) 记 之 . 

利用 这 个 定义 , 我 们 可 以 写 出 下 面 的 定理 . 


定理 1 设 空间 s 中 有 一 无 穷 点 集 4 = {zj, 其 中 z= (和 (zj co(z)， ca(z)，)， 
则 A 为 紧 集 的 必要 且 充 分 的 条 件 是 存在 着 如 下 的 数列 Mi，M2，Ma, …. 使 对 于 A 
中 任 一 点 Z, 成 立 
| 多 (z) < Mi (k= 1,2,3,..). 


证 明 事实 上 ,假如 有 这 种 {Mi} 存在 , 那么 在 4 中 取 一 列 两 两 相 异 的 点 zl，z2， 
z3,… .对 于 这 些 点 , 将 其 第 一 坐标 写成 数列 


€1(21), €1(22), €1(23), .……. (1) 
因为 |&1 (za) 和 Mi, 所 以 根据 波 尔 查 诺 - 魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 , 从 (1) 中 可 以 选取 


收敛 数列 : 
CC) = 
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此 地 的 zx, zz 人 人 1， … 是 Tl1, T2, T3, ……， 的 子 列 ， 并 且 不 打 乱 其 次 序 . 
由 zi ， zx， zx， … ,将 其 第 二 坐标 写成 数列 
€2 (271), &2 (7)), €2(70), | 


因为 |@e(z 名 ))| < Mz, 其 中 必 有 收敛 子 数列 : 


é€2(2°), €2(2)), €2(2), … ,lim 人 (lz@)) = az. 


此 地 z2，z2)，z2， .是 zx00，zo)，z90)，.… 的 子 列 , 且 不 变 其 项 与 项 间 的 
次 序 . 
将 此 手续 继续 进行 , 乃 得 由 4 中 之 点 所 组 成 的 无 穷 矩 阵 : 


x1 zd) 


2 2 2 
zt2) ， 名 )， 7 名 )， … 


3) ， zr), r0), … 


(1) 
9 Ts 9 * +»** 


+ 


并 且 每 一 行 是 前 行 除去 一 部 分 的 点 而 得 的 , 但 是 并 不 打 乱 其 次 序 . 这 个 矩阵 的 每 一 
行 存在 着 有 限 的 极限 


i (p)) — 一 Nn 
lim ép(Tn ) Qp (p 成 ， 3, ). 


得 到 上 面 的 矩阵 后 , 取 其 位 于 对 角 线 上 的 元 素 列 : 


三 二 z0) ,ya = £2), ys 2 ws | 


这 个 点 列 是 4 中 两 两 相 异 的 点 所 组 成 的 . 
固定 任 一 自然 数 了 P， 则 元 素 yp yp+1， 都 在 矩阵 的 第 了 行 中 出 现 : 


显然 的 , m(n,p) > n. 但 是 


ép (Yn) = ép (oma (n > p), 


因此 
im Ep(yn) = Qp: 


此 即 表 示 , 从 4 的 点 列 z1, zz, za,…… 中 所 选取 的 子 列 y1,y2,ya,… 具有 极限 点 


a 一 (al,a2,a3,……). 
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所 以 , 4 的 任何 可 数 子 集 都 有 极限 点 ， 此 即 表 示 4 是 一 紧 集 . 条 件 的 充分 性 已 经 证 
毕 . 

现在 证 明 条 件 的 必要 性 . 设 此 条 件 不 满足 , 那么 至 少 有 一 个 k, 对 于 这 个 大 不 存 
在 如 下 的 AM : |&(z)| 和 Mx(z € 4). 固定 这 个 , 知 数 集 {&4.(z)} 不 是 有 界 的 . 所 以 
4 中 有 如 下 的 点 列 zi,zz,z3s，……: 


lim 如 (Zn) = 0o. 


那么 {zn} 没有 极 跟 点 宇 . 定理 证 毕 . 
空间 l,(p > 1).， 这 个 空间 的 元 素 是 数列 


了 一 (6 (Z)， E2(zZ)， £3(7z), iss » 
但 满足 条 件 


4 


lzll = S ee 过 


k= 二 1 
下 面 的 定理 决定 这 个 空间 的 紧 性 条 件 . 
定理 2 设 A 是 空间 ls 中 之 一 无 穷 集 , 4 成 一 紧 集 的 必要 且 充 分 的 条 件 如 下 : 
1) 存在 着 数列 Mi, M2, Ma,:… 使 对 于 4 中 一 切 z, 成 立 
|éx (7)| < Me: (k= 二 


2) 级 数 
Slér(z)l? 
大 一 1 


在 A 上 一 致 收 伍 . 
证 明 “ 先 证 条 件 的 充分 性 . 假设 两 个 条 件 都 满足 , 那么 必 有 mm 使 不 等 式 
> lér(z)? <1 
无 一 7m 十 1 


对 于 4 中 一 切 点 z 成 立 . 固定 这 个 m, 对 于 4 中 一 切 zx， 
Dléx(z)hP < > ME. 
外 一 】 kk 二 1 


因此 , 置 m 
>_ME+1=H, 


k=1 


因为 如 果 {zn} 有 子 列 {zn,} 有 极限 a, 那么 &.(zni) 一 &k(a), 可 是 &k(zni) 一 co. 
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OO 


》， je(zZ)|P2 < 五. 


k=1 


设 ho 是 4 中 任 一 无 穷 子 集 . 那么 完全 如 同 定 理 1 中 所 述 的 一 样 , 4o 中 可 以 选 
取 如 下 的 点 列 yi, yz, ya,……: 


im ék(yn)= Qk (k=1,2,3,...), 
于 此 on, a2,… 都 是 有 限 数 . 
对 于 任意 的 N, 不 等 式 


N 
》 ,lex(yn)P < 五 
天 一 工 
成 立 . 固定 NN, 使 n 一 co, 则 得 
N 
> ， [Qaxl? <H. 
大 一】 
因 N 可 以 任意 的 ， 故 Q 二 (Qi1, 02, 03, i :) 三 ly. 
我 们 可 证 
0 一 lim jn. (2) 
为 此 对 于 任 一 正 数 e, 取 h 使 对 于 4 中 一 切 z, 成 立 
> lt(o)P < (5) : 
k= 二 h 十 1 
N 
用 上 面 的 方法 ( 即 首先 考虑 > ” ), 可 得 
k=h 二 1 
> lerr < (5) 
b 二 hh 十 1 
但 是 ， ， 
| 2_, Iér(yn) 一 ep < | > ep 南 | be eu 
大 一 六 十 1 天 一 六 十 1 天 一 户 十 1 
因此 ， 
| 2D, léxr(yn) -ap < 5e 
天 一 不 十 1 
和 
lw — all < 2 |ék (yn) 一 op + ae: 
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因为 对 于 适当 大 的 n, 成 立 


h 
Dlék (Yn) — orl? < (5) ， 
k 二 1 

所 以 对 于 这 些 m， 


| yn ~ al| < E, 


所 以 (2) 式 成 立 . 从 而 4 是 一 紧 集 . 

第 一 个 条 件 的 必要 性 可 以 逐 句 的 照 证 明定 理 1 中 条 件 之 必要 性 证 之 . 现在 假设 
第 二 个 条 件 不 满足 . 那么 存在 这 样 的 正 数 a, 使 对 于 一 切 自 然 数 n, 4 中 有 元 素 z。 满 
足 不 等 式 


.jo (3) 
/ 大 一 刀 十 工 
不 难看 到 , {z,} 是 一 个 其 元 素 zx。 两 两 相 异 的 无 穷 集 , 但 是 在 {z,} 中 却 不 存在 
收敛 点 列 . 


事实 上 , 如 果 点 列 
JZmniyTnayna) (ni <n2z<n3s<:..) 
具有 极限 a = (aa, az,as,….), 那么 我 们 首先 找到 如 下 的 : 
本 |ak|2 AS 了 
大 二 十 1 


然后 对 于 足够 大 的 i (i > io), 我 们 有 


Bi 


E 
||zn， 四 all < 9? 


从 而 对 于 这 些 i, 更 加 是 


E 


2D, Iér(zn) 一 ak < DF 


k 二 7Li; 十 1 


那么 , 取 i > io 甚大 , 使 当 mi > 时 ， 


1 


( >》， GeoP <( 了 ae- 
k 


天 一 Ti 十 】 一 ?十 1 


但 此 式 与 不 等 式 (3) 是 矛盾 的 . 定理 证 毕 . 
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作为 特例 , 假设 4 是 由 i, 中 的 单位 向 量 , 即 具 下 列 形式 
en = (0,:… ,0,1,0,0,.…) (1 是 第 ”个 坐标 ) 
的 元 素 所 组 成 的 . 此 时 第 一 个 条 件 显然 满足 . 其 次 , 级 数 


》 IEk(em) 
kk 二] 


对 于 一 切 n 是 收敛 的 , 因为 当头 nn 时, Ei.(en) = 0. 但 是 这 个 级 数 关 于 n 并 非 为 一 
致 收敛 , 所 以 4 不 是 紧 集 . 这 是 直接 可 以 得 到 的 . 事实 上 , 由 于 
,lim Sk(en) = 0， 
因此 唯一 可 能 作为 4 的 极限 点 的 是 8 = (0,0,0,…). 但 对 于 任意 的 m， 
len ~ © =1. 
所 以 4 没有 极限 点 9. 可 是 对 于 一 切 n 是 llenl| = 1, 所 以 4 是 一 有 界 集 . 于 此 我 们 


又 得 到 一 个 虽 为 有 界 但 非 紧 的 集 . 
空间 C ”现在 对 于 空间 C 来 研究 紧 性 条 件 . 我 们 先 说 函数 族 的 等 度 连续 性 . 


定义 ” 设 4A= {f(z)} 是 定义 在 闭 区 间 [a,9] 上 的 一 个 连续 函数 族 . 如 果 对 于 任 
一 正 数 e, 有 这 样 的 6 > 0, 使 当 |z” 一 zi <5( 其 中 zz 及 x” 取 自 [ab) 时 , 不等式 
[f(z"”)— f(r)|<e 
对 于 4 中 任意 的 函数 f(z) 成 立 , 那么 称 函 数 族 4 是 等 度 连续 的 . 


我 们 晓得 , 对 于 4 中 的 每 一 个 函数 存在 如 上 的 5 是 由 函数 的 连续 性 直接 得 到 
的 . 此 地 的 事情 是 要 对 于 所 有 的 函数 , 存在 同一 个 4. 


定理 3 (C. 阿尔 泽 拉 (C. Arzela)-G. 阿 斯 科 利 (G. Ascoli)) 设 4={fFz)} 
是 在 [a,b 上 定义 的 连续 函数 的 无 穷 族 . 假如 

1) 存在 一 个 数 M 使 此 族 中 的 函数 都 满足 |f (x)| < M， 

2) 这 些 函 数 是 等 度 连 续 的 ， 
那么 4 中 存在 着 一 致 收敛 的 函数 列 . 


证 明 ” 记 [a,4| 中 所 有 有 理 数 之 全 体 为 EE,EB 是 一 可 数 集 , 因此 由 第 八 章 84 的 
引 理 1, 由 4 可 选 出 两 两 相 异 的 图 数列 户 (z), fz(z), fa(7z),… 使 在 互 中 一 切 点 收敛 . 
我 们 要 证 明 , 这 个 函数 列 在 整个 闭 区 间 [a, 上 是 处 处 收敛 的 . 事实 上 , 设 x 是 fa, 如 
上 任 一 无 理 点 , s > 0. 于 [a,9| 中 取 有 理 点 7 使 对 于 4 中 一 切 函 数 f(z) 适合 

f(z) -fl< 3 
中 从 jlen - em = WV2(n 关 m) 可 以 更 简单 的 看 出 同样 的 结果 . 
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这 种 7 的 存在 是 由 于 函数 族 的 等 度 连 续 性 , 因为 数列 { 包 (>)} 是 收敛 的 , 所 以 对 于 上 
面 的 < 有 N, 当 m > Nm > N 时, 


Im- 各 < 了 
对 于 这 样 的 ”及 m, 成 立 
fal) — fm (a) < Ifn(2) — Fan) + Lfn(r) 一 各 人 
tlfm(r) — fm(o)| < e. 
因此 , 函数 列 { 刻 (z)} 是 本 来 收敛 的 , 因而 收敛 于 有 限 的 极限 . 置 
im 刀 (Z) 一 pz)， 4 入 Z 入 外 


容易 证 明 , 函数 w(z) 是 连续 的 . 事实 上 , 对 于 正 数 e, 有 5 > 0 使 当 |lz -zx'|< 6 时， 
4 中 一 切 函 数 f(z) 满足 |f(z”) - f(z) < e. 因此 , 当 |z” -z| < 5 时 ， 


fn(2°)— fn(r)| < e， 
从 而 令 n 一 co 得 
Ip(7”)— (7)| < 6, 
所 以 p(z) 是 连续 的 . 
剩 下 来 要 证 明 的 是 fn(z)( 关 于 z) 一 致 收敛 于 p(z). 


首先 我 们 注意 : 晒 数 fn(7) 一 9(Z) 如 同 fn(7z) 一 般 ， 也 是 等 度 连续 的 . 因此 ， 对 
于 正 数 e, 有 6 > 0, 当 |x” 一 z| < 5 时 , 对 于 任意 的 n 成 立 


{fn (2") — P(e)} ~ {fn(2’) — plz < 3 (4) 
固定 6, 取 自 然 数 。 足够 大 , 使 
Ot 
S 
四 b b 
20 三 6G;,2Z1 三 CQ 十 一 ,za 一 a+2 一 Ws 


对 于 每 一 点 z; 成 立 
,im fn(%i) = Pp(zi), 
因此 有 如 下 的 Ni, 当 n > Ni 时 ， 


fn) — plz)| < 3: (5) 
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设 N = maxfo, Ni ,Ns}, 则 当 m > N 时 , 不等式 
[fn(7) 一 2(z)| <e (6) 


对 于 [a,4] 中 的 任 一 z 成 立 . 事实 上 , 对 于 ze [oa 中 , 必 有 zz, 使 |z; 一 z| ne 
因此 , 由 (4) 式 及 (5) 式 可 得 (6) 式 . 由 于 此 地 的 NN 与 z 之 选择 无 关 , 故 (6) 一 致 地 
成 立 . 定理 证 毕 . 


定理 4 设 4 是 空间 C 中 之 一 无 穷 集 , 4 为 紧 集 的 必要 且 充 分 的 条 件 是 : 4 中 
一 切削 数 为 一 致 有 界 且 为 等 度 连 续 . 

证 明 ”定理 中 条 件 的 充分 性 已 在 定理 3 中 证 明了 . 4 中 函数 f(z) 为 一 致 有 界 
的 必要 性 由 上 节 之 定理 1 可 以 导出 , 因为 由 该 定理 知 紧 集 必 为 有 界 , 在 此 地 即 表示 
A 中 所 有 函数 其 绝对 值 都 小 于 同一 常数 , 故 必 为 一 致 有 界 . 现在 证 明 等 度 连续 的 必 
要 性 . 假如 4 不 是 等 度 连续 , 那么 对 于 某 一 so > 0, 可 在 4 中 取 函 数列 {f(z)}, 在 
la, b| 中 取 如 下 的 点 列 {xn} 及 {yn} - 

lim(zyn 一 Zn ) = 0, |fn(Tn) > fn (Yn)| 之 E0. (7) 

琢 数列 {f(z)} 中 应 该 含有 4 中 相 异 的 无 穷 个 元 素 . 但 是 从 {f(z)} 不 能 选 出 
任何 一 个 一 致 收敛 的 子 函 数列 . 其 证 如 下 : 如 果 {f(z)} 存在 着 一 致 收敛 的 子 函 数 
列 , 则 不 失 一 般 性 , 就 可 以 令 {n(x)} 表示 此 函数 数列 , 因为 这 不 过 是 符号 变动 一 下 
的 问题 . 这 样 ,{fn(z)} 除了 满足 关系 式 (7) 以 外 , 并 且 是 一 致 收敛 于 某 (连续 ) 函数 
2(Z). 

对 于 上 面 已 述 的 so > 0, 存在 6 > 0, 使 当 lz 一 zl| < 5 时 , |elz) 一 p(z’)| ee 
男 一 方面 , 可 以 找到 N, 使 当 n > N 时 , 对 于 任意 的 z e la, 


[fn(7) 一 wp(z)| < 本 
取 n >N 且 使 满足 条 件 |y,, 一 zn| < 6. 对 于 这 个 mw, 成 立 


(fn(zn) — fn(yn)| < |fn(zn) 一 2(zn)l 十 |Pp(zn) — p(yn)| 
十 |p(yn) 一 fn(yn)| < ecoi 
可 是 此 式 与 (7) 式 相 矛盾 . 所 以 证 得 , 如 果 4 不 满足 等 度 连 续 的 条 件 , 那么 在 4 中 
就 存在 无 极限 元 素 的 无 限 子 集 . 此 即 表示 4 非 为 紧 集 . 定理 证 毕 . 
现在 我 们 把 定理 3 应 用 到 古典 分 析 上 的 一 个 问题 @. 设 有 微分 方程 
和 = f(z,y), (8) 
其 中 f(x,y) 在 闭 和 矩形 RR 中 是 一 连续 的 函数 . 


@ 我 仿效 彼得 罗 夫 斯 基 的 叙述 (参阅 他 的 “Jleknuw no reopr o6urkHoBeaHEIx 中 中 e- 
peHIAaTbHPIX ypanHeHni”, TOHTH, 1939, 812). 
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定理 5 设 (zo0,yo) 为 忆 之 一 内 点 ,那么 经 过 此 点 (zo,yo) (8) 式 至 少 有 一 条 积分 曲线 . 
证 明 ”因为 ffz,y) 在 闭 和 矩形 RR 中 为 连续 , 所 以 在 R 上 是 有 界 的 . 设 
If(z,y)| < M. 


经 过 (zo, yo) 引 两 直线 I 及 II 分 别 以 M 及 -NM 为 斜率 . 其 次 , 我 们 作 二 直线 zx = a 及 
7 二 b, 此 处 a < zo <b, 并且 选 取 数 a 和 bb 满足 下 面 的 要 求 : 由 直线 T= 二 a 和 x = 及 直线 1 
及 II 所 包围 的 三 角形 4BC 及 ADE 全 部 含 在 RR 中 ( 见 图 9). 


然后 用 点 zo 二 a < zi <z2<… < zs ==b 将 [a,59] 分 成 s 个 部 分 , 其 中 一 个 分 点 是 zo : 设 
ZT0 二 zm 经 过 (zo,yo) 我 们 引 一 直线 以 f(zo, yo) 为 斜率 , 这 个 直线 一 定位 在 三 角形 BAC 及 DAE 
的 对 顶 角 中 . 由 点 (zo, yo) 沿 着 此 直线 向 右 移 动 , 我 们 就 遇 到 点 (zm+1,um+1). 假设 中 二 1<s， 
那么 通过 此 点 引 一 条 以 f(zm+1,um+1) 为 斜率 之 直线 , 而 考虑 位 在 闭 区 间 [zm+1, zm+2] 上 之 一 个 
线段 . 这 个 线段 完全 含 在 三 角形 4BC 之 中 . 如 果 mm 十 2 < s, 那么 通过 右 端 的 点 (zm;2, Um42) 以 
f(zm+2,Um+2) 为 斜率 引 直 线 . 将 此 手续 继续 进行 , 直到 如 此 所 作 得 之 线段 其 右 端 位 在 直线 x = 
上 而 止 . 同样 的 可 以 从 {zo, Wo) 向 左 逐 步 移 动 . 
于 是 我 们 得 到 一 个 以 点 
(zo, u0), (Zz1, 41), .+ , (zs, Us)- 
为 项 点 的 折线 , 其 中 zm = zo,um = yo. 由 顶点 (zk,Uk) 及 (zk+1, Uk+1) 所 连接 之 直线 段 其 斜率 
当 此 宇 mm 时 为 f(zk,Uk) 而 当 大 < mm 时 为 f(zk+1, Uk+1). 这 个 折线 称 为 欧 拉 折线 . 所 当 注 意 的 
是 , 这 个 折线 不 会 跑 出 三 角形 4BC 及 ADE 之 外 (可 用 归纳 法 证 之 ). 以 此 折线 为 图 形 的 函数 设 
为 p(z), 则 yp(z) 是 一 有 界 函 数 , 因为 它 的 图 形 全 在 R 中 . 不 难看 到 , 函数 w(z) 满足 利 普 希 茨 条 
件 : 
Ip(z") — p(T)| < Miz ~ zl. 
对 应 于 [a,9] 中 任 一 分 解 所 得 的 如 上 的 旺 数 e(z), 称 为 欧 拉 函数 . 对 于 [a, 9| 的 不 同 的 分 法 即 
得 不 同 的 欧 拉 函数 . 这 种 函数 之 全 体 是 一 致 有 界 的 且 为 等 度 连 续 . 因此 , 这 种 函数 所 成 之 集 在 C 
中 是 紧 集 (定理 3). 
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于 [a,b] 插 人 分 点 zo, zi, zz,…… ,zs 使 具有 性 质 
max[zk+1 一 Zk] — 0. 


那么 对 于 这 些 分 法 得 到 种 种 欧 拉 函数 ， 其 中 必 有 一 致 收敛 的 子 项 数列 gp1(z), p2(7), pa(T),……- 
设 
lim nkzZ) = YL). 


显然 的 , V(zo) = yo, 故 曲线 y = w(7z) 通过 点 (zo, yo). 现在 我 们 证 明 , 此 曲线 是 方程 (8) 的 
积分 曲线 . 
假设 对 于 分 点 z4",z4”,… ,zs"), 欧 拉 函数 是 wn(z). 我 们 注意 到 


lim [max{zk% — zk }] =0. (9) 
我 们 在 半 开 区 间 (zo, 中 任 取 一 点 z. 设 
zt <z 和 zt [p=p(n)). 
仍 以 zmlm = m(n)] 表示 与 zo 一 致 的 分 点 , 我 们 就 有 
pn 21) = pn (2 ) + f (vo, pn(z20)) (zi -mo)， 
人 
"(= +7 (如) (加 - 扣 
ore = po (a) (en (a0)) (2 


由 上 面 的 等 式 , 得 到 


p—1 
Co Ss f 人 (z 二 人 加 zt ) + f(s, pn C0) (z 加 a) | 
大 一 mm 
下 数 f(z,y) 是 一 致 连续 的 . 所 以 , 对 于 e > 0 必 有 6 > 0, 使 当 |y” 一 y| < 5 时 , 对 于 所 有 
的 zef[a,b 成 立 
|f(z, 2 ) 7 f(z, y )| <E. 
不 失 一 般 性 , 我 们 可 以 假设 6 < <. 我 们 取 n 如 此 之 大 , 使 对 于 所 有 的 ze [ae, 吕 , 成立 
|pn(z) — wv(z)| < 46. 
那么 和 式 


S70 人) CE =A) + (0 CC- 区 ) 
k 


一 7 


与 相似 的 和 式 


宁 f(z, (2)) (+ (z™)) (=- 2)) 


天 一 7m 


484 ， 第 十 八 章 ” 泛 函 分 析 的 某 些 知识 


之 差 小 于 s(z 一 zo). 由 此 , 对 于 所 说 的 适当 大 的 n, 成 立 
Iw(z)— yo ~ on| < ae(l+i+Zz— Zz0). (10) 


和 式 On 是 积分 二 
/ flz, wb(z)]dz 
的 黎 曼 和 , 所 以 由 (9) 式 , 把 (10) 式 中 的 n oo, 乃 得 


< e(l+Zz— zo)., 


wo) -w-/ , flz, wlz)ldz 


由 于 < 是 任意 的 , 所 以 
wz) = 加 + /fle waldz (11) 


将 此 式 关 于 z 微分 , 那么 等 式 
w(x) = flz, vz)] (12) 
在 [zo,b| 上 成 立 吕 . 同样 地 可 得 (12) 式 对 于 a < z < zo 亦 真 . 定理 完全 证 毕 . 
附注 1 ”如果 和 矩形 RR 由 不 等 式 


R(xzo—- A<rg<roi+A,y -Bg<y<y+B) 


所 决定 , 那么 在 闭 区 间 [zo -- 6， zo 二 5] 中 (8) 式 存 在 着 解 , 其 中 


B 
0 = min {4 各 } 

附注 2 ”在 定理 5 的 条 件 下 , 经 过 点 (zo, yo) 的 积分 曲线 不 一 定 是 唯一 的 . 例如 对 于 方程 
2 = 3 让 更 , 经 过 点 (0,0) 有 两 条 积分 曲线 y = 0 及 y= za. 

空间 L。 最 后 我 们 要 讨论 空间 L, 中 点 集 之 紧 性 条 件 . 对 于 p > 1, 这 些 条 件 
是 由 A. H. 柯 尔 莫 戈 洛 夫 在 1931 年 发 现 的 ， 二 年 以 后 ,， A. H. 图 拉 伊 柯 夫 (A. H. 
TynaiikoBs) @ 证 明 柯 尔 莫 戈 洛 夫 的 条 件 对 于 p = 1 时 也 是 必要 且 充 分 的 . 

为 了 要 讲 这 些 有 趣 的 结果 , 我 们 需要 一 些 预 备 知 识 . 

引 理 1 设 olb 在 [aw 中 上 是 一 可 和 函数 . 将 此 函数 p(t) 的 定义 范围 扩充 到 闭 
区 间 [a 一 h,b 十 h 上 : 当 te[a,b| 时 置 p(t) = 0. 置 


1 工 十 hh 
ed / plt)dt, a<z <b, 
2h rz—h 


则 函数 ohn(z) 在 [a,0 上 是 连续 的 ( 称 on(z) 为 p(z) 的 斯 捷克 洛 夫 函数 ). 


中 虽然 (11) 只 有 当 zx > zo 时 加 以 证 明 , 但 (12) 当 z = zo 时 也 可 由 (11) 导出 . 自然 , 当 z = zo 
及 z=b 时 , 所 说 的 只 是 单 侧 导数 . 
OD “Tur Kompaktheit im Raum Zn fiir p = 1"，Gattingen Nachrichten 1933, 167-170 页 . 
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事实 上 , 设 F(x) = 


g(t)at, 则 
a—h 
oa(z) = P(e+h) — F(z A), 
函数 F(z) 是 熟知 的 连续 函数 . 
引 理 2” 在 引 理 1 的 情况 下 , 成 立 
b b 
/ pn(z)| dz < / lez)laz (13) 


证 明 ”首先 假设 p(x) > 0. 我 们 在 矩形 R(a < t < b, 一 h < z < h) 中 考虑 函数 
2fz 十 办 . 根据 第 十 二 章 84 的 定理 2 有 @ 


dt } Pp(z++t)dz = 人 dz [ p(z+t)dt. (14) 


十 及 t+h 
/ p(z +t)dz = / pz)dz = 2hupnlt), 
—h t—h 


则 (14) 式 左边 的 积分 , 不 是 别 的 , 恰好 是 


因为 


2h _ pn lt)dt. 
而 (14) 右边 的 积分 可 以 化 为 
+h b+z 
剩 下 来 再 注意 到 @ 
b+z b 
| ve)az < | vlna, (15) 


巴 当 函数 yp(z 十 t) 看 作 t 或 者 z 的 一 元 函数 , 将 其 他 的 一 个 变量 任意 固定 时 , 其 可 测 性 很 显 
然 . 我 们 要 证 明 当 它 看 作 二 元 函数 在 R 中 也 是 可 测 的 . 对 于 任意 的 c, 那些 点 rz e [a 一 h,b 十 及 
使 p(z) > c 者 , 成 一 可 测 集 . 但 是 (参考 第 十 二 章 82 的 引 理 1) 当 点 (z,y) 在 和 矩形 (ahg<z< 
b+h, 一 h yh) 中 使 p(z) > c 者 其 全 体 为 一 可 测 集 . 设 EE 是 点 (t,z) 所 成 之 集 , 它 是 从 4 经 过 
平面 上 由 t= zx 一 y,z =Yy 所 决定 的 仿 射 变换 而 得 的 集 . 它 是 可 测 的 , 并 且 考 虑 到 


RIp(z+t) > c= RE. 


多 当 z = 0 时 两 个 积分 是 相同 的 . 假如 xz > 0, 则 由 w(z) > 0, 得 
站 wo- vas < 三 rear 
个 十 之 他 十 之 a 
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就 得 到 (13) 式 . 
现在 我 们 要 去 掉 yp(z) > 0 的 假定 , 以 现 (z) 表示 |2(z)| 的 斯 捷克 洛 夫 函 数 . 


那么 
|on(z) = 二 / Mr P(t)dt| < 了 人 lp(t)ldt = Bn (7) 
及 
Ion(zjlar < [ Pha(z)dz. (16) 
但 由 已 经 证 明 的 结果 ， 


b b 
/ Ph(z)dr < / [p(x)ldz, 
从 而 再 由 (16) 式 就 导出 (13) 式 . 
引 理 3 ”如 果 yp(t) € Lp,p 之 1, 则 


[pnll < lll, (17) 


p b 
lol= ip(z)lPdz. 


由 于 斯 捷克 洛 夫 函数 pn(z) 的 连续 性 , 知 ph(z) 亦 属于 Ly. 
当 p = 1 时 则 此 引 理 即 为 引 理 2. 因此 我 们 假设 p > 1. 但 是 此 时 由 替 尔 德 不 等 


式 , 成 立 
<([ wora) (fa), +3-) 


on <H egPdt (8) 


此 不 等 式 的 右 方 是 晴 数 |p(z)|? 的 斯 捷克 洛 夫 函 数 记 它 为 5,(z), 则 (18) 式 可 
以 重 写 为 : 


此 地 


Z 十 大 
p(t)at 
T—h 


或 是 


lpn(z)l? < Bh(z). 
从 而 得 到 
b b 
. |pn(z)l?dz < Bn (rT)dz. 
但 由 引 理 2， 
b b 
[ war< / Ip(z)l?dz. 
由 上 两 不 等 式 即 得 (17) 式 . 
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引 理 4 著 p>1l,plz)ezn, 则 


b 
lim / lpn(z) — p(z)lrdz =0. (19) 


事实 上 , 先 假设 w(z) 是 一 连续 函数 . 设 a < z <b, 取 其 小 使 [2—h,z+h)c 
[a, b]， 那么 由 平均 值 定理 ， 


I 十 h 
phn(Z) = 区 人 plt)dt = yp(é), 
其 中 € € [z 一 h,z 十 月 . 因此 , 对 于 xz € (a,b) 成 立 
lim Jpn(Z) = p(7), 
由 是 , (19) 式 的 积分 符号 下 的 函数 , 在 [a, 9] 上 几乎 处 处 收敛 于 0 [更 确切 地 说 , 在 区 
间 (a,b) 中 处 处 成 立 ]. 另 一 方面 , 因为 yp(z) 为 连续 , 所 以 是 有 界 的 . 假设 |p(z)| < M,， 
则 |en(z)| < M. 显然 , (19) 式 中 积分 符号 下 的 函数 , 其 绝对 值 小 于 一 个 常数 , 此 常数 


与 参数 无 关 . 因此 , 可 将 极限 手续 放 到 积分 符号 里 面 去 , 由 是 得 (19) 式 . 
今 设 gp(z) 为 Lp 中 任 一 函数 . 对 于 e > 0, 取 连 续聘 数 yw(z) 使 


Iw— vll<e. (20) 


设 y(z) 的 斯 捷克 洛 夫 函数 为 如 (z), 则 p(xz) 一 (x) 的 斯 捷克 洛 夫 函 数 是 pi (7z) 一 
wn(zT). 由 (20) 式 及 引 理 3 乃 得 


[pn — Pnll < <. 


但 是 
lpn — 9»ll < pn — bn) + lpn — wl + ly — yl. 
所 以 
[pn — ol < 2e + lw — wl, 

但 是 利用 已 经 证 明 的 事实 , 当 h 适当 的 小 时 , ||wn 一 如 < e. 因此 对 于 这 些 h 成 立 
le 一 ol < 3e. 引 理 证 毕 . 

定理 6 (A. H. 柯 尔 莫 戈 洛 夫 ) 设 A4= {f(z)} 是 Lp(p > 1) 中 的 函数 集 . 4 为 
紧 集 的 必要 且 充 分 的 条 件 如 下 : 

1) 在 中 4 是 一 有 界 集 ， 

2) 当 hh 一 0 时 有 一 fl 对 f(z) € 4h 来 说 一 致 收敛 于 0. 

证 明 ”第 一 个 条 件 之 必要 性 是 显然 的 , 因为 凡 紧 集 必 为 有 界 . 今 证 第 二 个 条 件 
的 必要 性 . 假设 第 二 个 条 件 不 成 立 , 那么 存在 着 如 下 的 so > 0, 正 数 数列 {hn} 与 4 
中 的 函数 列 {fm(z)} 满足 下 列 二 式 : 


lim hn = 0, fh™ 一 1 > eo. 
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我 们 要 证 明 , 由 {jm(z)} 一 定 不 能 选 出 收敛 的 子 函 数列 . 如 果 说 : 相反 的 , 有 
这 种 收敛 子 清 数列 的 存在 , 那么 不 妨 假设 {fm (zx)} 本 身 是 一 收敛 函数 列 (这 不 过 是 
变换 一 下 上 标的 问题 ). 今 设 {f("(z)} (在 厂 度量 意义 下 ) 收敛 于 g(z), 那么 


go < FA — FN < fA — gn + lgn, 一 外 十 lg 一 Fo 
于 此 , 用 引 理 3, 乃 得 
eo < 2l|g — f+ lgn, 一 9|. 
由 引 理 4, 对 于 适当 大 的 n, ||g。 -gl| < 因此 , 对 于 这 种 n, 成 立 
Te A ee 


此 结果 与 假设 f("(z) 一 g(z) 相 矛 盾 . 因此 得 到 条 件 必要 性 的 证 明 @. 
现在 我 们 假定 4 满足 第 一 个 和 第 二 个 条 件 . 那么 对 于 任意 的 f(z) e 4， 


b 过 
= ( / pan) <M, 


其 中 M 是 一 与 f 无 关 的 常数 . 固定 h > 0, 作 4 中 一 切 涌 数 f(z) 的 斯 捷克 洛 夫 函 
数 :A。 = {fhn(z)}. 由 赫 尔 德 不 等 式 , 对 于 任 一 f(x) 成 立 


4 1 
1 T+h p ZX 十 hh q M 1 1 
ol< 喜 ( J Lo ( + ) < (+ 


这 就 表示 A 中 一 切 肾 数 是 一 臻 有 界 的 . 现 再 证 A， 中 孙 数 的 等 度 连续 性 . 事实 
上 , 当 a gz<zr gb 时 ,对 于 A 中 任 一 函数 成 立 


"十 九 Z' 一 内 
je) -太一 喜 | f,, soe-f ra (5 
但 是 


请 f(a 


+h 


rz'+h $ rz'+h 4 
p / 一 4. 
< (f [Fl 3 ( 广 4 < M(z' — 2) 
对 于 (21) 式 括号 中 的 另 一 积分 , 也 可 作 相 似 的 估计 . 因此 ， 


f(z) — fo(o)| < P(e — 2), 


从 而 证 得 {f(z)} 的 等 度 连 续 性 . 
因此 , 对 于 任意 的 h > 0, 集 4 在 C 中 是 紧 集 , 所 以 在 L, 中 更 加 是 紧 集 . 由 第 
二 个 条 件 及 82 的 定理 4, 就 得 到 4 的 紧 性 . 
@ 在 证 明 中 并 未 用 到 p > 1, 因此 对 p = 1 也 能 适合 . 
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注意 ”B. H. 苏 达 柯 夫 (B. H. Cyxaros) 吕 证 明了 , 定理 6 的 条 件 中 的 第 一 个 条 
件 是 第 二 个 条 件 的 推论 . 


84. 巴 拿 赫 的 “不 动 点 原理 ”及 其 某 些 应 用 
我 们 研究 ”个 未 知 数 的 nn 个 一 次 方程 组 . 它 时 常 可 以 写成 下 列 形 式 : 


Z1 = G11271 十 Ga1272 十 … .十 Gin7Zn + bh, 
T2 一 Q2,171 十 Q2272 十 … :十 Q2nZn 十 b2， 


(1) 


Tn = Qn,1T1 十 an 272 十 … -十 annzn + bn. 


我 们 要 指出 可 以 用 全 新 的 观点 来 研究 方程 组 (1) 的 解法 。 为 此 目的 , 作 nn 个 等 
式 
1 = 三 al121 十 Q1272 十 … 十 alnZn 十 D1， 
ya = a2 171 + 02,272 十 … :十 a2nZn 十 22， 


(2) 


Yn = an 171 十 an 272 十 … 十 annZn + bn. 

于 (2) 式 的 右边 给 (zl Z2，， Ws > Bi) 以 任 一 组 的 数 ， 就 得 到 一 组 数 (y1, Y2,* , Vn) 因 
此 ，(2) 乃 表 示 一 种 运算 , 此 运算 是 将 一 组 数 (zi1,7z2,… ,zn) 变换 为 男 一 组 数 (yi， 
y2…… ,Yn). 换言之 , 等 式 (2) 是 将 n 维 欧 几 里 得 空间 了 Rn" 中 的 点 变 到 同一 空间 的 点 . 
在 这 样 新 的 观点 之 下 求 (1) 的 解 , 乃 为 在 Rn" 中 求 一 个 对 算 子 (2) 为 不 变 的 点 , 即 为 
变换 的 不 动 点 . 

此 新 的 看 法 , 不 仅 限 于 一 次 代数 方程 , 在 解 微分 方程 (组 )、 积 分 方程 (组 ) 以 及 
其 他 许多 解析 问题 时 , 都 可 用 相似 的 看 法 来 处 理 . 这 种 有 用 的 方法 @ 称 为 “不 动 点 方 
法 .” 它 的 理论 建立 在 研究 种 种 型 式 的 算 子 , 并 建立 适当 的 条 件 使 在 此 条 件 下 这 些 算 
子 具有 不 动 点 . 我 们 此 地 只 讲 一 些 非常 特殊 的 条 件 , 详细 的 情形 读者 可 参阅 涅 梅 次 
基 的 论文 . 


定义 1 设 马 及 九 都 是 度量 空间 , 又 设 U 是 某 一 规则 , 由 忌 使 已 中 任 一 点 
Zz 对 应 于 El 中 某 一 点 y. 称 这 种 规则 UV 为 定义 于 空间 五 , 将 空间 EB 变 到 空间 El 
的 算 子 . 设 z e EE, 由 U 对 应 于 ye El 则 记 w =U(z), 称 y 为 算 子 的 值 . 


定义 2” 设 算 子 U 将 度量 空间 五 变 到 自身 . 假如 存在 着 如 下 的 常数 g,0 < g < 
1, 对 于 巨 中 任何 两 点 zx,z', 不 等 式 


/ 
p(U(z), U(x’')) < q: plz,z) (3) 
DK aompocy oO KPMTepMHX KOMIAKTHOCTH B 中 yHKHHOHaIbHEIX HpPOCTPAHCTBAX”, Y CHIEXHU 
MaT. HayK, 1957, 12, Ne 3. 
四 详细 的 叙述 见 B. B. 涅 梅 茨 基 (B. B. Hemsrnkuit), “Meron HemomBoKHEIX TONEK B aHAJH36” 
(Ycnexw MaTeMaTHdecKHX HaYK，BEII， 1, 1936). 
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成 立 , 则 称 UV 是 一 压缩 算 子 . @ 
定理 (S. 巴 拿 赫 ) ”对 于 完全 的 度量 空间 忆 , 设 有 压缩 算 子 U, 那么 巨 中 存在 
一 个 且 只 有 一 个 点 zx* 满足 
ULzZ 一 2 (4) 
称 这 个 点 z* 为 U 的 不 动 点 . 要 证 明 此 定理 , 我 们 于 空间 5 任 取 一 点 zo. 作 
Z1 一 U(zo)j,zz = U(zi),zas = U(zz)…… . 
我 们 要 证 明 这 个 点 列 是 本 来 收敛 的 . 事实 上 , 对 于 n > 1 成 立 
p(zn+ly Tn) = p(U (zn), U(Tn_1)) < q: p(Tn, Tn-1). 
从 而 得 到 
p(Tn+1, Tn) < ag", 


其 中 a = p(z1,z0). 设 N 是 任 一 自然 数 , n > N,m > NN, 为 明确 起 见 , 设 m > n. 那 
么 从 


p(Tn, Tm) < p(Tn, Tnt1) + p(Tnt1y Tnt2) + -+ p(Tm-1, Tm), 


得 
p(Tn, Tm) - ag”™ +ag"™t! | agmm 一 1 一 7 
因此 更 加 是 


N 
这 < eo 
ps 9 


因为 gN 当 N 增加 时 趋向 于 0, 故 {zn} 是 本 来 收敛 的 . 由 于 空间 五 的 完全 性 ， 

{zn} 收敛 于 EE 中 一 点 x* : 
im Tn 二 2. 
根据 (3) 式 ， 
PntLs U(x"*)) = MAU(zZn), U(x")) < gq: p(Tn, 和 四 
因此 ， 
im ptzn+lUV(z)) = 0， 
即 V(z*) = lim zw, 注意 到 极限 的 唯一 性 , 乃 得 (4) 式 ， 所 以 不 动 点 是 存在 的 . 剩 
下 来 的 , 要 说 明 不 动 点 的 唯一 性 . 事实 上 , 对 于 U, 如 果 另 有 其 他 的 不 动 点 zx, 那么 
pz*,z) > 0 且 成 立 不 等 式 
ptZ ,Z) 一 pU(z ) U(z)) < q: p(z", zh 

但 此 式 与 g < 1 之 假定 相 矛 盾 . 定理 完全 证 毕 . 


中 此 处 “压缩 ” 一 词 是 第 5 版 校订 者 改 译 的 , 原作 者 所 用 定语 是 “c6nmyxkato mmm”, 俄 文 原意 有 
使 “靠近 ”和 “集中 ”的 意思 。 但 是 凡 讲 到 “压缩 映射 原理 * 时 , 大 多 将 其 映射 称 为 “压缩 映射 ”. 


§4. 巴 拿 赫 的 “不 动 点 原理 ”及 其 某 些 应 用 . 491 . 


附注 1 ”在 巴 拿 赫 定理 的 证 明 中 , 不 动 点 z* 的 获得 是 由 空间 中 任意 一 点 zo 出 

发 , 经 过 一 列 的 逼近 法 得 到 的 . 此 事 告诉 我 们 在 实际 上 去 寻找 不 动 点 近似 值 的 方法 . 

并 且 于 不 等 式 
Cd 

p(ZnZm) < Td 


固定 n 而 令 mm 一 co, 即 可 估计 出 近似 值 的 精确 度 : 


QG 
< 一 一. 
全 ) 1 一 9 


由 此 可 见 , g 愈 小 , 则 逼近 过 程 收敛 得 愈 快 . 
附注 2 ”在 条 件 
p(U(z'),U(z)) < p(x',7) (7 #7) 


下 , 并 不 一 定 存在 不 动 点 . 这 是 很 有 趣味 的 . 例如 EE 为 实数 集 , 其 距离 之 概念 同 平 党 
的 一 样 . 设 


UVlz) = 并 十 5 一 arctan Z. 
因为 对 于 所 有 的 z 是 arctanz < 5, 因此 不 存在 不 动 点 . 但 是 如 果 z < y, 那么 
U(y)— U(r) =y— Zz— (arctany — arctan 7). 


利用 拉 格 朗 日 公式 , 得 


U(y)— U(x)=y—7— Ee (me 2 


1 十 z2 
由 此 可 得 
IU(y) — U(z)| < |y— zl. 
事实 上 , 如 果 
IU(y) — U(z)| > ly — 2z), 
那么 
EL 一 3 
但 是 上 述 不 等 式 对 于 任何 z 是 不 成 立 的 . 


附注 3 ” 巴 拿 赫 定理 可 以 推广 为 更 一 般 的 形式 , 而 无 需 改变 其 证 明 吕 . 详细 地 
说 : 只 要 假定 UV 在 完全 的 度量 空间 E 中 的 闭 集 F 上 定义 , 且 其 对 应 点 都 属于 五 那 
么 巴 拿 赫 定理 中 的 结果 仍 真 . 事实 上 , 只 要 将 逐次 逼近 法 的 开始 的 点 zo 取 自 王 就 
行 了 . 自然 , 不 动 点 z* 亦 必 属 于 下 


@ 由 于 一 个 完全 的 度量 空间 中 的 闭 集 其 自身 也 是 一 个 完全 的 度量 空间 , 所 以 实际 上 可 以 更 简单 
地 说 明 这 个 问题 . 
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下 面 我 们 引信 几 个 巴 拿 赫 定理 应 用 的 例子 . 


例 1 设 微分 方程 
y = f(z,y) (5) 
中 的 f(z,y) 是 在 全 平面 上 所 定义 的 连续 函数 , 昌 关 于 y 满足 利 普 希 茨 条 件 
|f(z,9) — fz) < Kly— yl. (6) 


定理 ”通过 任 一 点 (zo,yo), 必 有 一 条 且 只 有 一 条 方程 (5) 的 积分 曲线 y = p(z)， 
函数 p(z) 对 于 所 有 实数 z 都 满足 方程 (5). 


事实 上 , 微分 方程 (5) 加 上 初始 条 件 y(zo) = wo 就 完全 相当 于 积分 方程 
vo =m+ |/ ‘flt, plat. (7) 
我 们 任意 的 取 5 > 0, 但 使 满足 唯一 的 条 件 


Kd<1. 


又 设 C 是 在 [zo -5zo + 本 上 定义 的 一 切 连续 函数 所 成 的 空间 . 在 C 中 定义 算 子 
U, 使 当 w(z) e C 时 ， 
TV(2) = Up(zZ)， 
其 中 
W(z) = 加 十 / flt, p(tlat. 


这 个 算 子 是 一 压缩 的 算 子 . 事实 上 , 如 果 (zx) = U(p1), 则 


wi ~ = max 


Iz—zol<56 


/ {f lt, p1(t)] — f ke, w (Ol)at | 


但 
[flé, p21(t)] ~ flt, pl) < Klp1(t) ~ pt) < Kllpi ~— ql. 
因此 


Wp — wl < ma | Kile — old < M0 
Iz—zol&6 TO 


由 巴 拿 赫 的 不 动 点 原理 , 对 于 算 子 UV 必 有 一 不 动 点 . 设 此 点 是 w(z). 那么 y = 
yg(T) 即 为 通过 (zo,yo) 的 积分 曲线 . 但 此 时 函数 2p(z) 只 是 在 闭 区 间 [zo 一 6,zo 二 ] 
上 有 意义 . 如 果 置 zi = zo 十 5,1 = yp(7z1), 再 以 (z1, 朋 1) 为 出 发 点 , 那么 我 们 就 得 到 
一 条 通过 (21， y1) 的 积分 曲线 YY 三 Pp1(7) 定义 于 [zl > 6, Tl1 十 0|. (此 地 的 0 与 上 面相 
同 !) 闭 区 间 [zo - 6,zo+6] 与 [zl -zl 二 6] 有 共同 部 分 为 [zo,zi]. 在 [zo,z1] 上 两 
个 函数 o(z) 及 yp1(z) 都 满足 微分 方程 (5) 及 条 件 y(z1) = 1, 由 上 面 所 证 , 两 函数 
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应 该 是 一 致 的 . 因此 在 引进 wl(z) 以 后 , 就 可 以 将 w(z) 的 定义 范围 [zo 一 0 zo 十 可 
延伸 到 [zo 一 6, zo 十 25]. 
继续 施行 此 种 手续 , 我 们 可 以 将 w(z) 的 定义 范围 延伸 到 整个 区 间 (-oo, +oo). 
我 们 注意 , 应 用 巴 拿 赫 的 原理 可 以 实在 地 在 [zo 一 6, zo 十 6] 上 来 建造 p(z). 就 是 
说 : 任意 取 一 个 在 这 个 闭 区 间 上 定义 的 连续 函数 wo(z), 置 


pan(s) =w+ / ‘flt, pn (tdt, 


则 
max lpn(z) — p(w)| < os (ro -6<r< vot6). 
这 个 估计 表示 , 5 越 取得 小 , 序列 逼近 过 程 的 收敛 速 度 越 增高 
我 们 证 明了 微分 方程 (5) 有 解 etz) 此 解 在 全 数 轴 上 有 效 .但 是 这 个 结果 是 在 
(5) 的 右 方 的 函数 满足 很 强 的 条 件 下 才 获得 的 ， 这 个 条 件 甚至 很 简单 的 方程 y = 
2zy( 尽 管 有 解 y = Cez?) 都 不 能 满足 . 自然 , 我 们 要 想 设法 弱化 定理 中 的 条 件 . 
设 方程 (5) 之 右 方 仅 在 矩形 Rzo -- 4 乏 z 和 rzo+4, 加 一 已 和 yy 入 加 十 再) 上 和 定 


义 , 在 R 上 满足 利 普 希 芯 条 件 (6). 我 们 取 如 下 的 正 数 6 : 


0 < min{ 4 天 , 却 上 
其 中 M = max|f(z,y)|. 那么 存在 一 个 且 只 有 一 个 在 闭 区 间 [zo 一 bzo+6] 上 定义 的 
函数 p(z) 满足 方程 (5) 及 初始 条 件 w(zo) = yo. 
事实 上 , 设 C 是 [zo - 6,zo +6] 上 定义 的 一 切 连续 函数 所 成 之 空间 , 而 下 是 满 
足 不 等 式 
Ip(z)— yo| < B 
的 C 的 子 集 . 集 下 在 空间 C 中 是 闭 集 . 在 F 中 定义 如 下 的 U: 


vl(p) =v(s) =w+ |/ 区 ed (zs—zol <6). 
那么 Ur(e) 仍 属于 局 因为 当 ze [zo 5.zo 十 引 时 ， 


名 
ws) -ml <|/ Mdr|< Mi<B. 


此 外 还 由 于 U 是 一 压缩 算 子 . 所 以 由 附注 3, 可 得 巴 拿 赫 定理 的 结果 . 
我 们 注意 : 如 果 不 用 巴 拿 赫 原理 , 而 是 对 于 (7) 直接 从 wo(z) = yo 开始 用 逐次 
通 近 法 , 那么 不 必 放 上 条 件 K6 < 1. 


例 2 ” 设 有 线性 积分 方程 
b 
glz) = f(s) +X /Klett (8) 
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此 地 f(z) 是 在 a < xz 系 5 定义 的 连续 函数 , 称 为 积分 方程 (8) 的 自由 项 ; K(z,t) 是 
在 ca 和 z 和 ba 和 tt 和 bb 上 定义 的 连续 函数 , 称 为 积分 方程 (8) 的 核 . 积分 前 的 乘 数 
入 是 参数 , p(z) 是 所 求 未 知 函 数 . 


设 C 是 在 [中 上 定义 的 一 切 连续 函数 所 成 的 空间 ， 在 C 中 定义 算 子 U : 
U(y) = Wz), 其 中 


b 
W(z) = f(z) 二 和 / K(z,t)p(t)dt. 
于 是 算 子 U 使 C 变 为 自身 
设 M = max |K (7, t)|, 又 设 U(yp) yr), (pl) = wi(7), 那么 
b 
Wz) — po)| < AM EE [pi(t) — plDlat 
< MN- MO-a) lpr — ol 
因此 , 当 和 满足 不 等 式 
| 和 | < MG a) (9) 
时 ,U 是 一 压缩 算 子 . 于 是 得 到 
定理 在 条 件 (9) 下 , 方程 (8) 有 一 个 且 只 有 一 个 连续 函数 解 p(z). 这 个 解 可 
以 用 逐次 逼近 法 获得 : 先 取 任 意 的 wo(z) E C, 而 后 置 


b 
pnri(z) = f(z) +A\ / K(z, t)pn(t)dt. 


我 们 并 且 注 意 到 |， 
max [pn(z) 一 oz) 和 CI 和 M™(b — a)", 
其 中 C 是 与 初始 函数 wo(z) 有 关 的 常数 . 
例 3 最 后 考察 无 穷 线 性 方程 组 的 求解 问题 . 即 对 于 可 数 无 穷 个 的 方程 组 
Q1,171 十 Q1272 十 al373 十 … :一 01， 
Q2,171 十 Q2 272 十 42,373 十 … 二 b2， (10) 
Q3,171 + Q3,272 + 43,373 + :+…… = bs, 


二 者 者" 旺 年 ， 和 可 | 惠 - 认 是! 站 -种 


其 中 系数 aik 及 自由 项 bi; 都 是 已 知 数 , 而 zk 是 未 知 数 . 所 谓 方程 组 (10) 之 解 乃 为 
求 一 列 数 代入 (10) 的 左 方 时 各 成 收敛 级 数 , 且 其 和 等 于 右 方 的 数 b1, bo, ba,…… . 


我 们 将 左 方 移 到 右 方 , 又 在 一 般 的 第 i 个 方程 上 加 上 zi, 而 设 


一 0 = Ck(K A 1- os = cis 
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那么 (10) 式 可 以 写成 如 下 的 形式 


DO 
二 二 + (i = 1 2 dk (11) 
k=1 


如 果 
Co 
| 让 委 < 所 (=1,2,3,..…), 
k=1 


且 常 数 g 及 B 与 i 无 关 的 话 , 则 称 (11) 是 完全 正则 的 .如 果 对 于 所 有 的 大 成立 
[zx| < M, 


定理 ”完全 正则 的 方程 组 有 一 个 且 只 有 一 个 有 界 的 解 . 这 个 解 可 以 用 逐次 逼近 
法 获得 , 而 初始 的 数列 可 以 由 任何 一 个 有 界 数 列 充 任 . 


证 明 ” 设 一 切 有 界 数 列 所 成 之 空间 为 m. 在 此 空间 中 定义 算 子 UV 如 下 : 对 于 数 
列 z = {zk} Em, 定义 U(z) =y, 其 中 y= {yi} 万 为 数列 


Yi a +b; (i= 1,2,3,..…). 
k=1 
首先 要 说 明 的 , 我 们 的 确 是 定义 了 U 的 意义 . 事实 上 , 如 果 ||zl| = sup{|zx|}, 则 
lyil < >》 lesxl :lzll+ ll < glzll+B. (12) 
大 一 1 
这 表明 , UV 把 每 一 个 zx € m, 对 应 于 数列 {y;}. 此 外 这 些 数 是 有 界 的 . 算 子 UV 的 确 把 
空间 mm 变 到 自身 . 且 由 (12) 得 到 
IU(z)| < B+a: lzll. (13) 
其 次 , 证 明 UD 是 一 压缩 的 算 子 . 设 {zk} = 2z,{2%} = z ,7(z) = {yj},U(2') = 
{WW}, 则 


Ce 
Yi— = ,cok(Th — Tk), 
天 一 ] 


从 而 ly 一 yi| < qllz’ 一 zl 于 是 
IU(z) — U(2) < qa: lz’ 一 zl 


此 即 表示 U 是 一 压缩 的 算 子 . 
由 于 空间 m 的 完全 性 及 巴 拿 赫 原理 , 即 得 本 定理 ， 
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附注 1 我们 不 难得 到 方程 组 的 解 的 估计 : 首先 取 开 始 的 点 为 z0) = 8 = 
(0,0,0,…), 又 设 ztn+1) = U(z(). 依照 (13) 式 ， 


lz < B, lz < B+aB, lzG) 和 < 互 +qgB 二 92， 


用 归纳 法 得 
zem+351| <B+Bg+Bga++..+ da 
因此 二 
人 
lzl 这 
lzG) -zol 


此 外 , 因为 ztn) -- zl| < gq”. 因此 , 当初 始点 选 为 8 时 ， 


nh B nn 
Iz™ 一 zl < a . 
附注 2 ”在 定理 中 我 们 证 明了 , 完全 正则 组 有 唯一 的 有 界 解 . 但 除了 这 个 有 界 
解 而 外 尚 可 能 有 非 有 界 的 解 . 例如 下 列 的 完全 正则 组 


元 证 是) 各 克 属 - 估 丰 、 蛋 各 多- 作 


有 无 穷 个 的 解 (c, 2c, 4c, 8c,…), 其 中 c 为 任意 的 常数 (此 乃 为 这 组 方程 的 通 解 ). 所 
有 这 些 解 , 除了 (0,0,0,……) 而 外 都 不 是 有 界 的 . 


附注 3 ”有 的 时 候 不 得 不 考虑 到 无 穷 方程 组 是 否 存在 着 属于 jp(p > 1) 的 解 . 对 
于 这 个 问题 我 们 就 p = 2 时 加 以 讨论 . 


假设 方程 组 (11) 满足 条 件 
Sd, =g < 1， 3 < 十 Co. (14) 
i=1 k=1 i 一 1 

如 果 z = {zx} 是 lz 中 的 一 点 , 那么 级 数 


》 ci 
k=1 
是 收敛 的 , 设 其 和 为 z;, 由 布 尼 亚 科 夫 斯 基 不 等 式 ， 
22 < (Sa) -zl 
k=1 
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于 是 ， (21， Z2, Z3 ) 属于 12， 同时 令 
Wi = 》 ci 十 三 三 和 十 太 


ks=l 


时 ， (2 Y2, Y3,* ” *) 亦 属 于 12. 因此 ， 将 {zk} 变 到 {vi} 的 算 子 U 定义 于 Ly, 且 其 对 
应 的 元 素 仍 属于 12. 此 外 , 如 果 z = {zk} 及 z' = {z%} 为 ja 中 二 点 而 y = {yi} = 
U(z),y = {¥} = UV(2'), 则 


Yi — Yi= cik(Th — Zk), 
k=] 
从 而 得 到 
(Yi — Yi)* < 区 4 ) -lz 一 了 全， 


天 一 1 
ly — yll < gq: lx’ — zll. 


所 以 U 是 一 压缩 的 算 子 . 因此 方程 组 (11) 当 满 足 条 件 (14) 时 , 有 唯一 的 1 中 之 解 . 
同样 , 对 于 任意 的 p > 1 如 果 满 足 条 件 


Co ec p—1 2 
> 区 al) < 1， > |bil? < 十 oo， 
i=l 一 i=1 
那么 系 (11) 在 ls 中 存在 唯一 的 解 . 当 p = 1 时 , 其 解 的 存在 且 为 唯一 的 条 件 乃 是 
yi < 1， Sb < 十 oo， 
一】 t=1 


此 地 ai = sup{|ci,k|} (k= 1,2,3,…). 证 明 留 给 读者 . 
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I. 曲线 弧 的 长 


为 了 了 解 有 界 变 差 函 数 的 几何 意义 ,我 们 研究 曲线 弧 的 可 求 长 问题 . 为 简单 起 
见 , 我 们 限于 下 列 形式 的 曲线 ;: 


y= f(z) (lag 7z <Db), (1) 


其 中 f(z) 在 [a,8] 上 是 连续 的 . 如 所 周知 , 内 接 折线 长 当 各 折线 段 的 最 大 者 趋 于 零 时 
的 极限 s 称 为 曲线 (1) 的 长 . 如 果 折 线 端 点 的 横 坐 标 是 a = zo < zl <.… < z= 5b, 
则 


n—1l1 


s= lim 2_V(zk+l — Th)? 十 [f(zk+l) — f(r)]?, (2) 


其 中 @ 入 = max(zk41 一 zk). 如果 s < +oo, 则 称 曲线 是 可 求 长 的 . 
引 理 ” 设 分 点 组 4g 二 zo <Xi<7z2<:…<zn = 二 b 对 应 着 和 


—1 


o = >》, V(zk+l 一 Zk)2 + (Vet — Ye)2. (3) 


大 一 0 
如 果 添上 新 的 分 点 元 E (zizili) 而 记 5 为 新 的 和 , 则 
oo<o+2mir — zit wil, 
中 严格 说 来 , 反映 折线 微小 程度 的 不 是 和 而 是 量 


b= max V (Tk+1 — Tk)? + (Yk+1 — Yk)2. 


但 容易 证 明 , 关系 入 一 0 与 y 一 0 是 等 价 的 . 
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其 中 wi 是 flz) 在 [zi,Titi] 上 的 振幅 . 

证 明 ”不等式 o < 5 是 显然 的 . 另 一 方面 , 差 5 - c 不 超过 两 个 新 被 加 项 的 和 ， 
其 中 每 一 项 不 大 于 @ (Zi+1 一 Ti) 十 Wi. 

定理 1 所 有 曲线 (1) 有 有 限 或 无 穷 的 长 s. 它 等 于 对 应 于 [a,b| 的 一 切 分 点 组 
的 和 (3) 的 上 确 界 . 


证 明 设 荆 是 上 述 的 上 确 界 . 以 Lo 表示 任意 一 个 小 于 工 的 数 , 又 设 Lo< M < 
工 . 由 上 确 界 的 定义 可 以 找到 这 样 的 分 点 组 
Z0 一 CC<IZI<… < =b, (4) 
使 得 对 应 于 它 的 和 o* 有 关系 
o>M. 
再 由 f(z) 的 连续 性 可 以 找到 n > 0, 使 得 当 |x” 一 x'| <n 时 有 
fl) ~ oN) < 二 二， 
记 (4) 式 中 分 点 间 的 距离 之 最 小 者 为 d, 又 设 
MD— Lo 


6 = min{d, pp 


,7}. 
考察 任何 一 个 分 点 组 


To 一 Q<ZI 二 .<Tn 一 昌 (5) 


但 满足 条 件 入 = max(zk+l 一 zk) < 6, 而 以 o 表示 对 应 于 它 的 和 (3). 

为 了 要 估计 c, 再 引进 一 个 方法 一 一 “合并 ”一 一 分 点 组 是 (4) 与 (5) 的 分 点 , 而 
设 对 应 于 这 个 “合并 ”的 分 点 组 的 和 (3) 是 5. 因为 这 个 合并 的 分 点 组 是 由 (4) 添加 
新 的 分 点 而 得 , 所 以 根据 引 理 , 有 


o>0o0">M. (6) 


另 一 方面 , 合并 的 分 点 组 可 以 从 点 (5) 每 次 添加 一 个 点 , 共 添 加 (m -1) 次 而 得 . 
所 有 点 zx 落 在 不 同 的 线段 [zi, zi41] 中 又 由 于 每 一 点 的 添加 和 (3) 的 增加 不 超过 
一 二 从 而 推 得 


一 工 0 


Ex 二 (人 -日 兰 


由 此 式 及 (6) 式 得 


<o+(M— Lo). 


o> Lo. 
因为 Va2 + < |al 十 串 . 
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因此 , 对 于 任意 的 Zo < L, 有 这 样 的 5 与 之 对 应 , 使 得 当 入 < 6 时 便 有 o > Lo. 
因为 所 有 的 c < 荆 , 于 是 证 得 工 就 是 极限 (2). 


定理 2 (C. 若 尔 当 ) ”曲线 (1) 可 求 长 的 必要 且 充 分 条 件 是 :flz) 有 有 限 的 
变 差 . 


证 明 ”因为 对 于 任意 的 分 点 组 , 和 
n—l1 
V = f(zkr) — (zh)| 
k=0 


不 超过 对 应 于 同一 分 点 组 的 和 (3) , 所 以 条 件 的 必要 性 显而易见 . 
男 一 方面 ， 


n—l 
CT 一 轩 (Tk+1 一 ZK)2 十 [F(zk+l) 一 (zk)]2 
k=0 
n—l 


>_{[zk+1 — Tk] 二 + |f (zk+1) 一 (zk)|}， 
k=0 


从 而 
o <b-at+V(), 
所 以 证 得 定理 的 条 件 是 充分 的 . 
定理 3 ”如果 函数 f(T) 在 [a,b|] 上 为 绝对 连续 , 则 长 s 可 由 公式 
b 
= 下 (7) 
来 计算 . 
证 明 因为 V1+f?(z) < 1+|f'(z)|, 所 以 积分 (7) 为 有 限 . 首先 要 证 明 
b 
V6- a)? + [fF0) — fla < / Vi+ fz)dz. (8) 


为 此 注意 到 (8) 的 左 方 是 
: 2 
(b 一 a)? 十 / rm 


b 
b—a=rcosb, 站 f'(z)dr = rsind. 


则 
b , 
(一 a)2 十 1/ ra 一 / [cos0 + f'(z) sin Oldz. 
剩 下 来 只 要 注意 到 @ 
|cosg 十 j(z)sinbl < VI1 二 2(z) 
就 行 了 . 


如 果 用 分 点 zk 来 细 分 [o, 中 ,又 对 于 每 一 个 线段 [zk, zk+i] 利用 (8) 式 , 那么 就 
不 难得 到 估计 式 


5 <] V1+f*?(rz)dz. (9) 


现在 我 们 要 证 明 相反 的 不 等 式 也 成 立 ， 为 此 用 点 zt = a + 全 (b 一 a)(k = 
0， 人 和 把 [a, b| 分 成 nn 等 分 而 作 上 函数 fn(2) 如 下 : 
(mm fm 
当 Zn <T< zo 时 f(z) = 1 (et 一 人 在 点 ZA) 置 记 (zt) ) 一 0. 


(n) (n) 
Tk+1 一 2 


于 是 几乎 处 处 有 ®® 
im fn(z) = 三 (z)， 
所 以 由 法 图 定理 ， 


下 V1l+f?(r)dr < sup {/ V 1 十 Fw] 


[ Vir Raa 
-EV +) + -7 (A) ss 
k=0 


从 而 时 再 由 (9) 式 即 得 (7) 式 . 
附注 ”可 以 证 明 , 等 式 (7) ( 当 s < +o0) 的 存在 已 足够 使 f(x) 为 绝对 连续 . 
@ 根 据 布 尼 亚 科 夫 斯 基 不 等 式 . 


外 参考 第 九 章 84 定理 7 的 附注 . 
四 我 们 看 到 , 不 等 式 


[Vit ra <s 


在 没有 f(z) 为 绝对 连续 的 假定 下 也 是 真 的 . 只 要 f(z) 是 有 界 变 差 即行 . 
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II. 施 坦 豪 斯 例子 


在 第 十 章 84 我 们 看 到 : 三 角 级 数 当 它 在 正 测度 集 上 收敛 时 , 其 系数 趋向 于 零 . 
有 趣 的 是 其 逆 不 真 . 
例如 包 , 级 数 


Ce 


cos k(x — lnlnk) 
> (1) 
a ink 


其 系数 显然 趋向 于 零 , 是 处 处 发 散 的 . 
为 了 证 明 此 事 我 们 引进 记号 @ 


Wk 一 [Ink], Ug 一 lnlnk, An = [was vn+1]，; 


en cosk(z — vk) 


en lInk 
nn 二 tn, 1 
Gn ee 
这 Ink 
k= 二 n+1 


在 和 G。 中 最 小 项 是 最 后 一 项 , 因此 


也 
Gn > 一 一 一 一 . 
We lIn(n 十 Un) 


但 此 不 等 式 的 右 方 当 nn 增加 时 趋向 于 1, 所 以 对 于 n > no, 有 


Gn > 0.9. (2) 
另 一 方面 ， 
1 niun 
Gl jor 2 — cosk(z — vx)] 
又 因为 , 
1 一 cosaw = 2sin? 5 < 可， 
所 以 
1 NTUn 
Gn 一 Gn(7) < 一 一 大 2(z 一 UK )2. (3) 
21nn 3 
再 注意 到 , 对 于 lnlnz 根据 拉 格 朗 日 公式 有 
Un, Un 1 


i (n+ Oun) ln(n + un) 2 ninn Wn 
中 这 个 例子 属于 波兰 数学 家 H. 施 坦 豪 斯 (H. Steinhaus). A. H. 柯 尔 莫 戈 洛 夫 造 出 了 一 个 可 和 
函数 的 处 处 发 散 的 傅 里 叶 级 数 . 
@[z] 表示 z 的 整数 部 分 . 
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如 果 z EA,, 则 Dv < z < wortu,. 因此 , 当 n<kg<n+wun 时 有 


1 


十 un 
bs k2(z _ wi)? < + 人 十 Un) im 


kK 二 ni 二 1 
由 此 式 及 (3) 式 导 出 : 当 z € An 时 有 


(nn 十 un)? Un 
2n2 nn 


Gy — Gun(z) < 


此 不 等 式 的 右 方 当 n 增加 时 趋向 于 0.5. 因此 , 当 n > ni 时 它 变 成 小 于 0.6, 从 
而 再 由 (2) 我 们 看 到 , 当 ”> max(no,ni) 及 对 于 所 有 A, 中 的 z 有 


Gn(2) > 0.3. 
现在 已 经 容易 完成 证 明了 . 就 是 说 , 固定 任意 的 xo, 置 
Ti= Xo0+27 (i=1,2,3,.…). 


每 一 个 点 zi( 至 少 从 某 一 个 开始 ) 落 人 某 个 间隔 A。 中 , 且 数 mw 随 i 增加 而 无 
界 . 由 于 和 G(x) 的 2r 周期 性 , 有 


Cn， (zo) = Cr (zi) > 0.3. 


这 样 就 证 得 了 级 数 (1) 在 点 zo 是 发 散 的 , 因为 Gn(z) 是 级 数 的 部 分 和 Sn+un。 
与 Sn 的 差 . 


III. 关于 屿 函数 的 某 些 补 充 知 识 


现在 我 们 要 补充 第 十 章 85 . 
引 理 ”如 果 f(z) 是 (a,b) 上 的 下 廿 函数 , 又 ce (oa 那么 对 于 工头 c, 比 
f(z) = f(e) 
0 (1) 
是 工 的 增 函 数 . 


证 明 设 c<z<y<b 则 名 


_ [yz zr-e |]y 
fo) =1 [Se+ Sty| < 


} 


中 此 地 从 n > 3 算 起 , 从 而 un > 1. 
四 基于 第 十 章 $5 的 不 等 式 (16). 因为 在 (a,b) 上 函数 f(z) 是 连续 的 , 所 以 可 以 应 用 (16) 式 . 
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从 而 
f(z)— fc) -7 一 Fo 


人 (2) 


7 一 C 2 一 e 


同 理 当 a<z<y<c 及 a<zx<c<y<b 时 可 以 证 得 (2) 式 . 


定理 1 ”在 引 理 的 条 件 下 函数 f(z) 在 每 一 个 线段 [p,q] C (a,b) 上 满足 利 普 希 
医 条 件 . 


证 明 设 z 及 yy 为 [p,q| 中 两 点 又 设 m = 2 由 引 理 ， 


f(y) — f(z) flm)— f(z) < 此 jl 十 zc) 


2 一 2 人 772 一 了 m—q 


(3) 
因为 我 们 的 函数 在 [p,q] 上 有 界 , 所 以 (3) 的 右 方 上 有 界 , 因而 有 


f(y) — f(z) <K. 
7 一 2 
同 理 可 证 
f(y) ~— f(z) > 了 
VY—i 
剩 下 来 的 事情 很 显然 . 
推论 ”在 引 理 的 条 件 下 有 


fo)=7o+ / (本 (4) 


其 中 c 是 (a,b) 内 的 任意 点 , 而 p(t) 是 可 测 函 数 且 在 每 一 个 [p,q C (a,b) 上 是 有 
界 的 . 

定理 2 在 区 间 (a,b) 上 为 下 上 西 的 函数 类 与 在 (a,b) 上 为 增 函 数 而 在 每 一 个 
[p,q] c (ob 上 为 有 界 的 函数 的 不 定 积分 类 重合 . 

证 明 ”每 一 个 这 样 的 不 定 积分 是 下 凸 函 数 已 在 第 十 章 中 证 得 . 为 了 证 明 相 反 的 
断言 , 我 们 指出 在 (4) 中 的 y(t) 可 以 认为 是 增 函 数 . 设 r < y 是 (a,b) 中 的 两 点 及 
h > 0 如 此 的 小 ,使 z+h<y 及 y+h<b. 

由 引 理 , 分 数 万 z 填 生态 ) 当 z 十 万 代 以 y 时 并 不 减少 , 从 而 

f(T+h)— fz) FW)— fz) _ f(z)— f(y) 
h ~ y—7 Z 一 1 
用 yy 二 丸 代 替 z, 我 们 更 加 强 了 不 等 式 . 就 是 说 ， 


f(z+h)— f(z) fy+h) — f(y) 
h > h 


假设 在 点 z 及 y 存在 导数 f(z) 及 f(y), 那么 就 有 f(x) < f'(y). 
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使 f'(z) 存在 的 点 集 记 作 E, 又 对 于 所 有 的 te (a,b) 置 
ep( 切 =sup{ 太 (z)} (2 &t,z € EE), 
于 是 证 明 完 成 . 
设 凸 函数 M(z) 定义 于 [0,+oo), 表示 成 形式 
Me) = { ma 


其 中 m(t) 严格 增 且 连续 , 且 m(0) = 0,m(+o0) = +oo. 那么 函数 z = m(t) 有 反 函 数 
t = n(z), 定义 于 区 间 0 < z < +oo, 也 是 连续 的 和 严格 增 的 , 且 n(0) = 0,m(+oo) = 
十 oo. 置 


NIZ) = ae)dz 
0 
如 同 M(z) 一 样 , 这 个 函数 是 增 函 数 且 在 [0,+co) 上 是 下 凸 的 . 


定理 3 在 上 述 记 号 下 , 对 于 任意 的 a > 0,b > 0 成 立 所 谓 “ 杨 (Young) 不 等 
式 ?” 
ab < M(a) + N(b). (5) 


证 明 咏 易 见 积分 
NO = 人 na)dz 
可 以 表示 名 为 斯 蒂 尔 切 斯 积分 形式 
(N)b = 人/ tdmlt). 
用 分 部 积分 并 且 考 虑 到 m[n(b)] = b, 得 到 


N(b) = bn(b) — M [In(b)]. 


从 而 
ab = bn(b) — [In(b) ~ alb = MIn(b)] + N(b) — [In(b) — aljb, 
或 者 es 
二 | 站 m(tdt — 全 四 中 | 
中 (5) 式 的 几何 意义 几乎 是 自明 的 . 


@ 如 果 m(t) 在 [p,q] 上 为 连续 及 严格 增 , 而 f(z) 在 Im(p),m(q)] 连续 , 则 
(5) /ytmtblam(b = (RD / aa 
p m(p) 
这 是 由 所 考虑 的 对 应 的 积分 和 中 直接 推 得 的 
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剩 下 来 只 要 证 明 可 
) m(t)dt & In(b) ~ ajb. (6) 


假设 a < n(b)[ 当 a > n(b) 时 可 相仿 地 证 明 ]. 因为 m(t) 增 , 所 以 对 于 t < n(b) 
有 m(t) < mIn(b)] = b, 从 而 得 到 (6) 式 . 


定义 ”在 [0,+oco) 上 定义 的 函数 M(z) 及 N (zx), 如果 对 于 任意 的 a>0 及 b>0 
成 立 (5) 式 , 称 为 在 杨 的 意义 下 互 为 余 函 数 . 


定理 4 (Z. 伯 恩 鲍 姆 (Z. Birnbaum)-W. 奥 尔 利 奇 (W. Orlicz)) ”如 果 M(z) 
在 [0,+eo) 上 连续 , M(0) =0, M(z)>0 当 z>0, 且 


lim cd = 十 co， (7) 
工 一 十 DO WH 


则 存在 非 负 浮 数 N(z), 它 是 M(z) 依照 杨 意 义 的 余 函 数 , 在 [0, 十 0o0) 上 连续 , 是 增 的 
与 下 廿 的 . 


证 明 对 于 每 一 个 xz > 0 看 函数 
pzr(y) = zy 一 MO 


显然 , pz(0) = 0, 由 (7) 式 , 当 y 足够 大 时 有 wz(y) < 0. 设 当 y > yo 时 是 这 样 . 

在 线段 [0, yo] 上 连续 函数 wz(y) 有 最 大 值 , 它 显 然 也 是 在 半 轴 [0, +oo) 上 的 最 大 值 . 
我 们 记 此 数 为 N(z): 

N(7) = maxlvy — M(y)]}. (8) 


易 见 N(0) = 0. 我 们 要 证 明 :N(z) 满足 定理 中 所 有 的 要 求 . 

因为 N(z) > wz(0) = 0, 所 以 N(z) 是 非 负 的 . 如 果 z 固定 , 那么 对 于 任意 的 y 
有 zy 一 M(y) < N(z), 从 而 显然 得 到 N(z) 是 M(z) 依照 杨 意义 的 余 函 数 . 其 次 , 对 
于 任意 的 zl >0 及 xz。>0 有 


N (2 ) CE bs My 


但 


一 = 


于 是 证 得 N(z) 是 凸 函数 . 因此 这 个 函数 除了 z = 0 外 是 处 处 连续 的 . 现在 要 证 在 
z=0 函数 也 是 连续 的 . 

由 (7) 式 , 使 得 M(y) < y 的 数值 y 的 全 体 所 成 之 集 (显然 是 不 空 的 闭 集 ) 是 有 
上 界 的 . 设 p 是 它 的 最 右 点 . 如 果 0 < x < 1, 那么 对 于 所 有 的 y>p 有 


z1 + zz zi 一 MO) , zay ~ M(y) Ne + N(x2) 
+ 


pr(y)= Ty M(y) < ry—y <0. 
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因而 使 pz(y) 取 最 大 值 的 点 yo 一 定 有 yo < p. 于 是 
N(7) = zyo — M(yo) 和 zyo < px. 


从 而 得 到 N(x) 在 xz =0 的 连续 性 . 
剩 下 来 要 证 明 N(z) 是 增 函 数 . 取 点 0 < zl < x2. 则 


TZ2—7 I TX2—7 
= | CN 
了 2 Lo TL2 


wey =n| 


又 因 N(0) = 0, 所 以 
N(z1) < N(x2). 
定理 完全 证 毕 . 
附注 ”1) 借助 于 公式 (8) 所 作 的 函数 N(z) 有 


事实 上 , 取 任 意 的 n 及 e, 可 找 出 这 样 的 zo, 使 得 由 xz > zo 得 出 Mn +e) < ex. 
对 于 这 些 zx, 由 (5) 式 有 


(n+e)rz < M(n+e)+N(z) < er+ N(z), 


从 而 N(x) > nz 
2) 定理 4 是 定理 3 的 推广 , 因为 在 后 者 的 条 件 下 (7) 式 是 被 满足 的 . 事实 上 , 取 
任意 的 4 > 0, 可 以 找到 这 样 的 a, 使 得 当 t > a 时 有 m(t) > 4. 如 果 zx > a, 则 


AM(z) Ml(a)+ A(z— a) 


xz > 7 (9) 
当 zx 增加 时 (9) 式 右 方 趋向 于 4. 所 以 
im 2 > 


Z 一 十 Oo 


因而 (7) 式 得 证 . 
3) 在 定理 4 中 没有 假设 M(z) 是 凸 的 , 并 且 也 不 需要 @ 


lim 一 (10) 


中 例如 对 于 函数 


M(z) VI, 当 0 <zr<1, 
人 三 
Z2， 当 1 gz < +oo， 


定理 4 可 以 适用 . 


相反 地 , 在 定理 3 的 条 件 下 有 M(z) < zm(z), 且 (10) 式 也 必 满 足 . 如 果 定 理 4 
的 条 件 M(z) > 0 加 强 为 : 当 z > 0 时 有 M(z) > 0, 那么 可 以 证 明 , 由 公式 (8) 所 定 
义 的 函数 N(z) 满足 条 件 @ 
lim Ne) -= 
T 一 0 TX 
因此 ，N(z)“ 较 好 ”于 M(z). 
4) 如 果 M(z) 满足 定理 3 的 条 件 , 那么 公式 (8) 所 给 予 的 NW(z) 就 是 定理 3 的 
N(z). 事实 上 , 此 时 


0. (11) 


dpz(y) _ 


r— ml(y). 


此 方程 的 根 是 y = mn(z). 因此 
N(z) = rn(7z) 一 站 m(t)at. 
0 


在 积分 中 置 m(t) = z, 再 将 所 得 积分 进行 部 分 积分 法 , 即 得 所 要 求 的 结果 . 
5) 应 用 定理 3 于 m(t) = 如 -1(p > 1), 就 得 赫 尔 德 不 等 式 


@ 没 有 上 述 的 加 强 , (11) 可 能 不 成 立 . 
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在 本 书 第 三 章 我 们 已 经 叙述 了 豪 斯 多 夫 定理 , 根据 这 一 定理 , 对 于 维 数 大 于 2 的 
空间 , 测度 理论 的 “ 较 易 ”测度 问题 不 可 解 . 在 这 里 我 们 叙述 这 个 定理 的 证 明 . 证 明 
的 基础 是 


| 理 ”三 维 空间 中 的 单位 球面 K 可 分 解 为 两 两 不 相交 的 四 个 集合 : 


WU 


K=Q+R+S+T, (1) 


其 中 Q@ 是 可 数 集 , 而 集合 RR,S 与 了 两 两 相合 , 并 且 RR 与 和 集 3 十 相合 . 自然 , 空 
闻 环 绕 球 心 的 旋转 是 使 这 些 相合 的 集合 重合 的 运动 . 

我 们 首先 证 明 , 由 此 引 理 实际 上 可 推出 豪 斯 多 夫 定 理 , 而 后 再 证 明 引 理 本 身 . 假 
设 测度 理论 的 “ 较 易 ”问题 对 三 维 空间 是 可 解 的 , 并 设 jE 是 有 界 集 互 的 测度 . 

以 Ko 表示 单位 球体 中 除去 球 心 之 外 所 有 点 的 集合 . 与 球面 按 公 式 (1) 分 解 相 
对 应 , 集合 Ko 也 分 解 成 4 个 彼此 不 相交 的 部 分 : 


Ko= Qo+ Ro+t So+To, (2) 


其 中 Qo 是 在 联结 球 心 与 集合 Q 中 诸 点 的 射线 上 点 的 集合 , 而 Ro, 5o 与 To 具有 类 
似 的 含义 . 

我 们 来 证 明 jyQo = 0. 事实 上 , 把 直角 坐标 系 的 坐标 原点 置 于 球 心 , 选取 Oz 轴 
使 其 不 通过 集合 @ 的 任 一 点 . 如 果 现 在 引入 球面 坐标 , 那么 在 球面 上 点 的 位 置 则 可 
用 两 个 角度 , 即 “ 纬 度 ” 和 “经 度 ”, 来 确定 . Q 中 点 的 经 度 的 集合 , 以 及 同样 地 这 些 
经 度 的 差 的 集合 是 可 数 的 . 所 以 可 以 选择 与 所 有 这 些 差 均 不 同 的 角度 和 . 如果 绕 Oz 
轴 把 空间 旋转 和 角 , 那么 就 把 集合 @ 变 成 集合 8', 而 8' 与 8 没有 一 个 共同 的 点 . 
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与 集合 Q 一 样 , 集合 Q' 也 是 可 数 的 . 从 而 可 以 找到 角度 X, 使 X 与 集合 8+ 8 的 
点 的 经 度 的 差 不 同 . 现在 我 们 把 空间 再 绕 Oz 轴 旋 转 X 角 , 则 由 集合 Q 又 得 到 新 的 
集合 8",Q" 与 Q 可 合同 但 与 8，@9' 均 不 相交 . 重复 进行 这 一 手续 , 我 们 可 得 到 m 
个 彼此 相合 , 但 两 两 不 相交 的 集合 8Q, 8',… ,Q0-0. 在 这 种 情况 下 , 易 知 


从 一 】 


HKo > bs op =npQo (Qi = 9)， 
丰 一 0 
由 此 推出 wpQo = 0. 
其 次 , 要 注意 使 RR 变 为 5 的 旋转 , 同时 使 Ro 变 为 So. 所 以 集合 Reo 与 5o 相合. 
类 似 地 有 , Ro 与 To 相合 , Ro 与 So + 相合 . 
由 (2) 式 以 及 由 jyQo = 0 可 推出 


HAKo = pRo 十 上 So + pTo. 
由 于 jyRo = pSo = pTo, 由 此 得 出 
LKo = 34Ro. 


同时 jyRo = jy(So 十 To) = jw5o 十 KTo0 = 2pRo 故 JjRo = 0. 这 意味 着 KUKo = 0, 然 
而 这 与 单位 立方 体 Bo。 有 /Bo = 1 矛盾 (因为 Eo 可 分 解 成 有 限 多 个 如 此 小 的 全 等 
的 正方 形 , 而 这 些小 的 正方 形 可 “ 装 进 ”Ko 内 )， 

于 是 , 由 引 理 得 出 空间 R? 中 “ 较 易 ”测度 问题 的 不 可 解 性 . 但 是 对 于 n > 3 的 
空间 R", 这 个 问题 也 不 可 解 . 事实 上 , 例如 假定 这 个 问题 对 R4 是 可 解 的 , 且 kB 是 
有 界 集 E* c Rs 的 测度 . 那么 我 们 使 三 维 空间 中 的 每 一 个 有 界 集 刀 与 空间 R 中 由 
点 (7T,y,z,t) 所 构成 的 集 E* 相对 应 , EE 的 点 为 (z,y, z), 而 t € [0, 1]. 不 难看 出 , 作为 
定义 , 置 jE = HB* 后 , 我 们 可 以 解 出 Ra 中 的 “ 较 易 ” 测度 问题 . 但 如 上 所 见 , 这 是 
不 可 能 的 . 因此 , 对 于 R* 中 这 一 问题 不 可 解 . 这 一 断言 对 其 他 R" 同样 成 立 . 

于 是 全 部 问题 都 归结 为 引 理 的 证 明 

考虑 原点 位 于 前 述 单位 球 球 心 的 直角 坐标 系 , 并 且 认定 : 如 果 沿 Oz 的 正方 向 
看 过 去 时 , 由 Oz 的 正 向 到 Oy 轴 的 正 向 要 顺 时 针 旋 转 +7 角 . 在 zz 平面 上 由 原 
点 引出 Ou 轴 , 其 方向 为: 如 果 沿 Oy 轴 的 正 向 看 过 去 , 需 从 Oz 轴 顺 时 针 旋转 5 角 
(0<9<7) 到 Ow 轴 . 

以 p 表示 空间 绕 Ou 轴 旋 转 180", 以 % 表示 空间 绕 0z 轴 旋 转 120° (注意 到 如 
果 沿 旋转 轴 的 正 向 看 过 去 , 旋转 是 顺 时 针 的 ). 我 们 将 把 这 些 旋转 组 合 起 来 . 结果 便 
得 到 空间 绕 坐 标 原点 的 各 种 旋转 , 并 且 每 一 个 这 样 的 旋转 将 用 符号 记 为 形 如 


p2V4p， pop ppy pO (3) 
” @ 并 且 先 进行 的 旋转 , 我 们 记 在 左边 . 
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的 形式 等 等 . 
由 于 
OP = 3 = (4) 
(这 里 1 表示 旋转 群 的 “单位 元 ”, 即 静 止 不 动 ), 显然 , 所 有 的 旋转 都 可 以 用 前 述 符号 


来 记 , 在 这 种 表示 中 不 会 遇 到 因子 yp™, m > 1 及 因子 如, mm > 2. 例如 , 在 (3) 式 中 
旋转 的 记 法 为 
yp, ph Upm2p. 

考虑 所 有 借助 上 述 记 号 得 到 的 旋转 组 成 的 群 G, 则 可 能 的 情况 是 , 这 些 旋转 中 
有 某 些 在 几何 上 是 恒 等 的 , 虽然 它们 有 不 一 样 的 记 法 . 我 们 当前 的 任务 是 证 明 , 可 以 
选取 这 样 的 角 9, 对 于 这 种 0, 不 出 现 上 述 情况 , 即 用 所 引入 的 不 同 的 记号 所 记 的 旋 
转 , 从 几何 上 说 是 不 同 的 . 

为 此 目的 , 我 们 注意 到 , 任何 形状 如 p = o 的 等 式 都 可 以 改 成 与 其 等 价 的 形式 
po-1=1. 因此 只 需 证 明 , 可 以 这 样 选取 角 9, 使 得 在 所 选取 角 之 下 , 我 们 引入 的 符号 
没有 一 个 表示 群 G 的 单位 元 . 

群 G 中 与 1,p,W%,W%2 四 者 不 同 的 元 可 能 具有 如 下 四 种 形式 之 一 : 


a= po PIO, N= po™ my, 
B= py™ pV, d= py™ ppY™™, 


其 中 为 自然 数 @, 而 mk 等 于 1 或 2. 
假定 我 们 得 以 实现 角 9 的 选择 , 在 此 选择 之 下 , 不 可 能 有 任 一 个 形 如 


a=1 
的 等 式 . 那么 我 们 来 证 明 , 在 这 个 假设 下 同样 不 可 能 有 如 下 的 任何 一 个 等 式 : 
B=1, 7=1, 6=1. 
实际 上 , 由 等 式 6 = 1 得 出 pgBy = 1. 又 因为 
ppBp = py po Op ppp" = 


所 以 由 等 式 6 = 1 推出 a = 1 而 与 假设 相反 . 因而 8 关 1. 其 次 , 由 等 式 7 = 1 推 
出 @ypyyp = 6 = 1. 因此 , 余下 的 仅仅 是 证 明 , ( 当 等 式 a = 1 不 可 能 时 ) 等 式 5=1 是 
不 可 能 的 . 


中 并 且 对 于 元 5 应 当 是 n> 1. 
@ 或 者 [如 果 ?7 = evymoe] wm = 1, 而 这 是 不 正确 的 , 因为 m = 1,2. 
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把 6 形式 的 元 分 为 两 类 : 如 果 mi 十 mn 关 3, 则 5 属于 第 一 类 ; 如 果 mi 二 m=3 
则 5 属于 第 二 类 . 
如 果 6 属于 第 一 类 且 5 = 1, 那么 


py “0 op 三 1， 


而 按照 假设 这 是 不 可 能 的 . 
如 果 5 属于 第 二 类 , 且 6 = 1, 那么 


ppmrniymap 一 1 
或 者 写成 
po py" "yp™" p=1 
或 者 是 
pm 一 1 


但 是 元 Vmzp…:pwWmn-l 也 是 5 型 的 (一 般 地 说 ,， py™*6y™mig 可 以 与 pp, 
重合 , 但 是 因为 后 面 的 诸 元 显然 与 单位 元 不 同 , 那么 这 些 可 能 性 不 成 立 ). 于 是 , 如 果 
6 是 属于 第 二 类 , 且 6 = 1, 那么 还 存在 着 另 一 个 6 型 的 元 5', 并且 6 =1, 但 6 比 5 
少 两 个 因子 ym™*. 因为 , 按 已 证 明 的 , 元 6' 不 属于 第 一 类 , 所 以 存在 着 进一步 减少 因 
子 wy™ 的 可 能 性 . 由 于 我 们 既 不 可 能 得 到 第 一 类 元 , 也 不 可 能 得 到 元 y, 罗 ,Ww, 似乎 
可 以 无 限制 地 降低 因子 w™* 的 数目 , 这 显然 不 合理 , 因为 从 一 开始 它们 就 仅仅 是 有 
限 个 数 的 . 

于 是 问题 归结 为 求 出 使 得 没有 一 个 等 式 a = 1 成 立 的 角 0. 

但 任 一 旋转 a 是 n 个 形 如 ww 及 py? 旋转 的 乘积 . 用 通常 的 解析 几何 方法 不 
难 证 明 : 旋转 ww 使 点 M(z,y, z) 变 为 点 N(z',y,z 人 ), 其 中 


1 3 | 
公关 IIZCco80 十 人 37sind, 


= LE + + V3 ,cing, (5) 
2 这 2 
2 一 Tsing0 十 zcos0. 


对 旋转 py?, 当 点 M (Zz, 2 z) 变 为 点 No YY 2 时 ， a 仍 可 用 与 (5) 式 类 
似 的 公式 表示 , 不 过 只 需 把 上 述 的 公式 (5) 中 的 V3 换 为 -v3. 
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对 m 作 归 纳 法 ,由 公式 (5) 容易 得 到 @，( 由 于 旋转 a) 点 Mo(0,0,1) 变 到 点 
Mo (ons yn， sh 其 中 


zn = Q0cos"0 十 alcosn 10+..-++an_1c0os0+a, (ao 天 0) 
如 果 旋 转 a 与 群 G 的 单位 元 恒 等 , 那么 z,, = 1, 并 且 cos9 是 多 项 式 
P,(w) = aou" + a i...+an_iui+an—l 


的 根 . 

每 一 个 旋转 a 都 对 应 着 一 个 多 项 式 Ps(w). 因为 旋转 a 为 一 个 可 数 集 , 所 以 所 
有 的 多 项 式 已 (wu) 也 是 一 个 可 数 集 , 这 也 就 意味 着 , 诸多 项 式 的 根 也 仅仅 是 可 数 集 . 
这 表明 , 可 以 如 此 地 选择 0, 使 cos9 与 所 有 这 些 根 都 不 同 . 同时 , 对 这 样 的 9, 没有 一 
个 a 与 单位 元 1 重合 . 今后 , 我 们 就 认为 角 9 就 是 这 样 选 好 的 

我 们 把 群 G 的 元 分 成 三 个 彼此 不 相交 的 类 4, B 与 C, 使 得 其 满足 如 下 两 个 要 
求 : 

I. 如 果 pe 4, 那么 pm € B +O, 反之 亦 然 . 

II. 三 个 关系 pe 4, py e B, py? e C 之 中 的 每 一 个 可 推出 其 余 两 个 . 

这 样 分 法 的 可 能 性 的 验证 是 极为 麻烦 的 ,我们 把 它 放 在 证 明 的 末尾 ,而 暂时 认 
为 已 经 做 好 了 这 一 步 . 

其 次 , 约定 今后 的 表示 方法 . 如 果 pe G, 而 M 是 空间 中 的 某 一 点 , 用 p(M) 表 
示 上 点 M 由 于 旋转 p 所 变 成 的 点 @. 如 果 EE = {M} 是 某 些 点 的 集合 , 那么 用 p( 五 ) 表 
示 在 旋转 p 之 下 这 个 集合 的 像 : 

p(E)= 》 p(M). 
MeE 

设 @ 是 单位 球面 K 上 在 旋转 群 G 中 某 一 个 异 于 单位 元 的 旋转 之 下 保持 不 动 
的 点 的 集合 . 因为 整个 群 是 可 数 的 , 而 对 每 一 个 个 别 的 旋转 仅 有 两 个 不 动 点 @, 因此 
集合 Q 也 是 可 数 的 . 

外 尚 需 同时 用 归纳 法 证 明 三 个 公式 : 
zn = sing [a8 cosn 10 十 A™, cosn “6 十.…- 十 4 人 im] 
yn = sing Ey cos™-10 十 BW™, cos™*20 十 .… 征 Ea : 


zn = CK" cos" 0 + OC(™) cosr-16 二 .十 Cn)， 


A™) GC(™) 
顺便 注意 到 , Cr = CA 一 4 由，，A8HY = 全 ,由 此 可 推出 CC 一 AC = 


3 (co — 49) = (3) ‘(cP - 420) = (23) , 且 有 cg = > 让 
@ 这 种 表示 有 一 点 不 方便 的 地 方 . 即 , 如 果 例如 p = ypy?, 那么 p(M) = {pIw(M)]), 因为 在 


记 法 p = wpw? 中 , 左 端 是 最 先进 行 的 旋转 . 
思 根 据 运动 学 的 著名 定理 , 任何 绕 一 点 的 旋转 都 是 绕 通 过 这 一 点 的 某 个 轴 的 旋转 . 
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如 果 M € K 一 Q, 而 pi 与 ps 是 G 中 两 个 不 同 的 旋转 , 那么 pi(M) # pzo(M). 
事实 上 , 在 相反 的 情形 则 有 pz![pi(M)] = M, 点 M 是 旋转 pipzl 之 下 的 不 动 点 , 而 
由 于 我 们 对 9 角 的 选择 , p1pz! 显然 异 于 单位 元 1. 

注意 到 这 一 点 后 , 我 们 用 五 (M) 表示 形 如 p(M) 的 点 的 这 样 一 个 集合 : 其 中 
M eK 一 Q@, 而 p 遍历 整个 群 G. 

如 果 M 与 N 是 K 一 Q@ 中 两 个 不 同 的 点 , 那么 有 H(M) 与 H(N) 或 者 完全 不 相 
交 , 或 者 全 等 . 因此 整个 集合 K - Q 被 分 割 成 许多 类 互 (M). 在 每 一 个 这 样 的 类 中 
选取 一 个 代表 元 , 设 X 是 这 些 代表 元 的 集合 . 且 令 


R= >》_p(X), 5 一 》 p(X), T= 》_p(X), 
PE 人 p€EB pEC 
我 们 就 得 到 了 引 理 中 所 谈 到 的 那些 集合 . 
事实 上 , 我 们 可 首先 确定 , 这 些 集合 是 不 相交 的 : 假若 不 然 , 如 果 有 点 P 在 交集 
RS 中 , 那么 这 表明 


P=p(M)= p2(N) lp1 € A, p2 € B, M € X,N € Xl|. 


等 式 M = N 是 不 可 能 的 , 因为 点 M 与 N 不 含 于 Q 中 . 如 果 M 了 NN, 那么 由 
p1(M) = pz(N) 得 出 , N e H(M), 这 也 是 不 可 能 的 , 因为 含 于 X 中 的 点 M 与 NN 力 
是 不 同类 互 的 代表 . 这 就 意味 着 RS = &g. 类 似 可 得 RT = ST = &%. 

其 次 , K -8= R+5+T. 实际 上 , 如 果 Pe kK 一 Q, 那么 Pe HH(P). 如 果 含 于 
X 中 的 类 HH(P) 的 代表 是 M, 那么 Pe H(M) 且 P= p(M). 根 据 p 是 在 4,B 或 C 
中 , 故 PeR,Pe5 或 者 PeT. 

最 后 (这 是 最 主要 的 ), 有 


p(R)=S+T, yY(R)=5, yw(R)=T. (6) 
我 们 至 少 验证 这 些 关 系 中 的 第 一 个 . 如 果 Pe R, 那么 P= p(M), 其 中 M € XX， 
而 pe A. 从 而 
yp(P)= ylp(M)] = (pp)(M)ES+T, 


因为 根据 第 一 个 要 求 I 应 有 pp € B+C. 反 之, 如果 Pe5Ss+7T, 那 么 P 忆 =o(M), 其 
中 MeX, 而 oe B+C. 置 p=oy-!, 那么 o = py, 根据 I 有 pe A. 因此 ， 


P= ylp(M)), 


同时 p(M) e R. 但 这 就 意味 着 P e yp(R). 于 是 p(R) = 5 十 T. 类 似 地 ( 仅 借 助 于 要 
求 IT) 可 验证 (6) 式 中 其 余 的 关系 . 

这 样 一 来 , 余下 的 仅仅 是 证 明 把 群 G 分 解 成 类 4A, B 和 C, 以 使 其 满足 I、II 两 
条 要 求 是 可 能 的 . 
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为 此 , 用 G 表示 G 中 那些 依 前 述 记 法 、 由 因子 y,V 及 妨 的 个 数 不 多 于 mm 个 

所 构成 的 元 的 集合 , 特别 地 ， 
G1 = {1, 9,», wy”} 

把 1 列 和 人 4,y 列 人 B,Y 列 入 B, 而 ww 列 和 人 C. G1 中 元 素 的 这 一 配置 满足 了 
I 与 I 两 个 要 求 . 实际 上 , 如 果 pe 4 (并 且 p 属于 G1), 那么 这 意味 着 p = 1, 而 
pp 二 peEBCB+C. 如果 pyp e B+C (并 且 不 仅 op 属于 Gi, 而 且 p 属于 Ga), 那 
么 必然 pp = 2 (因为 在 G1 中 除 1 与 wp 之 外 没有 形 如 pw 的 其 他 元 , 其 中 p € G1). 
于 是 p = 1e 4. 这 样 一 来 , 要 求 工 是 满足 的 . 类 似 地 可 以 验证 , 也 满足 要 求 II. 即 如 
果 p, py 与 pw? 全 都 属于 G1, 那么 对 于 p 仅 有 三 个 可 能 : 


p=1, p= P=. (的 


设 关系 式 
p€EA, pyeB, pyreC (8) 
之 一 成 立 . 

如 果 就 是 pe 4, 那么 p = 1 且 满 足 (8) 式 中 第 二 与 第 三 个 关系 式 . 如 果 pw e B， 
那么 由 (7) 式 的 可 能 性 实现 了 p = 1, 意味 着 py? e C. 最 后 , 如 果 py? € CO, 那么 这 
就 引出 p= 1. 

总 之 , 集合 G1 按照 类 A, B,C 分 配 符 合 两 个 要 求 I 与 II. 不 言 而 喻 , 如 果 pe Gi， 
而 pp e Ci, 那么 提出 关于 (在 G1 中 ) 符合 要 求 I 的 问题 没有 意义 . 当 pp es G1, 而 
pe G1 (例如 p = ypvy) 也 属于 这 种 情形 . 

假设 我 们 已 经 把 集合 G， 的 元 素 按 类 4, B,C 分 配 好 , 使 其 符合 要 求 I 与 I ( 仍 
然 约 定 : 在 验证 要 求 时 , 所 有 @ 考 虑 的 元 素 属 于 G,). 

我 们 来 考虑 G41 - G。 中 的 任意 一 个 这 样 的 元 r : r 刚好 是 n 填 1 个 因子 构成 
的 . 对 于 7, 有 三 种 可 能 : 


T=0op, T=o%, T= oY, (9) 
其 中 o 刚好 是 n 个 因子 构成 的 , 并 且 要 看 (9) 式 中 三 种 可 能 性 哪 一 个 成 立 , 而 有 
r= .和 oo=...9, 0 = 
如 果 7 = cp(c =…y"), 那么 , 我 们 把 7 放 入 B, Ah, 4 类 , 要 视 是 否 
ICE4， ocEB, ocEC. (10) 
如 果 r = ow(o = …%), 那么 我 们 置 


TEB, TEC, TEAh, 
中 对 要 求 I 这 就 是 p 与 pw, 而 对 要 求 IT, 则 是 pow2. 
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仍 视 (10) 式 中 哪 一 个 关系 式 成 立 . 
最 后 , 如 果 r = oy?(o = …9), 那么 视 (10) 式 中 哪 一 个 关系 式 成 立 , 而 置 
TEC, TEA, TEB. 


这 些 约定 唯一 地 确定 了 整个 群 G 分 为 类 4, B,C 的 分 配 . 为 了 更 便于 观察 , 我 
们 给 出 群 G 按 4, B,C 类 的 分 布 表 : 


现在 我 们 来 证 明 , 当 把 G 按 4, B,C 三 类 分 配 时 , 按照 刚才 所 指出 的 规则 , 对 集 
合 Gn+1 中 的 诸 元 素来 说 , 要 求 I 与 I 是 满足 的 (并 且 , 如 已 指出 的 , 对 G 来 说 , 我 
们 认为 上 述 要 求 I 与 I 已 然 满 足 ). 

取 属 于 G41 的 两 个 元 p 与 op. 可 意料 有 4 种 情形 : 

1) PE Gn, pp € Gn; 2) PE Gn, PPEGn:; 

3) pEGn, pp E Gn; 4) pEGn, PPEGn. 

在 情形 1), 两 个 关系 式 


PpPEA, ppEB+C 


按照 假设 是 等 价 的 . 
在 情形 2), p 正 是 由 ”个 因子 构成 的 . 并 且 最 后 的 因子 是 w 或 者 是 %2. 如 果 
pe 4, 那么 表 (11) 表明 , pp € Bc B+C. 反之 ,如果 pyp € B+O, 那么 由 表 (11) 看 
出 ppeB,HpeAh. 
情形 3) 仅 当 
p=0op, pp=0, 0o=.V™ 


时 才 是 可 能 的 . 
如 果 pe 4, 那么 由 表 (11) 看 出 oe€ B+O, 且 反之 亦 然 . 
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至 于 情形 4), 它 是 不 可 能 的 . 事实 上 , 在 这 种 情形 下 , p 应 由 (n 十 1) 个 因子 构成 ， 
并 且 最 后 一 个 因子 不 是 yp (因为 否则 pp e Gn). 因此 , p ==…w" 且 pp 不 在 Ga+l 
中 . 

于 是 , 要 求 I 是 满足 的 . 

其 次 , 由 G,+1 中 取 元 p, py 及 py?. 这 里 可 以 分 成 三 种 情况 : 

1) 所 有 三 个 元 出 自 Gh; 

2) 三 个 元 中 没有 一 个 出 自 G，; 

3) 这 些 元 中 有 某 些 但 不 是 全 部 出 自 G，. 

在 情形 1), 按照 假设 , 要 求 II 是 满足 的 . 情形 2) 是 不 可 能 的 , 因为 在 这 种 情形 
p=, PY € Gntl, 

我 们 来 考虑 情形 3). 设 pe G,. 那么 必然 是 


P= 


(因为 否则 py 与 pw? 同样 属于 G，). 如 果 pe 4, 那么 表 (11) 的 第 一 列表 明 pw e 
B,，pyw? € C. 此 外 , 如 果 (在 同样 的 假设 pe G。 下 ) pw € B, 那么 pe 4; 如 果 
py? € O, 那么 仍 有 pe 4. 总 之 , 如 果 pe G。, 那么 要 求 I 是 满足 的 . 设 ps Gu, 但 
py ec Gn, 这 意味 着 p = ow? (其 中 og ==… 攻 ,而 py = co 如果 pe4, 那 么 ce 万 ,而 
oy = pw? € C. 同样 , 如 果 pw e B, 或 py? e C, 那么 pe 4. 总 之 , 在 这 种 情况 下 要 
求 I 也 是 满足 的 . 最 后 , 设 peEG， 且 py?€ Gr. 那么 p= cy = …op) 及 po = 
如 果 pe 4, 那么 pp2 =oecC, 而 pw = ow?€ B 且 后 面 的 每 一 个 关系 式 同 样 推出 
pe 4. 证 明 就 此 完成 . 


附注 “已 证 明 的 引 理 具有 某 种 悖 论 的 性 质 , 同时 它 的 证 明 还 不 是 有 效 的 吕 . 这 
使 人 产生 想法 : 只 在 应 用 有 效 的 方法 时 , 可 以 避免 类 似 的 悖 论 . 依据 这 一 点 , 应 当 认 
识 到 : 悖 论 性 不 意味 着 全 然 芒 刻 , 而 仅仅 是 结果 的 某 种 不 寻常 性 表现 . 所 以 认为 这 些 
无 效 方法 因 导 致 悖 论 而 为 人 们 所 诉 病 是 没有 根据 的 . 此 外 , 更 为 重要 的 是 , 可 以 构造 
如 同 豪 斯 多 夫 引 理 那样 的 , 且 完全 有 效 的 悖 论 . 下 面 是 一 个 简单 的 例子 2: 


定理 ”存在 着 可 表 为 两 个 不 相交 的 集合 4 与 B 的 和 形式 的 平面 集合 己 , 其 中 
每 一 个 都 与 已 可 合同 人 @. 


为 了 证 明 , 我 们 考虑 在 复 变量 z 的 平面 上 的 两 个 运动 : 
R(z}=€é'%, T(z)=2z+1. 


四 当 构造 集合 X 时 , 利用 了 策 梅 洛 公理 (参看 第 十 四 章 ). 

四 此 例子 属于 W. 谢 尔 品 斯 基 (W. Sierpiiiski) 和 C. 马祖 尔 凯 维 奇 (C. Ma3ypresuu). 

四 集合 记 无界 且 因此 由 定理 不 能 推出 对 于 R? 的 “ 较 易 " 测度 问题 的 不 可 解 性 (此 外 , EE 是 可 数 
的 ). 
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设 瑟 是 由 点 z= 0 以 及 所 有 由 zx = 0 藉 由 有 限 次 的 运动 R 与 了 所 得 到 的 诸 点 
的 集合 . E 的 每 个 点 都 是 变量 e' 的 非 负 整 系数 多 项 式 , 同时 鉴于 数 e' 的 超越 性 , 用 
唯一 的 方法 表示 集合 EE 的 点 为 这 样 的 多 项 式 的 形式 是 可 能 的 . 

建立 了 这 一 点 之 后 , 用 4 表示 这 样 一 些 点 的 集合 : 这 些 点 可 表 为 无 常数 项 的 e/ 
的 多 项 式 , 设 B=E-A. 那 么 4B = @,， A+B= ,此 外 


R(E)= A, T(E)=B. 
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交集 , 3 
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距离 , 38, 464 
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佩 龙 不 定 积分 , 425 
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奇异 积分 , 274 
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上 导数 , 420 
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397 


由 
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跳 贱 , 201 
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魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 , 105 
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下 半 连 续 , 411, 413 
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下 隐 数 , 421 
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映射 , 69, 203 

用 数 NN 对 函数 f(z) 的 截断 , 134 
有 等 度 的 绝对 连续 积分 , 150 

有 界 闭 集 的 测度 , 56 

有 界 变 差 阻 数 , 212 
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有 界 集 EE 的 内 测度 , 61 

有 界 集 五 的 外 测度 , 61 
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由 徐 瑞 云 先生 翻译 、 陈 建功 先生 校订 的 《 实 变 函数 论 》 上 、 下 册 (原作 者 为 俄 罗 
斯 数学 家 I. TI. 那 汤 松 ) 是 高 等 教育 出 版 社 在 20 世纪 50 年 代 出 版 的 . 1955 年 出 版 
的 第 一 版 是 根据 原 苏联 “国立 技术 理论 书籍 出 版 社 ”1950 年 的 原版 译 出 的 , 后 来 译 
者 又 根据 原 书 1957 年 第 2 版 做 了 修订 , 这 就 是 1958 年 由 高 等 教育 出 版 社 出 版 的 第 
2 版 ( 即 修订 版 ). 

此 书 在 20 世纪 50 一 60 年 代 是 我 国 高 校 数学 专业 实 变 范 数论 课程 的 重要 教学 参 
考 书 . 当时 学 习 数学 专业 的 人 几乎 都 知道 这 本 书 . 有 的 学 校 甚至 按 此 书 的 体系 讲授 这 
门 课程 . 因此 , 可 以 说 这 是 一 本 有 重要 影响 的 书 . 

高 等 教育 出 版 社 自然 科学 学 术 著 作 分 社 决 定 根 据 此 书 的 原文 第 5 版 (版 权 已 转 
归 俄 罗斯 的 JAHPD 出 版 社 ), 重新 出 版 修订 本 , 是 一 个 善举 , 一 定 会 受到 有 关 读 者 的 
欢迎 . 我 感到 荣幸 的 是 , 学 术 分 社 的 同志 委托 我 参与 这 件 事 : 即 由 我 逐 字 对 照 第 5 版 
原文 , 在 徐 瑞 云 先生 原 译 第 2 版 的 基础 上 , 做 校订 工作 . 这 对 我 来 说 当然 又 是 一 个 学 
习 的 过 程 . 在 完成 这 一 任务 的 过 程 中 , 我 深 深 地 感受 到 徐 先生 、 陈 先生 严谨 、 细致 的 
工作 作风 和 科学 精神 , 这 使 我 深 为 敬佩 . 此 书 原 第 2 版 的 译文 流畅 、 准 确 , 与 原文 对 
照 , 绝 少 错漏 之 处 . 同时 , 也 看 到 此 书 在 编校 质量 方面 也 是 十 分 优良 的 . 我 所 做 的 工 
作 除 对 照 原文 核对 一 过 之 外 , 主要 是 根据 全 国 科 学 技术 名 词 委员 会 数学 名 词 分 委员 
会 审定 公布 的 《数学 名 词 》, 把 过 去 曾 使 用 过 、 不 规范 的 名 词 改 为 规范 的 名 词 , 同时 
也 把 外 国 数学 家 的 中 译名 根据 《数学 名 词 》 和 张 鸿 林 、 葛 显 良 编订 的 《英汉 数学 词 
汇 》 中 的 译 法 加 以 统一 , 以 方便 读者 . 当然 也 有 少数 地 方 的 译文 依照 新 版 做 了 适当 修 
改 (这 也 许 就 是 原 书 以 后 各 版 有 所 改动 之 处 , 但 因原 书 第 2 版 已 无 从 找到 , 而 不 能 确 
切 肯定 ). 此 外 原 书 第 5 版 恢复 了 原 第 2 版 删 去 的 一 个 “补充 ", 即 “ 豪 斯 多 夫 定 理 ”， 
这 是 原 书 第 1 版 曾 有 过 的 内 容 , 但 因 一 时 找 不 到 第 一 版 的 译本 , 我 把 它 重 新 译 出 了 . 
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还 应 当 声 明 的 是 : 原 书 中 某 些 数学 符号 , 即 表示 空 集 、 自 然 数 集 、 有 理 数 集 和 实数 集 
的 符号 , 已 改 为 我 国 数学 界 现今 通行 的 记 法 , 这 是 与 原 书 不 同 的 . 为 了 方便 读者 查阅 ， 
书 末 加 了 外 国 数学 家 译名 对 照 表 和 名 词 索 引 . 

在 做 这 件 事 的 过 程 中 , 我 曾 多 次 请 教 北京 大 学 周 民 强 教授 . 在 大 学 求学 期 间 , 正 
是 周 先 生 教 过 我 们 年 级 的 实 变 函数 课 . 周 先生 热情 、 耐 心 的 指教 对 我 完成 任务 是 十 
分 重要 的 , 其 中 关于 连续 统 的 注释 更 是 直接 引用 了 周 先生 著作 中 的 论述 . 我 所 重 译 
的 “补充 “ 豪 斯 多 夫 定 理 ” 也 请 周 先生 校订 过 了 . 在 此 , 我 首先 要 对 我 的 老师 周 先生 
表示 衷心 的 感谢 ! 

如 同 以 前 一 样 , 在 俄 译 中 方面 的 一 些 困 难 问 题 ,一直 得 到 高 等 教育 出 版 社 编审 
田 文 琪 同志 的 耐心 帮助 . 

为 了 规范 数学 名 词 , 我 曾 就 一 些 重 要 的 或 困难 问题 多 次 与 科学 出 版 社 编审 张 鸿 
林 同 志 商 讨 , 他 给 予 我 许多 的 帮助 和 启发 , 使 我 受益 良 多 . 

本 书 修订 版 书稿 的 审阅 工作 是 由 高 等 教育 出 版 社 编审 张 小 萍 同志 担任 的 , 我 在 
校订 中 就 许多 数学 问题 和 文字 表达 问题 和 她 多 次 讨论 . 她 在 审阅 过 程 中 指出 了 许多 
问题 和 朴 漏 之 处 , 对 保证 本 书 质量 起 了 很 大 作用 . 本 书 修订 版 的 责任 编辑 赵 天 夫 同 
志 对 我 提供 了 许多 实际 的 帮助 . 

我 对 以 上 提 到 的 各 位 表示 衷心 的 感谢 ! 

还 应 当 说 明 的 是 , 由 于 个 人 水 平 所 限 , 校订 过 程 中 对 译文 的 改动 , 不 妥 之 处 在 所 
难免 , 还 请 专家 和 广大 读者 不 音 指正 . 


郭 思 好 
2009 年 12 月 于 高 等 教育 出 版 社 
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